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摘要:对泛函分析中的若干问题在近年来的进展作一简要介绍,内容包括Banach空间中的球覆盖性质、Banach空间的

保度量(等距)映射、Banach空间中的超弱紧集合、Banach空间的非紧性测度、非线性泛函分析和量子信息与算子理论交

叉.主要偏重作者及其合作者在这些方面所做的一点工作.
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  厦门大学数学科学学院前身为厦门大学算学系,
创办于1923年,其泛函分析分析方向在国内外有着

广泛的影响.当时,本方向的学术带头人为李文清教

授和张鸣镛教授,李先生为中国第一代泛函分析学

家,张先生也是著名的泛函分析学家.厦门大学于

1998年获得基础数学专业博士学位授予权,2002年

获得(一级)数学博士学位授予权,当时的泛函分析学

术带头人为程立新教授和郭铁信教授.经过二十多年

的进一步努力和发展,厦门大学泛函分析专业取得了

丰富而具有影响力的系统性研究成果.现在的厦门大

学泛函分析专业,则是以程立新教授等人的空间理

论、凸分析、非线性泛函分析和算子理论为鲜明特色.
本文就厦门大学泛函分析团队在近些年来的工作进

行简要介绍,内容包括Banach空间理论、非线性分析

理论以及算子理论在量子信息上的应用.

1 Banach空间中的球覆盖性质

赋范空间中单位球和单位球面的几何性质以及

拓扑性质在Banach空间几何学中占有非常重要的地

位.一部Banach空间几何学,可以说就是一部与

Banach空间单位球和单位球面有关的学科.几乎所有

的几何概念都是通过单位球来定义的,如Banach空

间的凸性、光滑性、自反性、RNP(Radon-Nikod􀆪m)性

质等.不仅如此,还有许多研究课题都是与Banach空

间子集的球表示问题有关的,如 Mazur交性质、装球

问题、非紧性测度和球拓扑问题等[1-9].这些课题从提

出开始就引起了许多数学家的关注,经过前人孜孜不

倦的努力,这些问题的研究已经取得了许多重要的成

果,这些结果往往又对Banach空间几何性质的深入

研究有着不可或缺的作用,可见球族行为的魅力是让

人惊叹的.
关于Mazur交性质,最早是Mazur注意到欧几里

得空间的这一性质:每个有界闭凸集可以表示成闭球

的交,于是线性赋范空间的这种性质被命名为 Mazur
交性质(或者MIP).我们容易知道,有界闭凸集C是

闭球的交当且仅当对任意不属于C 的x,存在包含C
的闭球但不包含x,所以 MIP可以看成是球分离性

质,比经典的超平面分离性要强.在之后的关于 MIP
的研究中,人们比较关注的问题则是 MIP特征的

刻画.
装球问题(Spherepacking)是指把不相交的相同

大小的球排满整个空间.一般来说,这个空间指的是

三维空间.但是装球问题也可以推广到二维空间(此
时“球”就是指圆)、n维空间(此时“球”是指超球面)及
非欧氏空间如双曲空间.经典的装球问题是寻找一种

排列使得球以尽可能多的比例占据整个空间,这个装

满空间的比例称之为排列的密度.由于排列的密度取
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决于体积的大小,所以这个问题通常都是在一个充分

大体积的立体内,最大化其平均或者渐近密度.一个

正规的排列是指球心都组成一个称之为格的整齐的

模式.如果球心没有排列成一个格,这种排列称之为

非正规的排列.正规排列往往比非正规排列更容易掌

握,这是由于对称性使得它们易于分类和测量其

密度.
1930年,Kuratowski首次引入了非紧性测度的

概念,并且研究了其相关性质以及拓扑结构.1955年,
Darbo首次利用Kuratowski非紧性测度给出著名的

Darbo不动点定理.设(X,ρ)为度量空间,D(X)为X
上所有非空有界子集全体,对于任意D∈D(X),其
Kuratowski非紧性测度α(D)定义为

inf{d>0∶D⊂∪j∈FEj,F⊂N,F″<∞且

 d(Ej)≤d},
其中d(Ej)表示Ej⊂X的直径,即

d(Ej)=sup{ρ(x,y)∶x,y∈Ej}.
由定义可知

α(D)≤d(D).
Kuratowski非紧性测度也称为集合非紧性测度,用来

衡量度量空间中的一个有界集与紧集之间的“距离”.
1957年,Goldenstein等在此基础上引入了Hausdorff
非紧性测度,也称为球非紧性测度,β(D)的球非紧性

测度则定义为

inf{d>0∶D⊂∪
j∈F

B(x,r),F⊂N,F″<∞},

其中B(x,r)表示X中以x为圆心r为半径的闭球.非
紧性测度理论在不动点理论,算子谱理论,泛函分析,
常(偏)微分方程以及积分方程等领域具有广泛的

应用.
泛函分析团队成员张文在2005年师从程立新教

授读博时,就在程老师的指导下开始了Banach空间

中的球覆盖问题的研究.X 表示Banach空间,X*则

表示X的对偶空间.我们用BX 来表示Banach空间

X中的闭单位球,SX 则表示Banach空间X 中的单位

球面.B(x,r)(相应地,B(x,r))为中心在点x,半径为

r的开(相应地,闭)球.对于Banach空间X,其单位球

面SX 可以被X 中一族不包含原点的开(相应地,闭)
球族B所覆盖.特别当X为可分空间(相应地,有限维

空间)时,球族B 可以选取由可数多个(相应地,有限

多个)半径任意小的球所构成.我们研究了有限维空

间的球覆盖问题,主要讨论了有关最小球覆盖的个数

和半径问题,也介绍了可分性与球覆盖性质之间的联

系,并且利用球覆盖性质所刻画的Banach空间几何

和拓扑性质,研究了关于球覆盖性质的稳定性有关内

容.这个领域的相关研究结果可以参见文献[10-38].

1.1 尚待解决的主要问题

目前为止,虽然我们已经知道Banach空间具有

球覆盖性质当且仅当X*在再赋范的意义下w*-可

分,我们还不知道是否存在不可分的Banach空间可

以在线性同胚的意义下保持球覆盖性质.所以我们的

问题分为两个部分:一部分问题我们期待肯定解决,
而另一部分我们则倾向否定答案.

1.2 期待肯定解决的问题

我们已经知道球覆盖性质关于线性同胚不保持,
且Banach空间的球覆盖性质关于子空间不具有遗传

保持性.然而,所有与之有关的反例都不是Asplund
空间,甚至都不是Gateaux可微空间.所以我们自然

有下述问题:
问题1 除了自反空间外,对于怎样的Banach空

间,其具有的球覆盖性质可以关于线性同胚保持?
问题2 是否对于Asplund空间,或者更一般的

Gâteaux可微空间,其具有的球覆盖性质可以关于线

性同胚保持?
问题3 对于哪一类Banach空间,其具有的球覆

盖性质可以关于商映射保持?
问题4 对于怎样的Banach空间,其具有的球覆

盖性质可以关于闭子空间遗传?
注意到对于Banach空间X,如果我们用(Ω,ρ)来

表示X上所有连续半范数p,并且在X上面赋予如下

定义的度量ρ:对于p1,p2∈Ω有

ρ(p1,p2)=supx∈BX
|p1(x)-p2(x)|,

则Ω为完备度量空间,并且X*的w*-可分性所推导

出的X 所有具有球覆盖性质的等价范数在Ω 中稠密.
进一步:

问题5 对于不可分的具有 w*-可分对偶的

Banach空间X,X所有具有球覆盖性质的等价范数是

否为Ω 中稠Gδ 子集?

1.3 倾向否定答案的问题

因为ℓ*1[0,1]=ℓ∞[0,1]是w*-可分且不具有球

覆盖性质,但ℓ1[0,1]又具有RNP性质,所以并不是

所有具有w*-可分对偶,同时满足RNP的Banach空

间都可以使其具有的球覆盖性质关于线性同胚保持

不变.于是我们提出:
问题6 若具有球覆盖性质的Banach空间满足

其球覆盖性质关于线性同胚保持不变,是否X 一定

可分?
最后,值得我们关注的是,Papini[23]研究了许多有
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关单位球或单位球面的各种覆盖问题,这之中就包含

了不含原点的球覆盖.文献[31]对覆盖Lp 的球族进

行了讨论,文献[30]还研究了覆盖特定Banach空间

的球族和切片族的性质.

2 Banach空间的保度量(等距)映射

保持度量不变的映射(简称保度量映射,也称等

距映射)的研究,自1932年MazurS和UlamS开始,
已经进行了80多年.究其经久不衰的原因,一方面是

它反映某些数学,尤其是泛函分析最深刻最本质的内

容之一,另一方面来源于数学包括几何学在内其他分

支以及包括物理、信息和量子信息在内的其他学科的

需要.等距映射,顾名思义就最大的范围而言,必须在

“度量空间”上才能进行的内容,而Banach空间是度

量空间的一个特例.另一方面,由于每个度量空间都

可以保持度量不变地嵌入到一个Banach空间(例如,
文献[39],Lemma1.1),因此,在Banach空间上研究

保度量映射并不丧失一般性.我们称从一个Banach
空间X到另一个Banach空间Y 的一个映射f为一个

保度量映射(或者叫等距映射)如果对所有x,y∈X都

满足

‖f(x)-f(y)‖=‖x-y‖,
即任何两点的距离在这个映射下是保持的.如果f还

满足

f(0)=0,
即把空间的原点0映成原点,则称f是标准的.为了

简洁起见,我们也称保度量映射为“等距”.
说起Banach空间等距映射的研究,我们自然要

提及80年前波兰数学家Mazur和Ulam开历史研究

先河的结果(Mazur-Ulam定理[40]):两个赋范空间之

间的满等距映射都是仿射等距映射.围绕着这个定理

的意义至少有如下4点.第一点,这个定理揭示了一

个深刻的事实:欲使两个Banach空之间的映射保持

度量不变,首先要保持线性结构不变! 第二点,等距

映射研究有着深刻的理论价值和广泛的实际背景.例
如,n-维欧几里得空间Rn 到其自身的标准等距映射f
就是Rn 上的正交变换,或者说f就是Rn 上的正交矩

阵;再如,“全息摄影”和“信息传输”的数学模型就是

一类等距变换.第三点,以此定理为研究出发点,发展

了同样具有深刻的理论意义和更广泛应用背景的研

究领域,如非满等距、扰动等距(或者,ε-等距),扰动等

距的稳定性理论以及粗等距等.第四点,Mazur-Ulam
定理的证明中“满等距把度量中点映成度量中点”这

一思想和方法对后来的等距“局部化”以及满ε-等距的

研究都起着重要的作用.
等距和扰动等距映射的研究,以时间为序,大致

可分为等距(包括满等距和非满等距),扰动等距(包
括满扰动和非满扰动等距),粗等距(包括满粗和非满

粗等距)研究几个阶段.下面,我们基本按照这一领域

研究的时间顺序进行介绍.由于这一领域的研究历史

很长,尤其是各种局部化的推广内容也非常多,我们

以“整个Banach空间”为定义域的等距以及扰动等距

研究进展为中心,研究内容包括:等距,ε-等距,ε-等距

的弱稳定性和稳定性,w*-稳定性和万有稳定性等

内容.

2.1 ε-等距

扰动等距,或者ε-等距,是等距概念的推广,它是

Hyers和Ulam[41]于1945年引入的;对于某个ε≥0,
一个映射f:X→Y 被称为一个ε-等距,如果它满足

|‖f(x)-f(y)‖-‖x-y‖|≤ε,
 ∀x,y∈X.
相比等距,ε-等距的背景更加广泛.最直观的背景

就是测量:我们把测量的点放在一个Banahch空间

X,观测结果放在另一个Banach空间Y 进行处理.要
测量的两点x,y的实际距离为‖x-y‖,而测量的距

离为‖f(x)-f(y)‖,测量误差ε根据测量精度和观

测经验往往很容易确定.这就是一个典型的ε-等距模

型.Hyers和Ulam还分别研究了与ε-等距类似但稍

有不同的问题.1945年Hyers和Ulam[41]提出了以下

问题:
问题7 是否对于每对Banach空间X 和Y 都存

在一个常数α=α(X,Y)>0,使得对于任一标准的满

ε-等距f,都存在一个线性等距U:X→Y 使得

‖f(x)-U(x)‖≤αε,∀x∈X.
从此以后,在扰动等距这方面的研究便开始了.

经过 一 些 泛 函 分 析 学 家 们 的 努 力,在 1983 年,
Gevirtz[42]终于给出了这个问题的完全肯定的答案.一
般而言,这儿满射的条件是不能够去掉的.对于非满ε-
等距的研究,主要针对的是稳定性.从Banach空间X
到Y 之间的一个标准的ε-等距f 称为是稳定的,如果

存在一个有界线性算子T从像空间f(X)的闭线性空

间到X以及正数β使得不等式

‖Tf(x)-x‖≤βε
在X上总成立.从稳定性的定义不难看出,它的出发

点是研究广义的Figiel定理,标准的ε-等距f 是稳定

的,等价的说法就是它有一个连续线性的“伪”左逆.
Qian[43]率先研究了一般标准的ε-等距的稳定性,他连
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同Šemrl和Väisälä[44]证明了Lp 空间的稳定性.但
Qian[43]的反例表明在一般Banach空间,哪怕是f=
I+εg(g:X→BX)这样简单的映射,也极有可能是不

稳定的.因此是否可以建立一个有普遍适用性的“弱
稳定”性概念及其在此框架下带来更普遍的稳定性结

果成为重要的问题.2013年,Cheng等[45]率先研究了

此类问题,并得到了如下的弱稳定性估计式.
定理1[45] 设f:X→Y 是一个标准的ε-等距,

∀x*∈X*,存在φ∈X*满足‖φ‖≡r=‖x*‖,
使得

|<x*,x>-<ε,f(x)>|≤krε,∀x∈X,
其中k=4.

上面弱稳定性估计式的证明不同于前人的做法,
详见文献[45].近年来,这个弱稳定性估计式在ε-等距

理论和应用中起着核心、不可替代的作用,例如当ε=
0时,它就是Figiel定理;当ε=0且映射为满射时,它
就是Mazur-Ulam定理,再如Qian-Šemrl-Väisälä[43-44]的
结果也是这个弱稳定性估计式的一个直接推论.在光

滑空间、自反空间等上的稳定性估计及其各种版本的

稳定性估计可参见文献[45-56].特别的,Cheng等[53]

于2019年引入并率先研究了非满粗等距及其稳定性

问题.

2.2 几点注记

无论是在理论上或者是在应用上,以等距为轴衍

生出一系列的研究领域已经形成一个庞大的体系.下
面就前面没有提到的几个重要的方面,作几点脚注.

2.3 各种同胚问题

从Banach空间的等距到Banach空间的同胚,是
一种推广.从数学直观上讲,这是一个从“几何”视角

转向“拓扑”视角.因此,在这里不得不谈一下Banach
空间的同胚问题.“等距”和“同胚”,或者“等价”以及

相关内容的理论研究,一直以来就是泛函分析及其相

关领域数学家们所高度关注的课题,在内容上构成了

经典泛函分析的理论、方法和应用中最重要、最深刻

的组成部分之一.
定义1 定义设X,Y 为Banach空间.
(i)称X 与Y 线性同胚,如果存在连续的线性满

射f:X→Y 使得f-1:Y→X也连续;
(ii)称X 与YLipschitz同胚,如果存在连续的

Lipschitz满 射 f:X→Y 使 得f-1:Y→X 也 是

Lipschitz的;
(iii)称X与Y 一致(连续)同胚,如果存在一致连

续的满射f:X→Y 使得f-1:Y→X也是一致连续的;

(iv)称X 与Y 连续同胚,如果存在连续的满射

f:X→Y 使得f-1:Y→X也是连续的.
Banach-Mazur定理告诉我们每个可分Banach空

间(度量空间)都是C[0,1]的一个线性子空间(子集);
Dvoretsky定理[57-64]告诉我们每个无限维Banach空

间都包含任意有限维的Euclid空间.Kadec定理[65]告

诉我们任何两个可分无限维Banach空间都拓扑同

胚.因此,它也宣布了Banach空间的一般意义下的连

续同胚研究的终结.Aharoni定理[66-67]告诉我们每个

可分度量空间都是c0的Lipschitz同胚意义下的一个

子 集.Aronszajn-Christensen-Mankiewicz-Phelps 定

理[68-70]告诉我们,如果Banach空间Y 具有RNP性

质,则每个从可分Banach空间X到Y 的Lipschitz映

射都在X的一个稠密子集的每一点处Gâteaux可微.
而Johnson-Lindenstrauss[71]定理却出人意料地成为

了计算理论的最基本定理之一.
粗几何是“非交换几何”和“非交换群论”领域于

20世纪90年代以来发展起来的重要研究方向.20世

纪90年代中期,人们逐渐发现用以通过几何空间(如
非紧完备黎曼流形、有限生成群等)的大尺度几何结

构探索指标代数(即Roe代数)的K-理论群的信息,
从而建立几何空间的几何、拓扑与分析之间的联系,
并应用于解决其他重要问题,如 Novikov猜测、
Gromov-Lawson-Rosenberg正标量曲率猜测、群C*-
代数幕等元问题的粗几何,尤指粗Baum-Connes猜想

和粗Novikov猜想,与“粗嵌入”到一个Hilbert空间

或者超自反空间密切相关,这实质是“嵌入”研究领域

的目前国际同行高度关注的一个崭新课题[72-77].
定义2 定义设X,Y 为Banach空间.称X 与Y

粗同胚,如果存在满射f:X→Y 以及两个非负函数

ρ1,ρ2:R+→R满足ρj(t)→+∞(t→+∞)使得

ρ1(‖y-x‖≤‖f(y)-f(x)‖≤
 ρ2(‖y-x‖),∀x,y∈X.

2.4 球面等距延拓

1987年,Tingley[78]提出了如下问题:如果两个

Banach空间X,Y 的单位球面SX,SY 之间存在一个等

距满射,这个映射是否可以延拓成从X到Y 的等距映

射? 经定光桂教授和他的研究生们几十年的潜心研

究,几乎对所有的经典Banach空间,这个问题的答案

都是肯定的[79].目前这个问题已经发展为国际同行所

关注的一个问题,同时,一大批研究成果陆续发表出

来,参见文献[80-81].
但我们仍然不知道下面的答案如何.
问题8 问题设X,Y 均为二维赋范空间.如果存

·009·



第6期 程庆进等:关于泛函分析若干问题的进展

http:∥jxmu.xmu.edu.cn

在等距满射f:SX→SY,那么是否有(满)等距映射f:
X→Y 使得f

-
|sX=f?

这个问题实质上是低维度量决定高维度量的问

题.这里还应该提到一个有趣的故事:马玉梅首先在

数学期刊GeomDedicata发现了Tingley提出的这个

问题(当时她正在南开大学跟着导师定光桂教授攻读

博士学位),非常感兴趣,证明了在严格凸空间和l上,
这个问题的答案都是肯定的[82].这一问题同时引起了

导师定教授的关注,于是,这个问题的研究便得以

展开.

3 Banach空间中的超弱紧集合

无穷维Banach空间几何自泛函分析诞生就受到

数学家们的高度关注,它构成了泛函分析中最本质最

深刻的组成部分.众所周知,紧集是泛函分析中最重

要的基本概念之一.特别地,如果一个Banach空间的

闭单位球是紧集(即每个序列都有一个收敛子列)的
充分必要条件是这个线性空间为有限维.但对于一般

无穷维Banach空间而言,Mazur结果告诉我们这个

集类是非常小的,它的紧集只能“几乎”包含在有限维

子空间之中.因此其应用也受到了极大地限制.此时,
人们往往考虑用较弱的紧性概念“弱紧性”来代替紧

性.由此不仅可保证一大类Banach空间-自反空间的

每个有界集是相对弱紧的(即每个序列都有一个在弱

拓扑意义下的收敛子列),同时这一概念也可以适用

于一般的(无穷维)Banach空间.这样,弱紧集这一概

念可以理解为自反空间概念的局部化.现在Banach
空间中的弱紧集理论已经形成了一套相对完善的理

论体系并在数学各分支中具有及其重要的应用[83-84].
超自反空间是自反空间中最重要的一类空间,其

概念是由James[85]在1972年引入:一个Banach空间

E为超自反的,如果每个在E中有限表示的空间是自

反的.此概念一经引入,这类空间的研究便备受关注.
James[85]、Enflo[86]、Pisier[87]等著名泛函分析学家对

这类空间的研究发现,这类空间具有良好的拓扑性质

以及在重赋范的意义下具有几乎可以和Hilbert空间

媲美的几何性质.同时,这类空间并不“小众”! 例如,
这类空间包括了最经典而常用的Banach空间lp,Lp

以及20世纪末以后才兴起研究的非交换的Banach空

间Schatten-ℓp和Lp(M)[88-94](1<p<∞).
现在经过近50年的研究,超自反空间理论已经

形成了较为完善的理论体系,并有着广泛的应用.然
而,一个自然的问题是怎样把超自反空间这一概念局

部化? 这一方面出于理论体系的完善性需要一正像

弱紧集概念是自反空间的局部化;另一方面,在实际

应用上人们往往不需要对整个空间超自反性的假设,
而仅仅需要其局部化的行为,例如Kirk[95]不动点定理

表明具有正规结构的弱紧凸集便可保证其上的非扩

张映射的不动点成立.但令人遗憾的是,30多年以来

这一个局部化概念并未被提出.究其原因,可能的困

难点在于如何在一般集合上将空间超自反概念中用

到的“有限表示”合理的进行局部化.
另一方面,近20年来,随着粗几何和非交换几何

的发展,尤其粗几何中指标理论的研究,人们发现

Banach空间几何理论尤其超自反空间与粗几何领域

中一些亟待解决的重要问题(例如粗Novikov猜测)
密切相关[76,96-99],并由此带来了许多新的有趣的问题.
例如2006年郁国梁和Kasparov[76]证明了粗Novikov
猜测对于可粗嵌入进超自反空间的有界几何成立.由
此,一个自然的问题是是否有界几何均可粗嵌入进某

个超自反空间? 但令人遗憾的是,随后Lafforgue以

及Mendel和Naor发现存在几类膨胀图的有界几何

不能粗嵌入进任何超自反空间[97-98].在此背景下,寻
求使得有界几何可粗嵌入进超自反空间的条件成为

一个自然的问题.特别地,目前研究表明膨胀图成为

最难嵌入的一类空间,是否每个膨胀图均不能粗嵌入

进任何超自反空间以及每个膨胀图是否是超膨胀的

成为此领域的公开问题.
泛函分析团队成员程庆进在2004年师从程立新

教授读博时,就在程老师的指导下开始了超自反空间

局部化问题的研究.我们的想法是,首先将超自反这

一概念局部化,提出合理的超弱紧集概念,然后研究

超弱紧集的嵌入并应用到粗嵌入上.在2007年,程立

新、程庆进等[100-101]发现,利用顶点在目标集合中的

“单形”代替有限维子空间定义集合的有限表示是“有
限表示”的一个非常自然且适用的局部化概念.由此

对Banach空间中的有界弱闭集引入了超自反空间的

一个局部化概念:超弱紧集,并建立了平行于超自反

空间中有界子集的一系列性质以及局部化的James-
Enflo再赋范定理[102].2018年程立新、程庆进等[103]系

统地研究了一般超弱紧集的性质,特别有趣的是发现

很多关于Banach空间特殊集合的概念可以与超弱紧

集关联起来(例如Beauzamy[104]的一致可凸化算子,
Raja[105]的指标性质和Fabian,Montesinos,Zizler[106]

的对偶指标性质).如今,超弱紧集这一概念已被人们

认为是超自反空间的一个合理的局部化概念(参见文

献[107])并被广泛研究.研究表明超弱紧集广泛存在
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于非超自反空间环境中,这类集合很好地遗传了超自

反空间的几何和拓扑性质,并于历史上一些经典的概

念例如一致Eberlein紧[108]、不动点、Banach-Saks性

质、一致弱零集[109]等有着密切的关系.最近的一些文

献[103,110-116]表明,超弱紧集理论正成为一个活

跃的研究方向.
下面两个尚待问题目前是我们关注的:
1)刻画一些经典空间,例如c0和C(K)空间中超

弱紧集的特征.
2)是否每个超弱紧集可一致嵌入进某个Hilbert

空间?
问题2)中,如果这个超弱紧集的内部不空,例如

其为超自反空间的单位球时,是否可一致嵌入进某个

Hilbert空间是Banach空间非线性几何理论中的一个

长期公开问题[39].最近我们证明了c0 中一类特殊的

超弱紧集合—虫洞集可一致嵌入进Hilbert空间.这
联合Ozawa[117]的结果表明膨胀图不能粗嵌入进这类

超自反Banach空间—其单位球可一致同胚于c0 中的

某个虫洞集.研究超弱紧集的一致嵌入并应用于有界

几何的粗嵌入,尤其膨胀图向超自反空间的粗嵌入将

是我们接下来研究的重点.

4 Banach空间的非紧性测度

我们知道,非紧性测度的研究自从 Kuratowski
在1930年为了解决拓扑学中的问题而提出之后,已
经进行了90多年,它在非线性分析的各个方面都有

着重要的应用.然而,由于这类度量空间B(X)属于

“超空间”,而超空间系统的理论没有建立起来.这使

得非紧性测度长期以来都不能建立像其他经典数学

分支一样的基本理论.它的主要困难在于对“嵌入”的
要求非常高,要满足保序、等距和紧零化.近几年来,
程立新教授带领的厦大泛函团队解决了超空间等距

保序和“紧零化”的嵌入问题,建立起非紧性测度的基

本理论基础和框架,给出了三重保序等距和紧零化的

嵌入定理[118],应用这一理论建立起非紧性测度的基

本理论基础和框架.

4.1 度量空间的嵌入理论

在处理非线性问题时,我们往往遇到由度量空间

或Banach空间X的所有非空有界子集B(X)并在其

上赋予Hausdorff度量构成的“超空间”的问题.例如,
Banach空间(或者,更一般地,度量空间)X 上的非紧

性测度就是定义在B(X)上的一个满足某些特殊性质

的非负函数.下面是三重保序等距和紧零化的嵌入

定理[118].
定理2 (三重保序等距紧零化嵌入定理)设X为

Banach空间.分别用B(X)、C(X)和K(X)表示X 的

所有非空有界集、非空相对紧集和非空有界闭凸子集

构成的集族,并赋予它们Hausdorff度量,用Ω表示X
的对偶空间X*的闭单位球,用Cb(Ω)表示Ω上的所

有有界连续函数并赋予绝对值的上确界范数构成的

Banach空间,用J:C(X)→Cb(Ω)表示集合A∈C(X)
的支撑函数,亦即,J(A)(x)=supa∈A<a,x>,x∈Ω.则
1)J:C(X)→Cb(Ω)是一个保序等距映射;
2)EC=J(C(X))-J(C(X))⊂Cb(Ω)是一个

Banach格;
3)EK=J(K(X))-J(K(X))⊂EC 也是一个

Banach格,并且是EC 的一个格理想;
4)商映射Q:EC→EC/EK 是保序映射,并且EC/

EK 是一个抽象M 空间;
5)存在一个紧Hausdorff空间K 和一个保序等

距映射T:EC/EK→C(K),其中,C(K)为K 上的所有

连续函数构成的Banach空间;
6)三重保序等距映射TQJ将C(X)映成C(K)

正锥中的一个子锥,并且将K(X)映成C(K)的零点.

4.2 嵌入理论在非紧性测度理论中的应用

非紧性测度的表示问题一直是人们关注的一个

问题,由于理论工具的缺乏,凸测度是非紧性测度中

最广泛的一类测度.我们运用三重保序嵌入定理得到

了如下结果:
(i)建立了非紧性测度的表示定理.非紧性测度

的表示问题一直是人们关注的基本问题.由于缺乏

“超空间”理论工具,过去人们的研究往往局限于有标

准Schauder基的具体空间,例如lp,C(K)等,而非紧

性测度也往往只是Hausdorff非紧性测度,或者为了

搞清楚表示问题,构造一些特别非紧性测度,但这些

测度往往不具有正则性.针对这一基本问题,我们运

用上述三重保序等距紧零化嵌入定理,以及凸分析和

凸函数局部化G-可微性,给出了任意Banach空间上

的非紧性凸测度的表示定理(凸测度是非紧性测度中

最广泛的一类测度).因此,解决了非紧性测度表示这

一长期存在的基本问题.
(ii)运用三重保序等距紧零化嵌入定理,证明了

“每个无穷维Banach空间都存在不等价的正则非紧

性测度”[119],从而肯定地解决了这一长达40年的公

开问题.“无穷维Banach空间是否都存在不等价的正

则非紧性测度”是非紧性测度理论中的一个基本问

题,首先由GoebelK于1978提出.1992年BanasJ和
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MartinonA给出第一个不等价正则非紧性测度存在

的例子,但是否每个无穷维Banach空间都存在着正

则非紧性测度便成为一个公开的基本问题.2011年,
Mallet-ParetJ(JDE主编)和NussbaumRD从多个

领域,包括物理和多个非线性分析的分支的需求以及

这个问题的本质难度出发(他们认为这个问题完全得

到解决几乎是不可能的),把这个问题弱化成“能否尽

可能多的发现存在着不等价的正则非紧性测度的无

穷维 Banach 空 间?”,并 称 这 个 弱 化 的 问 题 为

FundamentalQuestion.因此,“每个无穷维Banach空

间都存在不等价的正则非紧性测度”这一结论,从根

本上解决了这一问题.
(iii)建立了集合之间(强)有限表示理论,并运用

这一理论证明了“Kuratowski非紧性测度是可分决定

的”[114],从而解决了一个非紧性测度理论中一个长期

公开的基本问题.在非紧性测度中,Kuratowski非紧

性测度(常用α表示)是Kuratowski于1930年提出

的,是第一个也是最常用的非紧性测度.而另一个最

常用的是Hausdorff非紧性测度(常用β表示).它们

是否具有“可数确定性”是一个长期的公开问题.
Sadovskii经过5年的努力(1967—1972年)证明了

Hausdorff非 紧 性 测 度 β 不 是 可 数 确 定 的,而

Kuratowski非紧性测度是否具有可数确定性仍然悬

而未解.我们证明了“Kuratowski非紧性测度是可数

决定的”[114].我们为了解决这一问题建立的强局部有

限表示理论,对Banach空间理论也是一个新的贡献,
比如,它的一个直接推论就是“每个Banach空间X 都

存在一个可分子空间使得X 能在这个子空间中作有

限表示”.
(iv)证明了广义Cantor交性质是独立于非完全

非紧性测度定义中其他条件的假设.非紧性测度在

其90多年的发展过程中进行了各种各样的推广,这
些推广大体上可分为两个方向,一种是非紧性测度μ
的零点集严格包含了所有的相对紧集,例如,非弱紧

性测度等;另一种是μ的零点集严格包含在所有的相

对紧集构成的集族中,前者叫非广义紧性测度,后者

叫不完全非紧性测度.Cantor交性质是对广义非广义

紧性测度是自动成立的,然而,不完全非紧性测度自

1980年提出以来,尽管已经成为普遍认同的概念,但
人们不知道它是否蕴含了Cantor交性质,而这条性质

是非紧性测度中最重要的一条性质(例如,它是非紧

性测度在不动点理论应用中的核心和关键),因此不

得不在定义中另外加上这条性质.我们证明了Cantor
交性质是独立于非完全非紧性测度的其他假设条

件的.
(v)证明了求解非线性发展方程中的一系列基本

积分不等式[114].经典的Peano定理告诉我们在有限

维空间X中,Cauchy问题

x'=f(t,x)
x(0)=x0 

(其中,f:|0,a|×X→X 是一个连续映射)总有局部

解.而对任何无穷维Banach空间X 仅有f 的连续性

都不能保证它的局部解的存在性.在诸多保证上述问

题有局部解的充分条件中,非紧性测度的方法(亦即,
假设f是在某个非紧性测度下式凝聚映射)是应用最

广泛也是最重要的方法之一.在这样的条件假设下,
方程是否有解就往往归结为下述基本不等式是否

成立:

μ∫
1

0
f(s,xn(s))ds∶n=1,2,…  ≤

 ∫
t

0μ
{f(s,xn(s))∶n=1,2,…}ds.

因此,寻求保证上述不等式成立的条件就显得十

分重要了.然而,半个多世纪的研究历史和经验告诉

我们,这是一个艰辛又复杂的过程,并且上述不等式

右端被积函数的可测性问题是最大的困惑之一.寻求

使得上述积分不等式成立的条件成为此Cauchy问题

最重要的内容.我们证明了,当映射

J(t)(x*)=sup
n
<x*,wn(t)>,x* ∈BX*

是可测映射时,上述积分不等式对一切非紧性凸测度

成立,其中wn(t)=f(t,xn(t)),并且应用于此Cauchy
问题的求解,其结论得到的不仅仅是局部解,而是在

任何有限区间上都有整体解,无论是在结论上还是方

法上都是全新的,从而刷新包含和推广了在无穷维空

间Cauchy问题非紧性测度方法下的所有的经典

结论.

5 非线性泛函分析

5.1 概 述

解方程是数学的中心问题.非线性泛函分析的发

展是围绕着求解非线性方程展开的.众所周知,即使

对于最简单的非线性方程,即多项式方程p(x)=0,一
般也不可能给出其解的表达式.因此,我们通常所说

的解方程主要是指证明解的存在性.这虽然不能具体

地给出解,但还是能为求近似解或数值解提供理论

依据.
在非线性泛函分析中,证明非线性方程(主要是
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非线性微分方程)解的存在性主要有两大理论:不动

点理论和临界点理论,它们都依赖于拓扑方法.临界

点理论是通过寻求适当的非线性泛函的临界点来得

到所论非线性方程的解,因此只适合于具有变分结构

的非线性问题;这种求解方法就是所谓的变分方法.
由于自然科学和工程技术中诸多问题都满足变分原

理,所以变分方法具有很广泛的应用,近几十年来临

界点理论及其对非线性微分方程的应用得到蓬勃的

发展,成为当代数学中非常活跃的重要分支.临界点

理论主要有极小极大理论和Morse理论两大分支.

5.2 研究成果

非线性分析课题组的主要成员刘轼波在中科院

数学所攻读博士学位期间(2000—2003年),在导师李

树杰教授的指导下学习和研究无穷维Morse理论,该
理论的核心概念是Banach空间X 上的泛函f:X→R
在孤立临界点u处的临界群C*(f,u)和在无穷远处

的临界群C*(f,∞).它们都是用奇异同调群定义的,
分别刻画泛函在临界点u附近的局部性质和泛函的

整体性质.著名的Morse不等式则揭示了泛函在诸临

界点处的局部性质与泛函的整体拓扑性质之间的深

刻联系.
另一方面,鞍点约化是非线性分析中非常有效的

方法,在一定条件下,寻求可微泛函f:X→R的临界

点的问题可以转化为寻求子空间Y 上的约化泛函φ:
Y→R 的临界点.很自然,人们希望将鞍点约化与

Morse理论结合起来,以便更好地研究非线性微分方

程解的存在性和多重性,这就需要研究原泛函f与约

化泛函φ的临界群的关系.刘轼波与合作者花了10年

时间系统地研究并完全解决了这个问题.他在2003
年的博士论文中证明了f与φ 在无穷远处的临界群

是同构的[120].来厦门大学工作前后,他又研究了孤立

临界点的情形,最终证明了f与φ在孤立临界点处的

临界群也是同构的[121-123].这些抽象结果及其思想被

应用于非线性椭圆共振问题多重解的研究,大大改进

了前人的相关结果[120-123].
刘轼 波 自 2010 年 开 始 研 究 各 种 (稳 态)

Schrödinger方程问题,包括

(i)半线性Schrödinger方程:
-Δu+V(x)u=g(u),u∈H1(RN);
(ii)非线性Schrödinger-Poisson方程组:
-Δu+V(x)u+ϕu=g(u),
-Δϕ=u2,(u,ϕ)∈H1(R3)×D1,2(R3);

(iii)拟线性Schrödinger方程:
-Δu+V(x)u-uΔ(u2)=g(u),u∈H1(RN);

以及相关的Schrödinger-Kirchhoff方程.他主要关注

Schrodinger算子S=-Δ+V(x)具有负空间的不定

情形.
在文献[124]中,作者研究具有变号周期位势的

半线性Schrödinger方程(i),这个问题是强不定的(能
量泛函的二次型有无穷维的负空间).运用Cerami序

列和环绕定理[125],克服因Ambrosetti-Rabinowitz条

件缺失而无法获得Palais-Smale序列的有界性这一公

认的困难,简捷地得到该问题的基态解,改进了国际

著名非线性分析专家Szulkin等的工作[126].此文一经

发表就引起广泛的注意,据GoogleScholar统计,已被

引用90次.
自意大利数学家Benci等[127]提出约化方法以来,

非线性Schrödinger-Poisson方程组(ii)成为非线性分

析领域的热点课题.当Schrödinger算子S=-Δ+

V(x)具有负空间时,能量泛函Φ中的正项∫ϕuu2 破坏

了泛函的环绕结构(这里ϕu 是(ii)中第二个方程的

解).因此长期以来人们只能研究Schrödinger算子为

正定,从而可以运用山路定理的情形;除非在耦合项

ϕu前加一小系数λ以维持环绕结构①.
在与其学生合作的文献[128]中,刘轼波发现虽

然(ii)的能量泛函Φ不满足环绕定理的几何条件,但
它满足由他的两位导师李树杰教授、刘嘉荃教授在20
世纪80年代引进的局部环绕条件;从而,运用源自两

位导师的局部环绕理论,率先在不限制耦合强度(即
无需引进额外的小系数λ)的条件下,获得不定问题

(ii)的非平凡解.
由于自然的能量泛函无法在整个 H1(RN)上定

义,拟线性Schrödinger方程(iii)的研究是从刘嘉荃

等[129-130]引入那个著名的非线性变换f之后才真正开

始的:如果v是Φ:H1(RN)→R的临界点,则u=f(v)
是(iii)的解.与问题(i)和(ii)不同,非线性变换f使得

泛函Φ的主部Q(v)不再是二次型,从而当Schrödinger
算子有负空间时,无法将工作空间X 分解为某个二次

型的正定和负定空间的直和并验证环绕或局部环绕.
因此,在文献[131]之前所有关于(iii)的工作都要求

Schrödinger算子是正算子.在与其学生合作的文献

[131]中,刘轼波注意到C1-泛函Φ 的主部Q 是C2

的,从而对它进行二阶Taylor展开,获得Φ在原点的
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局部环绕性质,进而运用局部环绕理论和Morse理论

率先得到不定问题(iii)的非平凡解.
围绕着上述研究思想,刘轼波与他在厦门大学指

导的 博 士 生 还 在 相 关 的 问 题 中 取 得 一 系 列 成

果[132-135].此外,非线性泛函分析可以理解为无穷维空

间上的数学分析.在长期为本科生讲授数学分析的过

程中,刘轼波对数学分析中关于欧氏空间之间映射的

满射性(与求解非线性代数方程有关)、重积分换元公

式(与Brouwer不动点定理有关)等基本问题进行了

研究[136-137].他在数学分析教学和研究方面的一些想

法,可见文献[138].

6 量子信息与算子理论交叉

量子信息科学是由数学科学、物理科学、信息科

学等多个学科交叉融合所形成的一门新兴科学技术

领域,本质是将量子力学的基本原理应用到信息科

学.由于其在信息传输与信息处理中可以实现诸多经

典领域所不能完成的任务,被业界认为是将对未来科

学产生重大影响的革命性技术[139].量子信息在我国

也受到了广泛的重视,被写入《中共中央关于制定国

民经济和社会发展第十四个五年规划和二〇三五年

远景目标的建议》.
量子信息中有丰富的算子结构,量子信息中主要

研究对象量子态可以表示为密度算子,相干态是在某

组固定基下的非对角算子,反映量子态演化的量子操

作可表示为初等算子等等.丰富的算子结构使得算子

论方法对量子信息的研究大有裨益,同时使得量子信

息与数学相互融合、相互促进.给定密度算子,人们急

切关心其资源的属性的度量与不同量子信息之间的

传操控,这两个问题之所以受到关注是因为一定的资

源能完成什么样的任务是量子信息科学的基础性

问题[139-144].

6.1 研究成果

算子理论组在量子信息中的操控与度量这两个

基础性问题的研究方面取得较大的进展.
1)在纯态的情形下解决了德国著名学者Plenio

MB等在物理学顶级学术期刊 PhysicalReview
Letters[142]上提出的关于相干操控的公开问题[145].该
成果已成为相干资源理论的一个基本结果.以此结果

作为出发点之一,学者们研究了在多种物理条件下实

现相干态的转化.如相干蒸馏、相干催化、相干稀释、
逼近非相干操控以及其他物理情形下的非相干变换

等,建立了相干操作理论.该论文已成为该领域的高

被引论文,已被引153次(科睿唯安).2)给出了一类

相干度量的构造以及纯态操控最大概率的计算公

式[146],此方法已成为相干度量构造的一个重要工具,
已被引57次(科睿唯安).3)发现维格纳-詹生偏信息

量不满足相干资源理论的度量框架[147],促使人们进

一步研究该信息量的度量化改造,已被引33次(科睿

唯安).4)刻画了相对熵度量下极大相干态的结构、次
可加等式何时成立以及保持极大相干态不变的量子

信道的结构[148].5)刻画了有限维量子系统中纯态到

混合态、子空间独立态之间的非相干操控以及混合态

非相干操控的不可达定理[149].6)在严格非相干信道

的情形下刻画了二组纯态间的联合相干操控[150].
7)给出了单比特量子系统上严格非相干双随机信道

的仿射表示,在此基础上刻画了该自由信道下相干态

的几何特征为长方体,这相当于解决了严格非相干双

随机信道作用下的相干操控问题[151].8)刻画了单模

高斯系统上的相干操控,揭示了高斯系统与有限维量

子系统相干操控的本质区别[152].9)在非相干操作的

框架下对高斯态进行了完全分类,揭示了其与相干冻

结物理现象的等价关系[153].

6.2 展 望

课题组已有的成果主要集中量子信息中的操控

与度量问题,而在具体的量子计算方面尚没有涉猎.
目前课题组已开始学习编程与算法,期望在保持操控

与度量问题研究优势的同时也能在量子计算研究方

面有所建树.事实上这两个方面有着密切的联系,如
著名的杜奇-约瑟算法[154],每执行一次运算,就相当

于执行一次非相干操控.由于量子态退相干,算法的

性能会变差,而相干度量能够用来衡量退相干对杜奇-
约瑟算法性能的影响.这也对随机形式的杜奇-约瑟算

法起着关键作用.
致谢:本文得益于厦门大学泛函分析团队的探讨

和支持,在此表示感谢!
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Someproblemsandapplicationsinfunctionalanalysis

CHENGQingjin*,DUShuanping,LIUShibo,ZHANGWen
(SchoolofMathematicalSciences,XiamenUniversity,Xiamen361005,China)

Abstract:Inthispaper,wepresentabriefsurveyontherecentprogressofsomeproblemsinfunctionalanalyses,includingball-
coveringproperty,metricpreservingmapping,superweaklycompactsetsofBanachspaces,measureofnon-compactnessofBanach
spaces,nonlinearfunctionalanalyses,intersectionofquantuminformationandoperatortheory.Resultsobtainedbyauthorsandtheir
collaboratorsonthistopicarestressed.
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