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摘　要：运用局部影响分析对二维ＡＲ（１）模型进行了统计诊断，克服了数据删除对时间序列样本数据相依性的破
坏，得出了影响曲率的具体计算公式，最后运用实例说明了该方法的有效性。本文的方法可以一次性探测出多维

时间序列模型中的强影响点，提高了寻找模型强影响点的效率。
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１　引言

时间序列分析是统计学的一个重要分支，在经

济学等领域有着广泛的应用。自回归模型是时间序

列中一类重要的有限参数模型。统计诊断是数据分

析的重要组成部分，因为如果数据集中存在异常点

或强影响点，则基于这组数据集得到的统计推断结

果就有可能偏离实际。虽然近年来时间序列分析在

统计诊断方面也有了发展，陈敏等［１］给出了时间序

列中条件异方差性的检验，卫贵武［２］研究了多维

ＡＲ（ｐ）模型的估计理论及应用，任晓龙等［３］对 ｍ维
ＡＲ（ｐ）模型进行了数据删除诊断，对于一维时间序
列的统计诊断已经有了一定的研究［４，５］。对于多维

时间序列模型，虽然已经有了成熟的估计理论，但对

其统计诊断理论还有待发展。局部影响分析是近年

来发展起来的识别数据强影响点的一种新方法，关

于局部影响有许多相关研究，诸如线性模型系

数［６］、偏最小二乘、主成分检验等理论和应用问题。

对于误差项为时间序列的非线性模型也有一定的研

究［７］，本文运用局部影响分析法，克服了数据删除

法对时间序列样本数据相依性的破坏，得出影响曲

率的具体计算公式，可以一次性探测出模型中的异

常点和强影响点。

２　二维ＡＲ（１）模型及其参数估计

定义１．１　设 ｛εｔ｝是 ｍ维的 ＷＮ（０，Ｂ），Ａ１，

Ａ２，…，Ａｐ是ｍ×ｍ阶实矩阵，使得

ｄｅｔＩｍ －∑
ｐ

ｊ＝１
ＡｊＺ( )ｊ≠０，Ｚ≤１ （１）

则称如下的模型Ｘｔ＝∑
ｐ

ｊ＝１
ＡｊＸｔ－ｊ＋εｔ，ｔ∈Ｚ是一个ｍ

维的ＡＲ（ｐ）模型；如果平稳序列｛Ｘｔ｝满足ｍ维ＡＲ
（ｐ）模型，就称 ｛Ｘｔ｝是一个 ｍ维 ＡＲ（ｐ）序列。当
ｍ＝２，ｐ＝１时，｛Ｘｔ｝即为是一个二维ＡＲ（１）序列

ｘ１ｔ
ｘ２

[ ]
ｔ

＝
φ１ φ２
φ３ φ[ ]

４

ｘ１，ｔ－１
ｘ２，ｔ－

[ ]
１

＋
ε１ｔ
ε２

[ ]
ｔ

（２）

即

ｘ１ｔ＝φ１ｘ１，ｔ－１＋φ２ｘ２，ｔ－１＋ε１ｔ
ｘ２ｔ＝φ３ｘ１，ｔ－１＋φ４ｘ２，ｔ－１＋ε２{

ｔ

（３）
（４）

若Ｅ（εｔε
Ｔ
ｔ）≠ｄｉａｇ（ε

２
１ｔ，ε

２
２ｔ），即Ｅ（ε１ｔ，ε２ｔ）≠０时，
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｛ｘ１ｔ｝和｛ｘ２ｔ｝是两个有关系的一维 ＡＲ（１）序列；若

Ｅ（εｔε
Ｔ
ｔ）＝ｄｉａｇ（ε

２
１ｔ，ε

２
２ｔ）时，｛ｘ１ｔ｝和｛ｘ２ｔ｝是两个

不相关的一维ＡＲ（１）序列。
假设Ｅ（εｔε

Ｔ
ｔ）＝ｄｉａｇ（ε

２
１ｔ，ε

２
２ｔ），那么研究式（２）

就相当于对式（３）的研究。
下面通过研究式（３）的回归和自回归混合模型

来研究式（２）。
ｘ１ｔ＝φ１ｘ１，ｔ－１＋φ２ｘ２，ｔ－１＋ε１ｔ

给定 ｎ组观察数据 （ｘ１１，ｘ２１），（ｘ１２，ｘ２２），…，（ｘ１ｎ，
ｘ２ｎ），则式（３）可记为

ｘ１２
ｘ１３


ｘ１













ｎ

＝

ｘ１１ ｘ２１
ｘ１２ ｘ２２
 

ｘ１，ｎ－１ ｘ２，ｎ－













１

φ１
φ[ ]
２

＋

ε１２
ε１３


ε１













ｎ

（５）

进而写成矩阵形式

Ｙ＝Ｘφ＋ε （６）

其中，Ｙ＝

ｘ１２
ｘ１３


ｘ１













ｎ

，Ｘ＝

ｘ１１ ｘ２１
ｘ１２ ｘ２２
 

ｘ１，ｎ－１ ｘ２，ｎ－













１

，φ＝
φ１
φ[ ]
２

，

ε＝

ε１２
ε１３


ε１













ｎ

。那么模型（６）所对应的对数似然函数为

Ｌ（φＴ，δ）＝－ｎ－１２ ｌｎ２π－
ｎ－１
２ ｌｎδ

２ －１２δ
－２（Ｙ－

Ｘφ）Ｔ（Ｙ－Ｘφ），其中ｖａｒ（ε１ｔ）＝δ
２。从而φ、δ所对

应的极大似然估计分别为

φ∧ ＝ ＸＴ( )Ｘ－１ＸＴＹ

δ∧ ＝ Ｙ－Ｘφ( )∧ Ｔ Ｙ－Ｘφ( )∧

ｎ－１

３　二维ＡＲ（１）模型的局部影响分析

基于数据删除对 ｍ维 ＡＲ（ｐ）模型的统计诊断
及其讨论文献［３］已有研究。局部影响分析方法的
基本思想是通过引入某个扰动考察扰动对于模型参

数的影响。它首先是由Ｃｏｏｋ（１９８６）提出的［８］，之后

Ｗｕ与Ｌｕｏ［９］、Ｐｏｏｎ［１０］提出了不同的改进。
对于模型Ｍ，假设Ｌ（φ）为相应随机变量 Ｘ的

对数似然函数，φ为某一开集上的 ｐ维参数向量。
引入扰动向量ω∈Ｒｑ，记扰动后模型Ｍ（ω）的对数

似然函数为Ｌ（φ｜ω）。下面用 φ∧、φ∧（ω）分别表示 φ
关于Ｌ（φ），Ｌ（φ｜ω）的极大似然估计。

定义对数似然距离

ＬＤ（ω）＝２Ｌφ( )∧ －Ｌφ∧（ω( )( )）

从几何的观点来看，η（ω）＝（ω，ＬＤ（ω））Ｔ表
示ｑ＋１维空间上的影响曲面，由文献［６］知，可以
通过曲面的几何性质来研究扰动对于模型的影响，

其影响曲率可表示为

Ｃｄ＝２ｄ
ＴΔＴＬ̈－１Δｄ，其中 ｄ是 ｑ维单位向量，

Δ＝
２Ｌ（φ｜ω）
φω （φ，ω）＝ φ，∧ω( )０

（对于 Ｌ（φ｜ω）存在

ω０，使得Ｌ（φ）＝Ｌ（φ｜ω０）），Ｌ̈是 Ｌ（φ）关于 φ的二
阶导数矩阵。

若λ为影响矩阵

Ｆ＝ΔＴＬ
．．
－１Δ （７）

绝对值最大的特征值，那么 λ所对应的特征向
量就是影响最大的扰动方向ｄｍａｘ。而ｄｍａｘ中绝对值
较大的分量所对应的数据点即为强局部影响点。

对模型（３）进行加权扰动，则扰动模型的对数
似然函数可表示为：

Ｌ（φＴ，δ｜ω）＝∑
ｎ－１

ｉ＝１
ω{ｉ － １２ｌｎ２π － １２ｌｎδ２ －

１
２δ２
（ｘ１ｔ－φ１ｘ１，ｔ－１－φ２ｘ２，ｔ－１） }２

　　当 ω０ ＝ １，１，…，( )１Ｔ时，表示对模型没有扰

动。为方便起见，下记θ＝（φＴ，δ）。
定理　基于加权扰动，二维 ＡＲ( )１ 模型，模型

在ω０处的影响曲率为

Ｆ＝ １
δ∧２
ＨＴＸ，Ｋ

２δ∧４
－
Ｉｎ
２δ∧( )２

－Ｘ
ＴＸ
δ∧２

－Ｘ
Ｔｅ
δ∧４

－ｅ
ＴＸ
δ∧４

－ｎ－１
２δ∧











４

－１ １
δ∧２
ＸＴＨ

ＫＴ

２δ∧４
－
ＩＴｎ
２δ∧











２

其中，

ｅｔ＝ｘ１ｔ－φ１ｘ１，ｔ－１－φ２ｘ２，ｔ－１．ｅ＝Ｙ－Ｘφ
∧

Ｈ＝ｄｉａｇ（ｅ１，…，ｅｎ－１）

Ｉｎ ＝（１，１，…，１）
Ｔ

Ｋ＝（ｅ２１，ｅ
２
２，…，ｅ

２
ｎ－１）

Ｔ

证明：因为
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Ｌ( )θ
θ

＝

Ｌ
φＴ

Ｌ
δ









２

＝

　　　

ＸＴ Ｙ－Ｘ( )φ
δ２

－ ｎ－( )１
２δ２

＋１
２δ４ Ｙ－Ｘ

( )φＴ Ｙ－Ｘ( )











φ

２Ｌ( )θ
θθＴ

＝

－Ｘ
ＴＸ
δ２

－Ｘ
Ｔ（Ｙ－Ｘφ）
δ４

－ Ｙ－Ｘ( )φＴＸ
δ４

（ｎ－１）
２δ４

－２
δ６
（Ｙ－Ｘφ）Ｔ（Ｙ－Ｘφ











）

所以

Ｌ̈＝
２Ｌ（θ）
θθＴ

θ＝θ∧

＝
－Ｘ

ＴＸ
δ∧２

－Ｘ
Ｔｅ
δ∧４

－ｅ
ＴＸ
δ∧４

－ｎ－１
２δ∧











４

又因为

Ｌ（θ｜ω）
φＴ

＝１
δ２∑

ｎ－１

ｉ＝１
ωｉｘｉ（Ｙｉ－Ｘｉφ），

Ｌ（θ｜ω）
δ２

＝∑
ｎ－１

ｉ＝１
ωｉ －

１
２δ２
＋１
２δ４
（Ｙｉ－Ｘｉφ）{ }２

　∴Δ＝

Ｘ１（Ｙ１－Ｘ１φ
∧
）

δ∧２
…
Ｘｎ－１（Ｙｎ－１－Ｘｎ－１φ

∧
）

δ∧２

－ １
２δ∧２

＋
ｅ２１
２δ∧４

… － １
２δ∧２

＋
ｅ２ｎ－１
２δ∧











４

＝

１

δ
∧
２
ＸＴＨ

Ｋ
２δ∧４

－
ＩＴｎ
２δ∧











２

将 Ｌ̈，Δ代入影响曲率矩阵（７）得

Ｆ＝ １
δ∧２
ＨＴＸ，Ｋ

２δ∧４
－
Ｉｎ
２δ∧( )２

－Ｘ
ＴＸ
δ∧２

－Ｘ
Ｔｅ
δ∧
４－ｎ－１

２δ∧ ( )４

－１

１
δ∧２
ＸＴＨ

ＫＴ

２δ∧４
－
ＩＴｎ
２δ∧











２

证毕

４　实例分析

数据分析表明，销售 ｘ１ｔ和广告 ｘ２ｔ和存在前馈

和反馈的关系，本文用上述方法对一组实际数据［１１］

进行了影响评价，所选数据是ＬｙｄｉａＰｉｎｋｈａｍ年度广
告和销售数据（１９０７～１９６０），其散点图见图１。记
（ｘ１２，ｘ１１，ｘ２１），（ｘ１３，ｘ１２，ｘ２２），…，（ｘ１，５４，ｘ１，５３，ｘ２，５３）
为５３组观测数据。对广告和销售数据建立的回归
和自回归混合模型，然后通过 ＭＡＴＬＡＢ编程计算得
最大特征值｜λ｜＝２０６１５，通过对最大特征向量
ｄｍａｘ的分量绝对值做散点图（图２），由图２分析可
知，模型中的 １６、２６、３８组数据 （ｘ１，１７，ｘ１，１６，ｘ２，１６），
（ｘ１，２７，ｘ１，２６，ｘ２，２６），…，（ｘ１，３９，ｘ１，３８，ｘ２，３８）可能为强影
响点，再结合图１分析可知第１６、１７、２６、３８号数据
点为强影响点。

图１　原始数据散点图

Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｒａｗｄａｔａｓｃａｔｔｅｒｐｌｏｔｃｈａｒｔ

图２　ｄｍａｘ的分量绝对值散点图

Ｆｉｇｕｒｅ２　ｄｍａｘｃｏｍｐｏｎｅｎｔａｂｓｏｌｕｔｅｖａｌｕｅｓｃａｔｔｅｒｐｌｏｔｃｈａｒｔ

５　结束语

本文充分考虑了时间序列的相依结构，运用局

部影响分析方法对二维 ＡＲ（１）模型进行了影响分
析。用此方法可以一次性探测出模型中的所有强影

响点，与数据删除法相比大大简化了计算量。同时

由于局部影响注重整体的效果，从而使得分析的强

影响点更加真实全面。但是文中仅对Ｅ（εｔε
Ｔ
ｔ）＝ｄｉ
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ａｇ（Ｅ（ε２１ｔ），Ｅ（
２
２ｔ），…，Ｅ（ε

２
ｍｔ））时的情况进行了讨

论，而对于 Ｅ（εｔε
Ｔ
ｔ）≠ｄｉａｇ（Ｅ（ε

２
１ｔ），Ｅ（

２
２ｔ），…，Ｅ

（ε２ｍｔ））更一般的情况，还需要进一步的研究。
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