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摘要    在表现为稳定极限环的自激振子作用下的洛伦兹系统, 在不同时间尺度下具有特殊的非线性现

象. 通过快子系统的平衡点及其特性分析, 给出了快子系统随激励强度变化的分岔条件, 分析了系统随

激励强度变化的动力学演化过程, 指出当激励强度增长到一定程度并满足快子系统产生 fold 分岔条件

时, 系统会产生 fold/fold 簇发, 其中沉寂态表现为快子系统的平衡态, 激发态为围绕快子系统焦点的振

荡. 讨论了其相应的簇发机制, 并进一步揭示了簇发现象随参数发生变化的过程, 随着激励强度的继续

增加, 虽然簇发定性保持不变, 但在两对称的激发态的接近旋转中心处, 系统会沿着快子系统的平衡态

来回运动, 其长度近似等于 fold 分岔点与激励项幅值之间的距离.  
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作为一个典型的混沌模型, 洛伦兹系统在过去

的几十年中引起了许多学者的重视, 并开展了大量

的工作 , 以探讨分岔及混沌产生的动力学机制 [1,2]. 

洛伦兹系统同时存在三个不同的平衡点, 其性质随

参数的变化会发生改变, 在一定条件下, 围绕两焦点

运动的轨迹会产生蝴蝶状的混沌振荡[3]. 从混沌重现

的角度来看, 越是简单的混沌系统越受到关注, 事实

上, 随后建立的混沌系统诸如 Chua 电路[4], Chen 系 

统[5]由于分别在实验室展现了不同的混沌振荡行为, 

从而导致了大量的后续研究 [6,7]. 同时, 相对简单的

混沌系统也为混沌控制如利用或消除混沌提供了理

想的并易于实现的模型结果[8,9]. 就洛伦兹系统而言, 

许多控制策略被引入, 使得系统稳定于不同的控制

目标如平衡态、周期运动或混沌振荡[10,11]. 这些控制

模式, 基本上都是设计在与原系统同一时间尺度上, 

而实际系统, 经常涉及不同的尺度耦合, 如各种自催

化反应存在着不同的反应速率[12], 许多神经元模型

如 Hodgkin-Huxley 模型[13]、Morris-Lecar 模型 [14] 等

都是基于两时间尺度, 飞行器中存在着快速的旋转

运动与相对较慢的平动之间的耦合[15], 其他如激光

系统、机电系统等都会涉及不同尺度耦合问题[16]. 不

同时间尺度耦合系统, 经常表现为在沉寂态和激发
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之间来回变化的簇发振荡[17], 深入分析不同簇发的

分岔机制对于揭示多尺度耦合系统的复杂动力学行

为具有重要的理论意义. 由于洛伦兹系统以及经典

的 Van der Pol 自激振子都非常容易通过电路模拟, 

因此, 通过搭建两尺度下 Van der Pol 自激作用下的

洛伦兹系统的电路模型, 可以直观再现该耦合系统

的各种复杂现象尤其是不同的簇发振荡模式, 同时, 

两系统均属于自治系统, 其各种平衡态特性都非常

清晰, 从而有助于深刻理解不同尺度导致的诸如簇

发振荡等行为的产生机制.  

本文考虑慢时间尺度上的自激振动激励下的洛

伦兹系统随参数变化的动力学演化过程, 探讨不同

时间尺度耦合下系统的各种特殊行为, 深入分析簇

发现象的分岔特性, 进而揭示簇发振荡及其不同特

征的诱发原因及其产生机理.  

1  自激作用下洛伦兹振子模型 

典型的自激振子如 Van der Pol 振子  

 2 2[ ( ) ] 0.u u a u u       (1) 

其中0, a 0, 为小参数, 存在着全局稳定的极限

环, 其一次近似解可以表示为周期为, 振幅为 a2

的简谐振动, 其二次近似则可表示为 
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在由电器元件搭建的其相应的电路模型中可以

清楚地观察到周期振荡现象, 由于该振子无需外部

能量的输入, 因而经常被用来作为激励源, 考察其作

用下的洛伦兹系统, 不仅在实验室比较容易构建, 为

以后的实验研究提供了方便, 同时, 耦合系统的形式

不显含时间, 即是自治系统, 在相空间描述等方面也

具有一定的优势. 为分析其存在的不同时间尺度效

应, 设定参数, 则慢变自激振子洛伦兹系统模型

可以表示为 
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其中度量不同时间尺度之间的差异, 而则是作用

强度, 该系统由快变量 x, y, z 对应的快子系统和慢变

量 u, v 所对应的慢子系统耦合而成. 

2  分岔分析 

当作用强度=0时, 耦合系统退化为典型的洛伦

兹系统, 原点 E0(0, 0, 0)总是平衡点, 其相应的特征

方程可以表示为  

 2( )[ ( 1) ( 1)] 0.             (4) 

显然, 当参数满足条件0, +10 和(1)0 时, 

E0 是稳定的. 而当(1)0, 存在着两对称的平衡点 
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其相应的特征方程为 
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其稳定性条件为 ++10, 2(1)0 及  2+ 

(+3)+(+1)0. 如当参数为=1, =8/3, =18

时, 存在着三个平衡点 E0 和 E, 其中 E0 是鞍点, 而

E 均为稳定的焦点 , 其相应的特征值近似为

(2,1.338.38i), 从而相子空间(x, y)由连接鞍点的

两条轨道划分为两不同的区域, 分别收敛到不同的

稳定焦点(如图 1 所示).  

当0 时, 系统(3)则由快慢两子系统耦合而成, 

此时不同尺度之间会相互作用, 导致丰富的动力学

行为, 例如不同的簇发现象. 为深入分析这些非线性

现象的产生机制, 首先考察快子系统随慢变量 u 和耦

合强度变化的不同分岔特性. 

取定参数=1, =8/3, =18, =0.05, =0.1, a=10, 

此时快子系统的平衡点 Eq(x0, y0, z0)满足 

 

图 1  =1 时洛伦兹系统平衡点分布 
Figure 1  Equilibrium points of Lorenz system for =1. 
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0 0

3
17 0,

8
x x u    (6) 

而 y0=x0, z0=
2
03x /8, 其相应的特征方程为 

 3 2
1 2 3 0.a a a       (7) 

其中 a1=14/3, a2=
2
011x /8, a3=

2
03x . 由于

a10, 而 a1a2a3=  2
041x , 因此, 当 a30 时, 

平衡点 Eq 是稳定的, 同时当 a1a2a3=0, 可得 2
0x =8/3, 

此时 a3= , 因此不可能产生 Hopf 分岔. 

当 a3=0, 即 x0= 2 34 /3 时, 此时 a1a2a3= 1148/ 

270, 平衡点 Eq 失稳会产生 fold 分岔. 图 2 给出了

=8.0 时快子系统平衡点随慢变量u 变化的分布情况

及其分岔特性, 其中 SF分别表示两稳定的焦点集合, 

SD表示不稳定鞍点集合, FB分别表示两 fold分岔点. 

从图中可以看出, 当 uU1= 68 34 /63及 u 

U2= 68 34 /63时, 快子系统仅存在一个稳定的

焦点, 分别位于平衡点集合 SF上, 而当 U1uU2 时, 

存在三个平衡点, 其中两个稳定位于 SF上的焦点同

时存在, 还存在着不稳定的位于集合 SD 上的鞍点. 

同时, 由自激振子的一次近似可知, 慢子系统作

周期运动, 其振动幅值近似于 AF 2 a =6.32, 也即

慢变量 u 在AF和 AF之间周期变化, 而由平衡点方程

(6)可知 

 3
0 0

3
17 .

8
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由于 fold 分岔产生满足条件 x0=xFB= 2 34 /3, 

因此只有当耦合强度大于临界值 F B =  ( 33 FBx / 

8xFB)/AF )=6.966 时, 才会导致快子系统平衡点在 

 

图 2  快子系统平衡点分布 
Figure 2  Distribution of equilibrium points of the fast subsystem. 

上下两支 SF之间的跳跃, 即 fold 分岔. 

3  Fold/fold 簇发及其机理 

考察快子系统随耦合强度变化的动力学特性, 

当=6.95时存在两个对称的与自激振子频率相同的周

期振荡解, 图 3 给出了其中之一在(x, y)平面上的相图.  

由于此时FB, 快子系统不存在 fold分岔, 因而

自激振动的激励不会导致快子系统的轨迹穿越鞍点所

引起的分界面, 此时系统存在的两种运动的轨迹均以

自激振子的振动频率, 分别围绕快子系统的平衡点

E(6.733, 6.733, 17)作周期振荡, 如图 3 所示.  

计算图 3 中周期振荡的频率为S=0.0503, 近似

于自激振动的一次近似频率. 

逐渐增大, 图 4 给出了=7.0 时耦合系统的动

力学特性, 此时FB, 由上述分析可知, 快子系统

存在三个平衡点, 即两稳定的焦点, 记为 ,qE  qE 和

一不稳定鞍点 0
qE (参见图 2), 其中 ,qE 位于上支平衡

点集合 SF+, qE 位于下支平衡点集合 SF, 
0
qE 位于中

间平衡点集合 SD, 快子系统的平衡点会产生 fold 分

岔, 导致系统轨迹穿越鞍点引起的分界面, 产生跳跃

现象. 

假设系统轨迹从 A 点出发, 由于鞍点分界面将

相空间划分为上下两个子区域, 轨迹将逐渐收敛于

快子系统的稳定焦点 qE , 其收敛过程表现为振幅逐

渐减小的高频振荡, 也即处于激发状态, 其振荡频率

接近于稳定焦点的所对应的一对复特征值中的虚部. 

经理论计算可知 ,  此时 qE 的三特征值为 (2.057, 

1.3057.977i), 而从其相应的时间历程上可以计算 

 
 

图 3  =6.95 时的周期解 
Figure 3  Periodic solution for =6.95. 
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图 4  =7.0, (a) (x, y)平面上的相图, (b) (u, x)平面上的相

图与图 2 的叠加 

Figure 4  =7.0, (a) Phase portraits on (x, y) plane; (b) overlay of 
phase portraits on (u, x) plane with the curve in Figure 2. 

 

此时的高频振荡频率为 7.945, 与其相应的特征值虚

部吻合良好. 

当轨迹抵达 qE 后, 由于此时快子系统的平衡点

是稳定的, 整个系统的轨迹将沿着 SF+运动, 表现为

沉寂态, 直到 u=U1, 产生 fold 分岔, 导致平衡点的跳

跃现象, 使得轨迹从 FB+开始进入激发态, 并逐渐收

敛于 qE , 并在抵达 qE 沿着 SF运动, 直到 u=U2, 产

生另一次 fold 分岔, 在而慢变量 uU2, 产生 fold 分

岔, 导致平衡点从 FB向 SF+跳跃, 抵达 A点后, 完成

一个周期的簇发, 该簇发由两次 fold分岔连接沉寂态

和激发态, 也称为 fold/fold 簇发. 

继续增加, 图 5给出了=10时耦合系统的相图

及与快子系统平衡点随慢变量变化曲线的叠加, 从

图中可以看出, 在两对称的激发态的接近旋转中心

处, 会长出一条柄来, 其柄的长度随着的增加而不

断增长. 这一现象产生的主要原因是由于快子系统

的平衡点与 fold 分岔点之间的距离随的增加而不断

增加而造成的. 从式(7)可以看出, 快子系统的平衡

点产生 fold分岔时必须满足的条件为 x=XFB= 2 34 / 

 
图 5  =10, (a) (x, y)平面上的相图, (b) (u, x)平面上的相

图与快子系统平衡线的叠加 

Figure 5  =10, (a) Phase portraits on (x, y) plane, (b) overlay of 
phase portraits on (u, x) plane with the equilibrium curve of the fasr 

subsystem. 

 

33.8873, 同时由平衡方程(6)可知, 在快子系统平衡

线上产生 fold 分岔时 u 满足 u=UFB= 68 34 /9 

44.056/, 而由自激振子幅值的一次近似可知, 慢变

量 u 的值近似在 [AF, AF]之间来回做周期振荡, 其

中 AF6.32.  

表 1 给出了部分值下 fold 分岔产生时所对应的

UFB 的近似数值. 

从表 1 中可以看出, 当FB=6.966 时, UFB 

U2=6.294, 接近于慢变量 u 所能取得的最大值 u=AF, 

随着的增大, 发生 fold 分岔时慢变量 u 所对应的

UFB 值越来越小, u 依然要在[AF, AF]之间来回做周期

振荡, 因此当慢变量 u[UFB, UFB]时, 耦合系统大致

会在快子系统两平衡态上下两支 SF之间来回跳动, 

而当 u[AF, UFB]及 u[UFB, AF]时, 由于快子系统

不发生分岔行为, 耦合系统近似沿快子系统的平衡

线运动, 例如当=20时, 在 u=时, 耦合系统从

SF+由 fold 分岔从 FB+处进入激发态, 并逐渐稳定于
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SF+, 并大致在(u, x)=(4.306,8.546)与快子系统的

平衡线一致(参见图 6), 并于(u, x)=(6.351,9.086取
得极值, 随后沿平衡态返回, 体现在(x, y)相图上的柄

的长度近似等于 0.54 (图 6(a)). 

同时, 值越大, UFB 与 AF 之间的距离越长, 导致

耦合系统沿快子系统平衡线运动的时间越长, 表现

为两对称的激发态的接近旋转中心处产生的柄长度

随着的增加而不断增长. 图 7 给出了=140 时耦合

系统相图及快子系统的分岔情况.  

为进一步描述系统行为的突变特性和比较不同

耦合强度下的行为差别, 图 8 分别给出=7 和=140

时的时间历程.  
 

表 1  不同下 fold 分岔对应的 u 近似值 
Table 1  Approximated values of u for fold bifurcation with 

different  

 7.0 20.0 40.0 140.0 

UFB 6.295 2.203 1.101 0.315 

 

 
图 6  =20.0, (a) (x, y)平面上的相图, (b) (u, x)平面上的相

图与快子系统平衡线的叠加 

Figure 6  =20.0, (a) Phase portraits on (x, y) plane, (b) overlay of 
phase portraits on (u, x) plane with the equilibrium curve of the fasr 

subsystem. 

 
 

图 7  =140.0, (a) (x, y)平面上的相图, (b) (u, x)平面上的

相图与快子系统平衡线的叠加 

Figure 7  =140.0 (a) Phase portraits on (x, y) plane, (b) overlay of 
phase portraits on (u, x) plane with the equilibrium curve of the fasr  

subsystem. 

 

 
 

图 8  时间历程 (a) =7, (b) =140 
Figure 8  Time histories (a) =7, (b) =140. 

 

从这些图中可以看出, 此时系统的动力学特性

定性一致, 均为 fold/fold 簇发, 但由于激励强度的不
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同, 簇发行为不尽相同, 首先是在沉寂态上停留的时

间不同, 导致这一现象的原因主要是由于 fold分岔点

与激励项幅值之间的不同距离造成的, 从图 8 中的时

间历程可以看出振动幅值也会随的增加而增加.  

4  结论 

自激振动作用下的洛伦兹系统存在不同时间尺

度时会产生簇发振荡, 在一定参数条件下, 洛伦兹振

子具有二个对称的稳定焦点和一个鞍点, 并相应地

在快子系统中形成定性一致的平衡态. 当激励强度

较小, 突破不了由鞍点形成的分界面时, 整个系统表

现为按自激振子频率振动的周期行为, 随着激励强

度的增加, 快子系统会产生 fold 分岔, 引起快子系统

不同平衡点之间的跳跃, 会导致整个系统的 fold/fold

簇发现象, 随着激励强度的继续增加, 虽然簇发定性

保持不变, 但由于 fold分岔点与激励项幅值之间的距

离发生变化, 在两对称的激发态的接近旋转中心处, 

会长出一条柄来, 其长度近似等于 fold分岔点与激励

项幅值之间的距离. 
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Bursting phenomenon as well as the bifurcation mechanism  
of self-excited Lorenz system 

ZHANG ZhengDi & BI QinSheng* 

Faculty of Science, Jiangsu University, Zhenjiang 212013, China 

The Lorenz system under the influence of self-excited oscillator, which behaves in stable periodic limit cycle, may 
exhibit rich special nonlinear phenomena when different time scales are introduced. Bifurcation conditions of the fast 
subsystem have been derived via the analysis of the equilibrium points as well as the corresponding characteristics. 
Upon the investigation of the dynamical evolution of coupled the system, it is pointed out that, fold/fold bursting may 
appear when the excitation increases to meet with the conditions of fold bifurcation of the fast subsystem, in which 
the quiescent state corresponds to the equilibrium state of the fast subsystem, while the spiking state is related to the 
fluctuation around the foci of the fast subsystem. The bifurcation mechanism is presented, which is applied to the 
exploration of the bursting evolution with the variation of the parameters. It is found that, with the increase of the 
excitation, bursters may change in the forms that, near the center of the spiking oscillation, the trajectories of the 
whole system move along with the equilibrium states of the fast subsystem, the distance of which is approximated at 
the difference between amplitude of the self-excitation and the values of the slow variable at the fold bifurcation. 

self-excited oscillator, Lorenz system, multiple time scales, bursting phenomenon 
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