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资助项目

摘要 Peng于 1997年通过倒向随机微分方程引入了一类性质很好的非线性数学期望,即 g-期望. 本

文中, 我们将给出 Peng g- 期望下的弱大数定律与强大数定律.
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1 引言

在适当的假设条件下, Pardoux和 Peng [1] 证明了倒向随机微分方程 (记为 BSDEs)有唯一的适应

解, 关于 BSDEs 的进一步的详细内容, 读者可参考文献 [2]. 在 [3] 中, Peng 通过 BSDEs 引入了 g- 期

望的概念, 并且证明了 g- 期望保持了经典的数学期望的除了线性可加性以外的所有性质, 由此可知,

g- 期望是一种典型的非线性数学期望. 同时, 在该文中, Peng 也引进了条件 g- 期望与 g- 鞅的概念.

随后, 一些学者进一步研究了 g- 期望和 g- 鞅的一些性质, 例如, g- 鞅的 Doob-Meyer 分解定理和上穿

不等式, g- 期望的 Jensen 不等式, Choquet 期望与 g- 期望的关系等等. g- 期望作为一种典型的非线

性期望, 在金融数学与动态风险度量等方面都有十分重要的应用. 此后, Peng [4] 进一步引进了一种全

非线性的数学期望, 被称为 G- 期望的次线性期望, 并建立了次线性期望下包括中心极限定理 (见 [5]

和 [6]) 等一系列重要的基础性结果, 从而为非线性概率理论的发展打下了坚实的基础. 然而, 到目前

为止, 仍未有关于 g- 期望的大数定律的相关结果.

本文中, 我们将分别给出 g- 期望下的弱大数定律和强大数定律, 它们是相应于 g- 期望的非线性

概率理论中非常重要的结果. 同时, 我们也将给出 g- 期望下的 Markov 不等式和 Chebyshev 不等式.

本文结构如下: 在第 2 节, 我们给出一些基本的概念和假设; 在第 3 节, 我们将给出 g- 期望的一些基

本结果, 包括 g- 期望下的 Markov不等式和 Chebyshev不等式; 在第 4 节, 我们将证明 g- 期望下的大

数定律.

2 概念与假设

设 (Ω,F , P ) 是一概率空间, (Bt)t>0 表示 d 维的标准 Brown 运动, (Ft)t>0 是 Brown 运动生成的
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信息流, 即,

Ft = σ {Bs, s ∈ [0, t]} ∨ N , t ∈ [0, T ] ,

其中, N 表示 P - 零测集. 固定一个实数 T > 0, 进一步, 假设 F = FT . 记

L2 (Ω,Ft, P )
.
= {ξ : ξ 是Ft- 可测的随机变量, 满足E |ξ|2 <∞}, t ∈ [0, T ] ;

L2
F (0, T )

.
= {ψ : ψ是循序可测的过程, 满足E[

∫ T

0
|ψt|2 dt] <∞}.

假设 g (ω, t, y, z) : Ω× [0, T ]×R×Rd → R 满足下面的条件:

(A1) (Lipschitz 条件) 存在常数 K > 0, 使得对任意 t ∈ [0, T ], (y1, z1) , (y2, z2) ∈ R1+d,

|g (t, y1, z1)− g (t, y2, z2)| 6 K (|y1 − y2|+ |z1 − z2|) , a.s.;

(A2) 对任意 (t, y) ∈ [0, T ]×R, g (t, y, 0) ≡ 0, a.s.

在上面的假设条件下, 由 [1] 知, 对任意 ξ ∈ L2 (Ω,F , P ), 下面的 BSDE 有唯一的适应解 (y, z) ,

yt = ξ +

∫ T

t

g (s, ys, zs) ds−
∫ T

t

zs · dBs, t ∈ [0, T ] . (1)

通过 BSPE (1), Peng [3] 提出了 g- 期望的概念:

定义 2.1 假设 g 满足 (A1) 和 (A2), 对任意 ξ ∈ L2 (Ω,F , P ), 记 (y, z) 是 BSDE (1) 的适应解,

我们定义 ξ 的 g- 期望, 表示为 Eg [ξ], 如下:

Eg [ξ]
.
= y0.

由 g-期望的定义, Peng [3] 引进了条件 g-期望的概念. Peng [3] 证明了对于任意 t ∈ [0, T ], 存在一个唯

一的 Ft 可测的随机变量 η ∈ L2 (Ω,Ft, P ) 使得对于任意 A ∈ Ft,

Eg [ξ1A] = Eg [η1A] .

Peng [3] 称 η 为 ξ 关于 σ- 代数 Ft 的条件 g- 期望, 且记 η 为

Eg [ξ|Ft]
.
= η.

Peng 发现条件 g- 期望 Eg [ξ|Ft] 实际上是 BSDE (1) 在 t 时刻的解 {yt}, 即

Eg [ξ|Ft] = yt, t ∈ [0, T ] .

g- 期望 Eg [·] 保持了经典的数学期望除了线性的所有性质, 详细结果可参看 [3] 和 [7]. 由 g- 期望的定

义, 自然地可定义 g- 概率:

定义 2.2 对任意 A ∈ F , 记 Pg (A)
.
= Eg [1A], 我们称 Pg (A) 为 A 的 g- 概率. 我们需要下面的

概念.

定义 2.3 称 g 关于 (y, z) 是次可加的, 若对于任意的 (y1, z1) , (y2, z2) ∈ R×Rd 和 t ∈ [0, T ] 有

g (t, y1 + y2, z1 + z2) 6 g (t, y1, z1) + g (t, y2, z2) , a.s.

定义 2.4 称 g 关于 (y, z) 是齐性的 (相应地, 正齐的), 若对于任意的 (t, y, z) ∈ [0, T ] × R × Rd

和任意的 λ ∈ R (相应地, 对任意的 λ ∈ R+) 有

g (t, λy, λz) = λg (t, y, z) , a.s.
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定义 2.5 对于 Xn, n ∈ N, X ∈ L2(Ω,F , P ), 我们称 Xn → X, Pg-a.s., 如果存在 A ∈ F 使得
Pg(A) = 0, 且对于任意 ω ∈ Ac,

lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω).

3 预备知识

由倒向随机微分方程的比较定理, 我们易得下面的引理, 具体的内容可参考 [8].

引理 3.1 若 g关于 (y, z)是次可加的,则 Eg [·]也是次可加的,即对于任意的 ξ1, ξ2 ∈ L2 (Ω,F , P ),

Eg [ξ1 + ξ2] 6 Eg [ξ1] + Eg [ξ2] .

引理 3.2 若 g 关于 (y, z) 是齐性的 (相应地, 正齐的), 则 Eg [·] 也是齐性的 (相应地, 正齐的),

即对于任意的 ξ ∈ L2 (Ω,F , P ) 和任意的 λ ∈ R (相应地, 任意的 λ ∈ R+),

Eg [λξ] = λEg [ξ] .

我们给出 g- 期望的 Markov 不等式.

命题 3.3 若 ξ ∈ L2 (Ω,F , P ) 且 g 是正齐的, 则对于任意 ε > 0, 我们有

Pg (|ξ − Eg [ξ]| > ε) 6 Eg [|ξ − Eg [ξ]|]
ε

.

证明 由引理 3.2, 我们知 Eg [·] 是正齐的. 设 A = {|ξ − Eg [ξ]| > ε}, 则有

Pg (A) = Eg [IA] 6 Eg
[
|ξ − Eg [ξ]|

ε
IA

]
=

Eg [|ξ − Eg [ξ]| IA]
ε

6 Eg [|ξ − Eg [ξ]|]
ε

.

下面的推论是关于 g- 期望的 Chebyshev 不等式.

推论 3.4 若 ξ ∈ L4 (Ω,F , P ), 且 g 是正齐的, 则对于任意的 ε > 0, 我们有

Pg(|ξ − Eg[ξ]| > ε) 6 Eg[|ξ − Eg[ξ]|2]
ε2

.

命题 3.5 假设 1 < p, q < ∞, 且 1
p + 1

q = 1, 若 g 关于 (y, z) 满足次可加性和正齐性, 则对于任

意 ξ1 ∈ L2p (Ω,F , P ) , ξ2 ∈ L2q(Ω,F , P ), 我们有

Eg [|ξ1 · ξ2|] 6 (Eg [|ξ1|p])
1/p · (Eg [|ξ2|q])

1/q
.

证明 令

ξ =
ξ1

(Eg [|ξ1|p])
1/p

, η =
ξ2

(Eg [|ξ2|q])
1/q

.

则有

Eg [|ξ · η|] 6 Eg
[
|ξ|p

p
+

|η|q

q

]
6 Eg

[
|ξ|p

p

]
+ Eg

[
|η|q

q

]
=

1

p
+

1

q
= 1.

因此,

Eg [|ξ1 · ξ2|] 6 (Eg [|ξ1|p])
1/p · (Eg [|ξ2|q])

1/q
.
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命题 3.6 若 g 关于 (y, z) 是次可加的, 则对于任意的 ξ ∈ L2 (Ω,F , P ),

−Eg [|ξ|] 6 −Eg [ξ] 6 Eg [−ξ] 6 Eg [|ξ|] .

特别地, 我们有

(Eg [ξ])2 6 (Eg [|ξ|])2 .

证明 由引理 3.1 我们推出

0 = Eg [ξ − ξ] 6 Eg [ξ] + Eg [−ξ] ,

因此,

−Eg [ξ] 6 Eg [−ξ] .

由 Eg [·] 的单调性, 可知

−Eg [|ξ|] 6 −Eg [ξ] 6 Eg [−ξ] 6 Eg [|ξ|] .

因此

|Eg [ξ]| 6 Eg [|ξ|] .

由此可知结论成立.

引理 3.7 (Borel-Cantelli 引理) 若 g 关于 (y, z) 是次可加的, {An, n ∈ N} ⊂ F 满足
∞∑

n=1

Pg(An) <∞,

则有

Pg

( ∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak

)
= 0.

证明 由引理 3.1 与 Pg 的连续性得

Pg

( ∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak

)
6 Pg

( ∞∪
k=n

Ak

)
6

∞∑
k=n

Pg(Ak).

当 n→ ∞ 时, 可知结论成立.

引理 3.8 若 g 关于 (y, z)是次可加的,则对于 Xn, n ∈ N, X ∈ L2(Ω,F , P ),有 Xn → X, Pg-a.s.,

当且仅当, 对于任意 ε > 0,

Pg

( ∞∩
n=1

∞∪
k=n

{|Xk −X| > ε}
)

= 0. (2)

证明 若 Xn → X, Pg-a.s., 则对于任意 ε > 0, 我们有

Pg

( ∞∩
n=1

∞∪
k=n

{|Xk −X| > ε}
)

6 Pg

( ∪
ε>0

∞∩
n=1

∞∪
k=n

{|Xk −X| > ε}
)

= Pg ({Xk → X}c) = 0.

若 (2) 成立, 则对于任意的满足 εi ↓ 0 的序列 {εi > 0, i ∈ N}, 我们有

Pg ({Xk → X}c) = Pg

( ∞∪
i=1

∞∩
n=1

∞∪
k=n

{|Xk −X| > εi}
)

6
∞∑
i=1

Pg

( ∞∩
n=1

∞∪
k=n

{|Xk −X| > εi}
)

= 0.
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4 主要结果

本节的主要结果如下:

定理 4.1 若实值随机变量序列 {Xi, i ∈ N} 满足 Xi ∈ L4 (Ω,F , P ), Eg[|Xi|2] 6 M , Eg [XiXi+j ]

6 0, i, j = 1, 2, 3, . . . , 其中 M 是一正常数, g 满足次可加性和正齐性, 则 Sn = X1 + X2 + · · · + Xn

满足:

(i)

lim
n→∞

Eg
[ ∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣2 ] = 0;

(ii)

对任意 ε > 0, lim
n→∞

Pg

(∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣ > ε

)
= 0;

(iii)

lim
n→∞

Eg
[∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣] = 0.

证明 (i) 由引理 3.1 和引理 3.2 可知 Eg [·] 是次可加的和正齐的. 由 Eg [XiXi+j ] 6 0, i, j

= 1, 2, 3, . . . , 可得

Eg
[ ∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣2 ] =
1

n2
Eg[|Sn|2]

=
1

n2
Eg[|Sn−1 +Xn|2]

6 1

n2
Eg[|Sn−1|2] +

1

n2
Eg[|Xn|2] +

2

n2
Eg[Sn−1Xn]

6 1

n2
Eg[|Sn−1|2] +

1

n2
Eg[|Xn|2]

6 1

n2

n∑
i=1

Eg[|Xi|2]

6 1

n2
nM =

M

n
.

因此

lim
n→∞

Eg
[ ∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣2 ] = 0.

(ii) 由推论 3.4 知, 对于任意 ε > 0,

Pg

(∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣ > ε

)
6

Eg[|Sn

n |2]
ε2

−→ 0, n→ ∞.

(iii) 由命题 3.5 可推出 (
Eg

[∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣])2

6 Eg
[ ∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣2 ].
因此

lim
n→∞

Eg
[∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣] = 0.
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定理 4.2 若实值随机变量序列 {Xi, i ∈ N} 满足 Xi ∈ L4 (Ω,F , P ), Eg[|Xi|2] 6 M , Eg[XiXi+j ]

6 0, i, j = 1, 2, 3, . . . , 其中 M 是一正常数, g 满足次可加性和正齐性, 则 Sn = X1 + X2 + · · · + Xn

满足:

(i)

lim
n→∞

Eg
[ ∣∣∣∣Sn

n
− Eg

[
Sn

n

]∣∣∣∣2 ] = 0;

(ii)

lim
n→∞

Pg

(∣∣∣∣Sn

n
− Eg

[
Sn

n

]∣∣∣∣ > ε

)
= 0, ∀ ε > 0;

(iii)

lim
n→∞

Eg
[ ∣∣∣∣Sn

n
− Eg

[
Sn

n

]∣∣∣∣ ] = 0.

证明 我们只需证明 (i). 由引理 3.1 和 3.2 知, Eg [·] 是次可加的和正齐的. 因此, 由命题 3.5 和

3.6, 得

Eg
[ ∣∣∣∣Sn

n
− Eg

[
Sn

n

]∣∣∣∣2 ] = Eg
[ ∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣2 + (
Eg
[
Sn

n

])2

− 2
Sn

n
Eg
[
Sn

n

]]
6 Eg

[ ∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣2 ]+

(
Eg
[
Sn

n

])2

+ Eg
[
− 2

Sn

n
Eg
[
Sn

n

]]
6 Eg

[ ∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣2 ]+ 3

(
Eg
[ ∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣ ])2

6 4Eg
[ ∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣2 ] 6 4M

n
.

因此

lim
n→∞

Eg
[ ∣∣∣∣Sn

n
− Eg

[
Sn

n

]∣∣∣∣2 ] = 0.

类似于定理 4.1 的证明, 易知 (ii) 和 (iii) 成立. 证毕.

定理 4.3 若实值随机变量序列 {Xi, i ∈ N} 满足 Xi ∈ L4 (Ω,F , P ), Eg[|Xi|2] 6 M , Eg [XiXi+j ]

6 0, i, j = 1, 2, 3, . . . , 其中 M 是一正常数, g 满足次可加性和正齐性, 则 Sn = X1 + X2 + · · · + Xn

满足:

Pg

(
lim

n→∞

Sn

n
= 0

)
= 1.

证明 对于任意 ε > 0, 我们有

Pg

(∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣ > ε

)
6 1

ε2
Eg
[ ∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣2 ] 6 M

nε2
.

因此, 对于子列 {Xn2}, 有
∞∑

n=1

Pg(|Sn2 | > n2ε) 6
∞∑

n=1

M

n2ε2
<∞.

由引理 3.7 得

Pg

( ∞∩
m=1

∞∪
n=m

{∣∣∣∣Sn2

n2

∣∣∣∣ > ε

})
= 0, ∀ ε > 0.
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由引理 3.8 得
Sn2

n2
→ 0, Pg-a.s. (3)

因为对任意的 k ∈ N, 存在 n ∈ N, 使得 n2 6 k < (n+ 1)
2
, 所以

|Sk| 6 |Sn2 |+ |Sk − Sn2 | 6 |Sn2 |+Dn,

其中

Dn := max
n26k<(n+1)2

|Sk − Sn2 | .

因此
|Sk|
k

6 |Sn2 |+Dn

n2
. (4)

因为

D2
n = max

n26k<(n+1)2
|Sk − Sn2 |2 6

(n+1)2−1∑
k=n2+1

|Sk − Sn2 |2 ,

我们有

Eg
[
D2

n

]
6

(n+1)2−1∑
k=n2+1

k∑
j=n2+1

Eg[X2
j ] 6 4n2M.

因此

Pg(Dn > n2ε) 6 Eg[D2
n]

n4ε2
6 4M

n2ε2
.

类似, 我们可得
Dn

n2
→ 0, Pg-a.s. (5)

由 (3)–(5), 可得
Sn

n
→ 0, Pg-a.s.

注 4.4 在上面的定理中, 我们使用了条件 Eg [XY ] 6 0. 事实上, 与经典的概率理论一样, 这

个条件是很容易满足的. 例如: 对于任意 X1, X2 ∈ L2 (Ω,F , P ), X1 6 X2, a.s., 使得 Eg
[
X2

1

]
6 M2,

Eg
[
X2

2

]
6 M2, 其中 M > 0, 那么 Eg

[
X1X2 −M2

]
6 0. 记 Y1 := X1 −M , Y2 := X2 +M , 显然有

Y1, Y2 ∈ L2 (Ω,F , P ) 且 Eg [Y1Y2] 6 0.

注 4.5 对于随机变量序列, 同样有 Eg [ξiξj ] 6 0. 取 {Ai, Bj}∞i,j=1 ⊂ F 使之满足 Ai ∩ Bj = ∅,
i, j = 1, 2, . . . , Ai ∩ Aj = ∅ (i ̸= j), Bi ∩ Bj = ∅ (i ̸= j), P (Ai) > 0, P (Bj) > 0. 若 g 满足上面定理

中的条件, 且记 ξ1 := IA1 + IB1 , ξ2 := IA2 − IB1 , ξ3 := IA3 + IB2 , ξ4 := IA4 − IB2 , ξ5 := IA5 + IB3 ,

ξ6 := IA6 − IB3 , . . . , 则对于随机变量序列 {ξi}∞i=1, 显然有 Eg [ξiξj ] 6 0, i, j = 1, 2, 3, . . .

注 4.6 事实上, 由 [8] 的定理 3.3 知, Eg 是次可加的当且仅当 g 独立于 y 且是次可加的.
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Law of large numbers for Peng g-expectation

LIN Qian & SHI YuFeng

Abstract Peng in 1997 introduced a class of well-defined nonlinear mathematical expectations, i.e., so-called

g-expectations, by virtue of backward stochastic differential equations. In this paper we show a class of laws of

large numbers for g-expectations in both weak form and strong form.
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