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摘要 本文将简要介绍直线 R上谱测度理论的核心问题、重要方法和近期进展.具体内容包含测度的

谱性判别, 谱的表示和分布, 谱特征值问题, Fourier 级数的敛散性问题等.
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1 引言

本综述只讨论直线 R 上谱测度理论的部分内容. 感兴趣的读者可以此为起点, 快速融入到谱测度

理论研究中. 文中提到的大部分理论, 在高维空间 Rn 中也有相应的问题和结果, 这里不再专门指出.

谱测度的理论研究目前正处于快速发展的过程中, 而它在一些领域的应用则刚刚起步. 这里我们

将谱测度理论的部分研究课题列举如下:

• 测度的谱性问题: 任给正有限测度, 研究其是否为谱测度;

• 非谱测度问题: 研究测度的指数型极大正交族的势, 研究测度是否具有 Riesz 谱、框架谱等;

• 谱的结构、谱的分布和谱特征值问题;

• 谱测度对应的酉算子谱理论等算子理论;

• 谱测度的复分析理论;

• 谱测度、谱与整平移铺砌;

• 谱测度与代数数论;
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• 谱测度理论在小波分析中的应用;

• 谱测度理论在分形测不准原理中的应用;

• 与谱测度相关的 Fourier 级数, Fourier 积分与三角级数理论 (这是一个非常广阔的研究方向).

本文从谱测度的背景和问题出发, 对 “为什么做” 和 “怎样做” 作一个导论. 作为引言, 本节的主

要目标是陈述谱测度的定义、基本性质和该领域的一些猜想和重要问题.

众所周知, Hilbert 空间 L2[0, 1] 有 Fourier 正交基 {e2πinx}n∈Z. 人们以此为起点, 建立了 L2[0, 1]

上的 Fourier 分析理论. 自然地有如下基本问题: 给定一个正测度 µ, 空间 L2(µ) 是否也有 Fourier 正

交基? 为此, 可引入以下关于谱测度的定义.

定义1.1 设 µ 为 R 上的一个紧支有限 Borel 测度. 若 L2(µ) 上具有形如

EΛ :=

{
e2πiλx : λ ∈ Λ

}
(1.1)

的正交基, 则称 µ 为谱测度, 称 Λ 是 µ 的一个谱. 此时, 也称 (µ,Λ) 构成一个谱对.

注1.1 该定义对非紧支有限测度同样适用, 而本文仅关注紧支测度的谱理论. 值得一提的是,

Strichartz 在文献 [73] 的第 4 节研究了非紧支概率测度的 Fourier 变换理论, Li-Miao-Wang[63] 近期

研究了非紧支概率测度的谱性. 对该内容感兴趣的读者可以参阅文献 [63, 73] 及引用它们的文献.

现陈述一类特殊谱测度如下: 若限制在一个正 Lebesgue 可测集上的 Lebesgue 测度是谱测度, 则

称该集合为谱集. 1974 年, Fuglede[40] 提出了以下著名的谱集猜想.

猜想1.1 (谱集猜想) Ω ⊂ Rn 为谱集的充分必要条件是 Ω为平移 Tile,即可以通过平移 Ω,几乎

处处无重叠地覆盖 Rn.

谱集猜想在一维和二维时至今仍是公开问题. 特别地, 在一维情况, 人们仅对 Ω 为两个有限区间

并的谱集猜想作出了完整刻画 [52]. 关于其它特殊集合上的谱集猜想 (例如，三个区间并，凸体等), 读

者可以参阅 Bose-Madan[10]、 Laba-Londner[53]、Lev-Matolcsi[58]、陶哲轩 [75] 及相关文献 [9, 32, 47, 56],

了解问题的本质及相应的进展.

谱的正交性是一个十分重要的性质, 自然地, 它对测度也提出了一些严格的要求. 这也导致了很

多重要的测度并不满足谱测度的条件. 因此, 人们也考虑利用指数型的 Riesz 基或者框架来代替正交

基, 进而考虑相应的一些问题.

定义1.1 设 µ 是一个紧支有限 Borel 测度. 若存在指数函数族 EΛ 和正常数 A 与 B 满足

A∥f∥2L2(µ) 6
∑
λ∈Λ

|⟨f, e2πiλx⟩L2(µ)|2 6 B∥f∥2L2(µ), ∀f ∈ L2(µ),

其中

⟨f, e2πiλx⟩L2(µ) =

∫
f(x)e−2πiλxdµ(x), ∥f∥2L2(µ) =

∫
|f(x)|2dµ(x),

则称 µ为框架谱测度,称 Λ为 µ的一个框架谱.进一步,若 EΛ构成 L2(µ)的一个基,则称 µ为 Riesz谱

测度, Λ 为 µ 的一个 Riesz 谱.

有关 Riesz 谱测度与框架谱测度, 目前的工作很少, 最为大家所知的是 Laba-Wang[55]、He-Lai-

Lau[44] 给出的如下分类定理, 及它的进一步结果 [16, 30]:

定理1.1 ([44, 55]) 若 µ 为框架谱测度, 则它是一个纯型的测度, 即要么 µ 是 Dirac 测度的等权

有限线性组合, 要么是限制在紧集上的正有限 Lebesgue 测度, 要么是奇异连续的正有限测度.
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Riesz谱测度与框架谱测度的重要性不言而喻.然而,目前为止人们对它们的研究尚缺乏有效的技

术和思想. 下面这个看似简单的问题是著名数学家 Strichartz 生前极为关心的问题, 但是一直以来似

乎都没什么进展.

问题1.1 (Strichartz 问题) 三分 Cantor 测度是否是 Riesz 谱测度或框架谱测度?

根据定理 1.1, 谱测度包含离散、奇异连续和绝对连续三种类型. 其中奇异连续测度的种类最多、

内容最为丰富, 并且与分形几何联系最密切. 本文主要讨论这部分内容.

1998 年, Jorgensen 和 Pedersen[49] 发现: 三分 Cantor 测度 µ3,{0,2} 不是谱测度; 但是四分 Cantor

测度 µ4,{0,2} 是谱测度, 并且

Λ4 := ∪∞
k=1

(
{0, 1} ⊕ 4{0, 1} ⊕ · · · ⊕ 4k−1{0, 1}

)
(1.2)

是它的一个谱. Cantor 测度是最具代表性的分形测度之一, 即特殊的自相似测度. 如下回顾等压缩自

相似测度的定义:

给定实数 ρ(|ρ| > 1)、有限数字集 D 和概率权 P = {pd}d∈D, 则存在唯一的紧支概率测度 µρ,D,P

满足尺度方程

µρ,D,P (E) =
∑
d∈D

pdµρ,D,P (ρE − d),

其中 E 为任意的 Borel 集. 该测度 µρ,D,P 被称为自相似测度, 其支集 T (ρ,D) 被称作自相似集, 它是

满足自相似迭代方程

T (ρ,D) =
∪
d∈D

ϕd(T (ρ,D))

的非空紧集, 其中 {ϕd(x) = ρ−1(x + d)}d∈D 为 ρ,D 生成的函数迭代系统. 特别地, 若 P 是等概率权,

简记 µρ,D,P 为 µρ,D.

关于自相似测度和自相似集的维数理论等请参考文志英教授的专著 [76].

2002 年,  Laba 和汪扬 [54] 提出了关于自相似谱测度的一个基本问题:

猜想1.2 ( Laba-Wang 猜想) 若自相似测度 µρ,D,P 为谱测度, 则

(1) ρ 为整数;

(2) P 是等概率权的;

(3) 存在非零实数 α 使得 αD 为整 Tile, 即存在整数集 Γ 满足 αD ⊕ Γ = Z.

关于这个猜想,当#D = 2时, Jorgensen和 Pedersen[49](1998年), Hu-Lau[46](2008年)和Dai[11](2012

年) 的系列工作证明了它是成立的. 此后, Dai-He-Lau[17](2014 年) 证明了该猜想对连续型数字集成立;

Fu-Wen[39](2017 年) 证明了当 #D = 3 时猜想成立; An-He-Lai[5](2023 年) 证明了当 #D = 4 时猜想成

立 (事实上, 他们证明了修正的 Laba-Wang 猜想成立, 见猜想 2.1). 对于一般测度, Deng-Chen[19] 证明

了猜想中的 (2) 成立. An-Wang[8] 证明了当测度的 Fourier 变换的零点满足一定的条件时, 猜想中的

(1) 对自相似谱测度成立.

截至目前,  Laba-Wang猜想仍未完全解决,但目前已知的自相似谱测度都满足猜想中的 (1)和 (2),

并且大部分都满足 (3) 中的 α = 1. 最近, An-Lai[6] 进一步修正了 Laba-Wang 猜想中的 (3)(见第 2 节).

综合 Laba-Wang猜想和谱集猜想所指出的谱性与平移性质的联系,我们有如下关于自相似测度的

猜测:
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猜测1.1 设 D 为有限整数集. 任给实数 ρ > 1, 则自相似测度 µρ,D 是谱测度的充要条件为 D

为整 Tile 且 #D | ρ.

或者, 可以将上述猜测更具体地描述为:

猜测1.2 设 b > N > 1 为正整数, D 为 ZN -Tile, 即存在 Γ 使得 D ⊕ Γ = {0, 1, . . . , N − 1}
(mod N). 则自相似测度 µb,D 是谱测度的充要条件为 N | b.

本文剩余节次安排如下. 本文第 2, 3 节具体讨论 R 上自相似测度和 Moran 测度的谱性的证明方

法, 第 4, 5, 6 节介绍在谱的表示、密度问题和谱特征值问题等方面取得的进展, 第 7 节介绍奇异谱测

度的 Fourier 级数的收敛和发散性结果.

2 预备知识, 自相似测度和一致齐次 Moran 测度的谱性

设 µ 是一个紧支 Borel 概率测度. 定义它的 Fourier 变换为

µ̂(ξ) =

∫
e−2πiξxdµ(x).

不难验证 EΛ = {e2πiλx : λ ∈ Λ} 是 L2(µ) 的一个 (规范) 正交集的充要条件为

Λ − Λ ∈ R(µ̂) ∪ {0}, (2.1)

其中 R(f) = {x ∈ R : f(x) = 0} 为函数 f 的零点集, 两个集合的差定义为 E − F = {e− f : e ∈ E, f ∈
F}. 方便起见, 总是直接称上述 Λ 为 µ 的一个 (规范) 正交集. 记

QΛ(x) :=
∑
λ∈Λ

|µ̂(x + λ)|2, ∀x ∈ R. (2.2)

利用 Parseval 恒等式, Jorgensen-Pedersen[49] 得到如下基本判据:

定理2.1 假设 µ 是一个紧支 Borel 概率测度. 则

(i) Λ 为 L2(µ) 的正交集的充要条件为 QΛ(x) 6 1;

(ii) Λ 为 L2(µ) 的正交基的充要条件为 QΛ(x) ≡ 1.

(iii) 若 Λ 为正交集, 则 QΛ(z) 为整函数.

该定理也被称作 Jorgensen-Pedersen 判据. 事实上, 判别正交集的完备性方法有很多, 如利用

Parseval 恒等式、小波分析中的框架理论 [26] 等, 但是在谱测度理论中所建立的大多数理论和结果都

以这个定理为基础.

下面的引理由 Dai-He-Lau[17](2014年)给出,它常被用于判定一个正交集的不完备性,进而刻画测

度的谱性.

引理2.1 假设 µ = m ∗ ν 是两个测度的卷积, 并且 m 不是 Dirac 测度. 若 Λ 为 ν 的正交集, 则

Λ 不是 µ 的谱.

除了上述引理外, 文献 [17] 的主要工作是给出了 N-Bernoulli 卷积 µρ,{0,1,...,N−1} 的谱性刻画, 即:

µρ,{0,1,...,N−1} 是谱测度当且仅当 ρ ∈ NZ \ {0}. 特别地, 该文设计的以下步骤是后续众多类型测度的

谱性刻画的一个证明框架 [1, 2, 13,14,20,65].

• 当 N |ρ 时, N-Bernoulli 卷积为谱测度 (有多种方法可证明, 如 Strichartz 判别法 [72], 或直接构造

它们的典型谱);
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• N-Bernoulli 卷积有无穷正交集的充要条件为

ρ = r

√
m

n
, 其中m,n 互素r ∈ N 且N | m (2.3)

(当 N = 2 时, 证明由 Hu-Lau[46] 给出. 对于一般的 N , 该结果归功于丰德军和汪扬 (未发表), 细节见

[17]);

• 当 ρ 为满足 (2.3) 的无理数时, N-Bernoulli 卷积不是谱测度 (由引理 2.1 可以直接得到);

• 当 ρ = m
n , n > 1且 m,n互素时, N-Bernoulli卷积不是谱测度 (利用 N-Bernoulli卷积测度 Fourier

变换的对数衰减性质 [11, 51]).

最近, An-He-Lai[5] 深入研究了 #D = 4 时的 Laba-Wang 猜想, 得到了一些深刻的结果. 我们从整

Hadamard 三元组概念开始介绍.

定义2.1 设 N > 2 为正整数, D ⊂ Z 为有限数字集. 若存在 C ⊂ Z 使得 #D = #C 且矩阵
1√
#D

[e−2πib−1dc]d∈D,c∈C 为酉阵, 则称 (N,D) 是整容许对, 也称 (N,D,C) 是整Hadamard 三元组, 或

简称它们为容许对和 Hadamard三元组.

定义2.2 设 0 ∈ D ⊂ N∪ {0}, 2 6 N ∈ N. 如果 D 具有 N 型分解, 即 D =
∪

a∈A(a + NBa) 为不

交并, 且存在整数集 C1, C2 使得 (N,A, C1), {(N,Ba, C2), (N,A⊕Ba, C1 ⊕ C2)}a∈A 都是 Hadamard 三元

组, 则称 D 为 N 的乘积型数字集.

定理2.2 (An-He-Lai[5]) 若数字集 D 为 N 的乘积型数字集型, 则自相似测度 µN,D 为谱测度.

事实上,  Laba-Wang 猜想的结论 (3) 存在瑕疵, 因为存在反例使得它不成立 (见后文注 2.1). 但是

这并不影响该猜想思想的深刻性和它在测度谱理论研究中的重要地位. 现陈述修正的 Laba-Wang 猜

想如下:

猜想2.1 (修正的 Laba-Wang 猜想) 设 0 ∈ D 为有限数字集, µρ,D,P 为自相似谱测度, 则

(1) P 为等概率, 即 pd = 1
#D 对所有的 d ∈ D;

(2) ρ = N 为整数;

(3) 存在实数 α 和自然数 k, 使得 (αD)k = (αD) + N(αD) + · · · + Nk−1(αD) 为 Nk 的乘积型数

字集型.

An-He-Lai[5] 证明了当 #D = 4 时, 修正的 Laba-Wang 猜想成立, 即:

定理2.3 设 ρ > 1, D = {0, a, b, c} 为非负数字集. 则 µρ,D 为自相似谱测度的充要条件为

(i)ρ = 2βm, 其中 β > 1, m 为奇数;

(ii) 存在 α 使得 αD = {0, d, 2tℓ, d + 2tℓ′}, 其中 d, ℓ, ℓ′ 为奇数, 且 β 不是 t 的因子.

注2.1 若 0 ∈ D ⊂ N ∪ {0}, #D = 4, 则 D 为整 Tile 的充要条件为 D 有定理 2.3(ii) 中的结构,

参见文献 [34].

类似于自相似测度,可将谱集猜想和 Laba-Wang猜想的研究思想引入到齐次Moran测度的谱性问

题中. 这里要特别指出, Moran集与Moran测度是分形几何的重要研究对象,有关它们的分形及动力系

统性质研究,国内团队一直都处于国际上最领先的位置,也是国内分形研究的一个标志 [33, 59,66,69,77,78].

An-He-Li[4] 首先引入了 Ramsey 定理来处理 Moran 测度谱性与其数字集的势、压缩系数的关系.

定理2.4 (Ramsey定理) 设 A为可数无穷集, A(k) 为 A中任意 k 个元素组合生成的集族. 任将

A(k) 划分为有限 r 类, 则存在 A 的无穷子集 T 满足 T (k) 在同一类中.

利用 Ramsey定理和引理 2.1,并结合 N-Bernoulli卷积测度的谱性讨论,可以证明如下结论 (参考

文献 [4, 39]).
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定理2.5 设整数字集序列 {Di}∞i=1 一致有界 (即 ∪∞
i=1Di 是有界集), gcdDi = 1 并且 #Di = 2

(或 3). 则一致齐次 Moran 测度

µρ,{Di} := δρ−1D1
∗ δρ−2D2

∗ · · · (2.4)

为谱测度的必要条件为 ρ ∈ 2N(或相应地 ρ ∈ 3N).

关于一维一致齐次 Moran 测度 µρ,{Di} 的谱性刻画, 相关论文很少, 可做问题很多. 例如, 将上述

定理中的数字集序列 “一致有界” 条件改成 “以某种速度趋于无穷” 时, 能否证明存在 ρ 使得对应的

一致齐次 Moran 测度是谱测度? 再如, 以下的猜测是否成立?

猜测2.1 设式 (2.4) 中的整数字集序列 {Di}∞i=1 一致有界, 且 {#Di : i ∈ N} = {2, 3}. 若 µρ,{Di}

为谱测度, 则 ρ ∈ 6N.

亦可考虑上述猜测的逆命题是否成立等. 更一般地, 可以考虑如下问题:

问题2.1 设式 (2.4) 中的所有整数字集 Di 均随机取自有限个整 Tile 数字集. 是否存在 ρ 使得

µρ,{Di} 为谱测度?

3 齐次 Moran 测度 µ{bi},{Di} 的谱性

本节主要展示证明齐次 Moran 测度谱性的一种主要方法 (定理 3.4). 需要说明的是, 该方法是结

构性的, 对于其它卷积型测度,可根据情况作相应调整. 例如,等式 (3.8)后的处理, 需要调整为自然数

的子列等. 下面从定义开始介绍.

作为一致齐次 Moran 测度 µρ,{Di} 的推广, 齐次 Moran 测度的定义为

µ{bi},{Di} := δb−1
1 D1

∗ δb−1
1 b−1

2 D2
∗ δb−1

1 b−1
2 b−1

3 D3
· · · , (3.1)

其中 bi 均为大于或等于 2 的整数 (或绝对值大于 2 的整数), Di 为有限整数集.

实际上,容许对或 Hadamard三元组 (见第 2节)在正交集与谱性刻画方面起着重要的作用,并常

被用于解决高维空间中的一些非谱问题 [61, 62,64]. 为了更好地解释它们在齐次 Moran测度谱性刻画中

的作用, 本节先从离散测度开始介绍. 首先, 可直接验证如下命题 (见文献 [54]).

命题3.1 设 b 为绝对值大于 1 的整数, D 和 C 为势相同的有限整数集. 则下列条件等价:

(i) (b,D,C) 是整 Hadamard 三元组;

(ii) (δb−1D, C) 与 (δb−1C , D) 都是谱对;

(iii)
∑

c∈C |MD(b−1(x + c))|2 ≡ 1 对所有的 x ∈ R 成立, 其中, MD(x) := 1
#D

∑
d∈D e−2πidx.

该命题展示了整 Hadamard 三元组与离散谱对的关系. 其中, 命题 3.1(iii) 实际上就是 Jorgensen-

Pedersen 判据 (定理 2.1) 的特殊情形.

先将命题 3.1 应用于自相似测度: 设 (b,D,C) 为满足 0 ∈ D ∩C 的整 Hadamard 三元组. 自然地,

我们会认为 µb,D 的典型正交集

Λ(b, C) :=
∞∪
k=1

(C + bC + · · · + bk−1C)

是它的谱. 但是这个结论在一般意义下并不成立, Strichartz[72] 给出了它的一个充分条件:

定理3.1 设 (b,D,C) 为满足 0 ∈ D ∩ C 的整 Hadamard 三元组, 若 R(µ̂b,D) ∩ T (b, C) = ∅, 则

Λ(b, C) 为 µb,D 的一个谱.
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后来,  Laba-Wang[54] 也给出一些情况的刻画:

定理3.2 设 (b,D,C) 为满足 0 ∈ D ∩ C 和 gcdD = 1 的整 Hadamard 三元组, 则 Λ(b, C) 不是

µb,D 的一个谱的充要条件为: 存在整数集合 {x0, x1, . . . , xN−1} ̸= {0} 满足

xi+1 =
xi + ci

b
, i = 0, 1, . . . , N − 1,

对某些 ci ∈ C 成立, 且 xN = x0.

通过上述定理, 他们证明了下面的重要结果.

定理3.3 设 (b,D)是整容许对,即存在整数集 C 使得 (b,D,C)为整 Hadamard三元组. 则 µb,D

是谱测度, 且它的所有谱为整数集的子集.

如上面所述, 对于满足 0 ∈ D ∩ C 的 Hadamard 三元组 (b,D,C), 可以推出 Λ(b, C) 是 µb,D 的正

交集, 但不一定是谱. 于是, 我们就有了以下的猜测:

猜测3.1 是否对几乎所有满足 0 ∈ D ∩ C 的 Hadamard 三元组 (b,D,C), Λ(b, C) 都是 µb,D 的

谱?

注3.1 任给满足 0 ∈ D ∩ C 的 Hadamard 三元组 (b,D,C) 与 c ∈ C, c ̸= 0, 容易验证, 任给整数

k, 记 Ck = (C \ {c}) ∪ {c + bk}, 则所有 (b,D,Ck) 都是 Hadamard 三元组. 但是怎样定义” 几乎所有”

这个概念是一个问题.

针对本节要重点讨论的齐次 Moran 测度 µ{bi},{Di}, 根据以上 Hadamard 三元组与自相似测度的

谱性关系,并借鉴 Dai-He-Lau[17] 证明 N-Bernoulli卷积测度谱性的思想,我们形成了刻画 µ{bi},{Di} 谱

性的如下结构性方法.

对式 (3.1) 两边作 Fourier 变换, 得

µ̂{bi},{Di}(ξ) =
∞∏
k=1

MDk
((b1 · · · bk)−1ξ), (3.2)

其中 MDk
(x) := 1

#Dk

∑
d∈Dk

e−2πidx. 由于 µ̂{bi},{Di}(ξ) 的零点由 MDi(x) 确定, 并且对 Di 作任意的

平移不会改变 µ{bi},{Di} 的正交集、谱以及谱性, 故总可不失一般性地假设

0 ∈ Di ⊂ N ∪ {0}, i ∈ N.

定义 µ{bi},{Di} 的卷积截断测度

µk−
{bi},{Di} := δb−1

1 D1
∗ δb−1

1 b−1
2 D2

. ∗ · · · ∗ δb−1
1 b−1

2 ···b−1
k Dk

, (k ∈ N). (3.3)

利用命题 3.1 可以验证:

命题3.2 假设对所有的 i, (bi, Di, Ci) 都是整 Hadamard 三元组, 并且 0 ∈ Di ∩ Ci. 则下列断言

成立:

(i) 截断测度 µk−
{bi},{Di} 是谱测度, 并且

Λk := Λk({bi}, {Ci}) = C1 + b1C2 + b1b2C3 + · · · + b1b2 · · · bk−1Ck (3.4)

是它的一个谱;

(ii)Λk 的并集

Λ = Λ({bi}, {Ci}) =
∞∪
k=1

Λk({bi}, {Ci}) (3.5)

是齐次 Moran 测度 µ{bi},{Di} 的一个正交集.

7
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记式 (3.3) 中的截断测度的卷积余项对应的测度为

µk+
{bi},{Di} := δb−1

k+1Dk+1
∗ δb−1

k+1b
−1
k+2Dk+2

∗ δb−1
k+1b

−1
k+2b

−1
k+3Dk+3

∗ · · · . (3.6)

显然

µ{bi},{Di} = µk−
{bi},{Di} ∗ µ

k+
{bi},{Di} ◦ (b1 · · · bk)−1. (3.7)

任给 k > 1, 记

Qk(ξ) :=
∑
λ∈Λk

|µ̂{bi},{Di}(ξ + λ)|2, (3.8)

其中 Λk = Λk({bi}, {Ci}) 如式 (3.4) 所示. 于是, 当 1 < k ∈ N 时,

Qk(ξ) = Qk−1(ξ) +
∑

λ∈Λk\Λk−1

|µ̂{bi,Di}(ξ + λ)|2

= Qk−1(ξ) +
∑

λ∈Λk\Λk−1

|µ̂k−
{bi},{Di}(ξ + λ)|2|µ̂k+

{bi},{Di}[(b1 · · · bk)−1(ξ + λ)]|2.

此时, 若存在两个正常数 η, a, 使得对任意的 |ξ| 6 η 和 λ ∈ Λk \ Λk−1, 都有不等式

|µ̂k+
{bi},{Di}(ξ + (b1 · · · bk)−1λ)| > a (3.9)

成立, 并且满足

lim
k→∞

∑
λ∈Λk−1

|µ̂k−
{bi},{Di}(ξ + λ)|2 = QΛ({bi},{Ci})(ξ), (3.10)

则有

Qk(ξ) > Qk−1(ξ) + a2
∑

λ∈Λk\Λk−1

|µ̂k−
{bi},{Di}(ξ + λ)|2|

= Qk−1(ξ) + a2

1 −
∑

λ∈Λk−1

|µ̂k−
{bi},{Di}(ξ + λ)|2

 .

令 k → ∞, 得

QΛ({bi},{Ci})(ξ) > QΛ({bi},{Ci})(ξ) + a2(1 −QΛ({bi},{Ci})(ξ)).

故 QΛ({bi},{Ci})(ξ) ≡ 1对于任意的 |ξ| 6 η 均成立. 根据定理 2.1, Λ({bi}, {Ci})是 µ{bi},{Di} 的一个谱.

这就是以下定理的核心证明思想.

定理3.4 设 {(bi, Di, Ci)}i∈N 是满足 0 ∈ Di ∩Ci 的整 Hadamard 三元组序列, 若 (3.9) 对充分大

的 k 成立, 且 (3.10) 成立, 则 Λ({bi}, {Ci}) 为 µ{bi},{Di} 的一个谱.

反之, 若证明某些 Λ({bi}, {Ci}) 不完备, 这要更加困难一些. 虽然有一些特殊的方法 (见文献

[1,3,67])可以使用,但并没有形成一套比较完善的、结构性的方案.通过调整定理 3.4的证明过程可以

给出 Λ({bi}, {Ci}) 不完备的一个充分条件, 即下面的定理 3.5. 但是, 这里需要一个关键性的假设: 存

在正常数 η, 使得对任意的 |ξ| 6 η 和 λ ∈ Λk \ Λk−1 满足以下不等式

|µ̂k+
{bi,Di}(ξ + (b1 · · · bk)−1λ)| 6 ak. (3.11)

8
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定理3.5 设 (bi, Di, Ci), i ∈ N, 是满足 0 ∈ Di ∩Ci 的整 Hadamard三元组, 若式 (3.11)对充分大

的 k 成立, 且
∑∞

k=1 a
2
k < ∞. 则 Λ({bi}, {Ci}) 不是 µ{bi},{Di} 的谱.

定理 3.5 的证明思想如下: 由式 (3.8) 后的等式知

Qk(ξ) 6 Qk−1(ξ) + a2k
∑

λ∈Λk\Λk−1

|µ̂k−
{bi},{Di}(ξ + λ)|2

= Qk−1(ξ) + a2k

1 −
∑

λ∈Λk−1

|µ̂k−
{bi},{Di}(ξ + λ)|2


6 Qk−1(ξ) + a2k (1 −Qk−1(ξ)) ,

于是有

1 −Qk(ξ) > 1 −Qk−1(ξ) − a2k (1 −Qk−1(ξ))

= (1 −Qk−1(ξ)) (1 − a2k).

因此, 对每一个正整数 k0 及 k > k0 均有

1 −Qk+1(ξ) = (1 −Qk0(ξ))
k∏

j=k0+1

(1 − a2j ).

由于 Λk0
不是 µ{bi},{Di} 的谱, 由定理 2.1 知, 存在充分大的 k0 和某个 ξ0 使得 Qk0

(ξ0) < 1. 从而有

1 −QΛ(bi,Ci)(ξ0) = (1 −Qk0(ξ0))

∞∏
j=k0+1

(1 − a2j ) > 0.

即 QΛ(bi,Ci)(ξ0) < 1, 再由定理 2.1 知, 结论成立.

利用定理 3.4 的证明思路, 还可以得到下面的结果 (见文献 [2, 18]):

定理3.6 设所有 (bi, Di, Ci) 为整 Hadamard 对, 且所有 Di = {0, 1, . . . , qi − 1}, 则 µ{bi},{Di} 为

谱测度.

文献 [70]将定理 3.6中条件 Di = {0, 1, ..., qi − 1}替换为 #Di ∈ {2, 3}, 并证明该定理结论在某些

限制性条件下也是成立的. 最近, 定理 3.6 的逆命题的部分情况也被证明是成立的, 见 An-Fu-Lai[1] 给

出的下面的定理 3.7. 其他比较困难情形, 文献 [1] 及 Lu-Dong-Zhang[67] 的相关工作也有所涉及.

定理3.7 设所有 (bi, Di, Ci) 为整 Hadamard 对, 且所有 Di ⊂ {0, 1, . . . , bi − 1}, 若

lim inf
i→∞

#Di < ∞,

则 µ{bi},{Di} 为谱测度, 且存在完全由整数组成的一个谱.

4 谱表示、谱的结构与完备性判据

众所周知, L2([0, 1]) 本质上 (在不区分平移的情况下) 只有一个谱, 即 Λ = Z. 然而, 对分形谱测

度而言,目前所有已知的谱测度都有无穷多个谱 (甚至可以达到连续统的势,见文献 [35]),并且同一个

谱测度的不同的谱在包括 Fourier 级数敛散性在内的众多性质方面可以存在很大的差异 (见第 7 节的

9
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相应内容). 因此谱的表示是一个重要课题. 然而, 即使是最简单的 µ4,{0,2}, 它的谱也没有被完全刻画.

为了更好地解释研究思路, 本节以 µ4,{0,2} 为例子展开讨论. 实际上本节的结果对包括 N-Bernoulli 测

度在内的一些更广范围的测度都是成立的.

通常人们总是把模 4 的完全剩余系用 {0, 1, 2, 3} 来表示. 基于此, Dutkay-Han-Sun[22] 给出了

µ4,{0,2} 的极大正交集的一种刻画, 并给出正交集成为谱的一些条件. Dai-He-Lai[15] 提出对正交集特

别是谱的刻画应该选择 {−1, 0, 1, 2} 作为剩余集, 因为前面的剩余集不能对所有的整数都给出很好的

进制表示. 更为重要的是, 剩余集中的 0 起着非常特殊的作用, 从而不能把它放在 “边上”(如对于 N-

Bernoulli 卷积, 可以根据需要选择 {−i, i + 1, · · · , 0, 1, · · · , N − i− 1} 对某个 1 6 i 6 N − 2 作为剩余

系, 而不要选择 {0, 1, · · · , N − 1}). 读者可以通过下文了解其中的一些内在因素.

由自相似测度的 Fourier 变换知,

µ̂4,{0,2}(ξ) =
∞∏
k=1

M{0,2}(4−kξ), (4.1)

其中 M{0,2}(ξ) = 1
2 + 1

2e−2πi2ξ. 因此,

R(µ̂4,{0,2}) =

∞∪
k=1

R
(
M{0,2}(4−kξ)

)
=

∞∪
k=1

4k
2Z + 1

4
=

∞∪
k=0

4k(2Z + 1). (4.2)

假设 Λ 是测度 µ4,{0,2} 的正交集且 0 ∈ Λ, 由 (2.1) 可知 Λ ⊂ Z. 从而对任意的 λ ∈ Λ, 有如下的进

制表示:

λ =

∞∑
i=0

4i−1di,

其中 di ∈ {−1, 0, 1, 2}, 且只有有限个 di ̸= 0. 若 d0 ̸= 0, 则由 λ ∈ R(µ̂4,{0,2}) 可以得出 d0 ∈ {−1, 1}.

进一步, 若 λ′ ∈ Λ 且

λ′ = d0 +

∞∑
i=1

4i−1d′i,

其中 d′i ∈ {−1, 0, 1, 2}, d′1 ̸= d1, 则由正交性可以得到 λ′ − λ ∈ R(µ̂4,{0,2}), 故

{d1, d′1} ∈
{
{−1, 0}, {−1, 2}, {0, 1}, {1, 2}

}
.

以此类推, 如果 Λ 中的两个元素 λ 与 λ′ 的前 k 项系数相同, 而第 k + 1 项系数不同, 即 di = d′i, i =

0, 1, . . . , k − 1, dk ̸= d′k, 那么就有

{dk, d′k} ∈
{
{−1, 0}, {−1, 2}, {0, 1}, {1, 2}

}
.

受此启发, 我们借助符号系统来建立极大正交集的树型表示. 记 {0, 1}∗ =
∪∞

k=0{0, 1}k, 其中

{0, 1}0 = ∅, {0, 1}k = {I = i1i2 · · · ik : ij ∈ {0, 1}, 1 6 j 6 k}; 及 {0, 1}∞ = {I = i1i2 · · · : ik ∈ {0, 1}, 1 6
k}. 任给 I ∈ {0, 1}∞, 记 I 的 k 截断为 I|k ∈ {0, 1}k.

定义4.1 我们称映射 τ : {0, 1}∗ 7→ {−1, 0, 1, 2} 为正交树映射, 如果它满足:

(i) 对所有 n > 1 有 τ(0n) = 0 (保证 0 ∈ Λ);

(ii)(正交性) 任给 I = i1i2 · · · in ∈ {0, 1}∗, τ(I) ∈ (in + 2Z) ∩ {−1, 0, 1, 2}.
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并且, 我们称 τ 为极大树映射, 如果它还满足:

(iii)(极大性)任给 I = i1i2 · · · in ∈ {0, 1}∗, 存在 J = j1j2 · · · jm ∈ {0, 1}∗ 使得序列 {τ((IJ)|k)}k∈N 中仅

有有限项不等于 0, 这里 IJ 表示复合词 i1i2 · · · inj1j2 · · · jm.

对任意的 I ∈ {0, 1}∞, 如果仅有有限个 k 使得 τ(I|k) ̸= 0, 则定义

Πτ (I) =
∞∑
k=1

τ(I|k)4k−1. (4.3)

记 {0, 1}# =
∪

I∈{0,1}∗ I0∞. 显然, Πτ (I) 有意义的必要条件是 I ∈ {0, 1}#, 但不是充分的. 因此定义

{0, 1}τ# = {I ∈ {0, 1}# : Πτ (I) ∈ Z}. (4.4)

文献 [15, 22] 都给出了如下 (极大) 正交集的刻画:

定理4.1 0 ∈ Λ 为自相似测度 µ4,{0,2} 的 (极大) 正交集的充要条件为: 存在 (极大) 正交树映射

τ 满足 Λ = Πτ ({0, 1}τ#), 且任给 k > 1,

{I|k : I ∈ {0, 1}τ#} = {0, 1}k.

定理 4.1 说明任何一个极大正交集都有唯一的树映射和它对应, 接着有以下问题.

问题4.1 如何判定一个极大正交集的完备性?

这是一个具有挑战性的问题. Dai-He-Lai[15] 给出了映射满足正则条件的一个判别法. 其中, 称正

交树映射 τ 为正则的, 若其满足

{0, 1}τ# = {0, 1}#.

任给 I = i1i2 · · · ik · · · ∈ {0, 1}# 且 k 为满足 ik = 1 的最大指标, 则称 k 为 I 的有效长度, 记为

ℓ(I) = k, 并称 I 为第 k 层词. 任给 I ∈ {0, 1}#, 记

Nτ
I = #{n > ℓ(I) : τ(I|n) ̸= 0}, (4.5)

称之为词 I 的尾巴数 (最小值为 0). 记第 k 层的最大尾巴数和最小尾巴数分别为

Mτ
k = max{Nτ

I : ℓ(I) = k}, Lτ
k = min{Nτ

I : ℓ(I) = k}. (4.6)

文献 [15] 的定理 2.7 实质上给出了以下关于极大正交集的完备性的充分和必要的判据:

定理4.2 设 τ : {0, 1}# → Z 为正则映射且 Λ = Πτ ({0, 1}#).

(i) 如果存在 M 使得 Mτ
k 6 M,k ∈ N, 那么 Λ 是 µ4,{0,2} 的谱.

(ii) 如果存在 k0, 使得 Lτ
k > 4 ln k, k > k0, 那么 Λ 不是 µ4,{0,2} 的谱.

上述定理表明极大正交集的完备性与它的树表示的尾巴数密切相关, 而尾巴数是把 0 排除在外

的, 这就是之前提到的剩余集中 0 的特殊性. 实际上, 文献 [15] 给出的充分性条件要比定理 4.2(i) 更

弱一些, 它包含一些尾巴数具有一定增长速度的情形. 由于需要涉及很多与词相关的概念与定义, 在

此我们不再详细论述.

由定理 4.2, 可以直接得到任意稀疏的谱的存在性.

推论4.1 设 g(x) : [0,∞) → (0,∞) 为满足 limx→∞ g(x) = ∞ 的任何单调增加函数, 则存在

µ4,{0,2} 的谱 Λ 满足

lim
R→∞

sup
x∈R

#Λ ∩ (x−R, x + R)

g(R)
= 0.
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推论4.2 存在 µ4,{0,2} 的谱 Λ = {λk}∞k=0, 满足 λ0 = 0, λk+1 > cλk, k ∈ N, 其中 c 为某个大于 1

的常数.

文献 [15] 的微小不足之处在于定理 4.2 的正则性条件限制. 这一点在 Dai[12] 中得到了弥补. 本节

的最后, 我们描述性地介绍一下 [12] 的工作.在树映射的基础上, 文献 [12] 进一步对符号空间中的词给

出量化定义, 把定理 4.2 推广到一般的情形. 并证明了在谱 Λ 的尾巴数一致有界时, 对任意的奇数 K,

KΛ 的尾巴数也一致有界 (注: 尾巴数定义不同于 (4.5), 否则这个结论不正确). 这导致了 KΛ 是否为

谱等价于 KΛ是否为极大正交集,并且还通过循环节给出了 KΛ是否为极大正交集的等价刻画 (见第

6 节定理 6.2 及相关内容). 此外, 文献 [12] 中还讨论了反谱特征值问题 (Sharp 问题), 即 KΛ 是谱, 而

Λ 是极大正交集但不是谱. 该现象在 N-Bernoulli 卷积测度中普遍存在, 除了 µ4,{0,2}. 而 µ4,{0,2} 是否

有这种反谱特征值例子, 目前还不清楚.

5 谱的分布

本节讨论奇异连续谱测度的谱的分布问题. Dutkay-Han-Sun-Weber[24] 首先采用上 Beurling 密度

和上 Beurling 维数刻画自相似测度的框架谱; 他们猜测经典 Fourier 分析中的 Landau 准则 [57] 在奇

异测度谱理论中也有类似结果, 即谱的上 Beurling 维数应该等于谱测度支集的 Hausdorff 维数. 这个

猜测被文献 [15] 否定, 见推论 4.1. 后来, 研究工作者们发现了更多关于谱的密度和维数的奇特现象,

并且该类现象和分形与动力系统的重要概念密切相关, 展现了其研究内容的丰富多彩性.

Beurling 密度和维数是研究可数集的分布的重要工具. 此处首先给出它们的精确定义.

定义5.1 对任意的 r > 0, 可数集 Λ ⊂ R 的上、下 r-Beurling密度分别定义为

D+
r (Λ) = lim sup

R→∞
sup
x∈R

#Λ ∩ (x−R, x + R)

Rr
, D−

r (Λ) = lim inf
R→∞

inf
x∈R

#Λ ∩ (x−R, x + R)

Rr
.

由于奇异连续谱测度的谱的下 Beurling密度为 0[44],故只需讨论其上 Beurling密度,并定义 Beurl-

ing维数为:

dimBe(Λ) = inf{r : D+
r (Λ) = 0} = sup{r : D+

r (Λ) = ∞}.

不难证明, 一个谱测度的谱的 Beurling 维数会被该测度的 Fourier 维数和上熵维数所控制 [48, 71], 即

定理5.1 对任意的奇异谱测度 µ, 它的谱 Λ 都满足

dimF µ 6 dimBe Λ 6 dimeµ.

这里, 测度 µ 的 Fourier维数定义为

dimF µ = sup{s > 0 : |µ̂(ξ)| 6 C|ξ|−s/2,∀ξ ∈ R};

测度 µ 的上熵维数定义为

dimeµ = lim sup
n→∞

Hn(µ)

log 2n
,

其中 Hn(µ) = −
∑

Q∈Pn
µ(Q) logµ(Q), Pn = {[k2−n, (k + 1)2−n) : k ∈ Z} 为第 n 层的 2 进区间.

定理 5.1 展示了谱测度的谱的 Beurling 维数具有有限稳定性. 自然地, 我们有以下的问题:

12
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问题5.1 定理 5.1 中的上界和下界是否为最佳的?

实际上, 我们认为以下猜测成立的可能性更大:

猜测5.1 任意的奇异连续谱测度 µ, 它的 Fourier 维数都为 0.

下面, 我们给出有关维数和密度的两个介值猜测:

猜测5.2 (维数介值猜测) 若一个奇异连续谱测度的谱的 Beurling 维数的最佳上界和下界分别

为 b 与 a, 则对任意的 t ∈ (a, b), 存在该测度的谱 Λ 满足 dimBe Λ = t, 并且

{Λ : 0 ∈ Λ,dimBe Λ = t}

具有连续统的势.

猜测5.3 (密度介值猜测) 若一个奇异谱测度存在 Beurling维数为 r的谱,则该测度的所有 Beurl-

ing 维数为 r 的谱 Λ 的上 r-Beurling 密度组成的集合

G = {D+
r (Λ) : dimBe Λ = r}

为一个有界区间, 并且对任意的 t ∈ G,

{Λ : 0 ∈ Λ, D+
r (Λ) = t}

具有连续统的势.

下面回到自相似测度的情形. 先介绍一些相关概念:

定义5.2 称函数迭代系统 Φ = {ϕi(x) = ρ−1
i (x+ di)}Ni=1 满足开集条件, 如果存在有界开集 Ω 满

足
N∪
i=1

ϕi(Ω) ⊂ Ω, ϕi(Ω) ∩ ϕj(Ω) = ∅, ∀i ̸= j.

定义5.3 一个离散集 Λ 被称为空间 L2(µ) 的 Bessel集, 如果存在常数 B 满足∑
λ∈Λ

|⟨f, e2πiλx⟩L2(µ)|2 6 B∥f∥2L2(µ), ∀f ∈ L2(µ).

Dutkay-Han-Sun-Weber[24] 证明了以下定理:

定理5.2 设函数迭代系统 Φ = {ϕi(x) = ρ−1(x + di)}Ni=1 满足开集条件. 若 Λ 为由 Φ 生成的等

概率权自相似测度 µΦ 的 Bessel 集, 则

dimbe Λ 6 logρ N, D+
logρ N (Λ) < ∞.

进一步, 若 Λ 是 µΦ 的框架谱, 并且存在 k > 1 满足

sup
λ∈Λ

dist(ρ−kλ,Λ) < ∞,

则 dimBe Λ = logρ N .

在上述定理基础上, He-Kang-Tang-Wu[43] 证明了如下结果:

定理5.3 设函数迭代系统 Φ = {ϕi(x) = ρ−1
i (x + di)}Ni=1 满足开集条件. 任给非零概率权 P =

{pi}Ni=1, 若 Λ 为由 {Φ, P} 生成的自相似测度 µΦ,P 的 Bessel 集, 则

dimBe Λ 6 dimH TΦ,

13
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其中 dimH 表示 Hausdorff 维数, TΦ 为 Φ 生成的自相似集, 它满足

TΦ =

N∪
i=1

ϕi(TΦ).

进一步, 若存在 Bessel 集 Λ 使得 dimBe Λ = dimH TΦ, 则 pi = ρsi , 其中 s 为自相似维数, 即满足∑N
i=1 ρ

s
i = 1 的实数.

注5.1 定理 5.3的结论对非自相似测度不成立,文献 [60,70]证明了存在谱测度 µ和它的一个谱

Λ, 满足 dimH Supp(µ) < dimBe Λ = dimeµ.

猜测5.4 定理 5.3 中开集条件是可以去掉的.

据我们所知, 目前还没有谱的密度介值方面的研究工作. 而在维数介值问题方面, Li-Wu[60] 证明

了维数介值猜测对下列典型的齐次 Moran 测度成立:

µ{bi,qi} = δb−1
1 {0,1,...,q1−1} ∗ δb−1

1 b−1
2 {0,1,...,q2−1} ∗ · · · . (5.1)

注5.2 关于 (5.1) 这类典型齐次 Moran 测度的谱性, An-He[2], Dai-Sun[18] 与 Gabardo-Lai[41] 独

立证明了在 qi|bi 的条件下, 它们是谱测度, 后来 Yan[80] 给出了这个论断的一个非常简单的证明. 最

近, Wu-Xiao[79] 和 An-Li-Zhang[7] 证明该论断的逆命题也成立.

文献 [60] 的关键工具是第 4 节中定义的树映射和下述的整 Moran 集的性质, 即命题 5.1.

设 {tk}, {nk}, {mk} 为三个自然数列, 其中 n0 = 1, 并且满足对所有 k > 1, 都有

tk+1n1n2 · · ·nk >
k∑

i=1

(ni − 1)tin1n2 · · ·ni−1

成立. 记

Mk =

{
k∑

i=1

xitin1 · · ·ni−1 : xi ∈ {0, 1, . . . ,mi − 1}

}
.

这时称

M({mi, ni, ti}) =
∞∪
k=1

Mk

为由 {mi, ni, ti} 生成的整 Moran 集.

命题5.1 (Li-Wu[60]) 设M({mi, ni, ti}) 为整 Moran 集, 则

dimBe(M({mi, ni, ti})) = lim sup
logm1m2 · · ·mk

logmktkn1n2 · · ·nk−1
.

关于谱的分布这个课题,这里的问题很多,但研究成果很少. 值得我们进一步深入地、系统地展开

研究.

6 谱特征值问题

对于一维谱集, 人们普遍认为它们都仅有有限个包含原点的谱 (这个猜测还没有得到证明). 而对

于奇异谱测度, 普遍的猜测是:

猜测6.1 所有的奇异连续谱测度都有无穷多个包含原点的谱.

14
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猜测 6.1对所有已知的奇异连续谱测度都成立. 然而目前我们对谱测度的认识仅限于一些具有相

似性质的分形测度. 因此, 很难对这个猜测给出判定. 在这里我们针对容许对和谱对, 提出以下较为具

体的问题和猜测.

问题6.1 当 (b,D) 为容许对时, 上述猜想对自相似谱测度 µb,D 是否成立?

猜测6.2 任给奇异连续谱对 (µ,Λ), 存在无穷多个实数 t 使得 (µ, tΛ) 也是谱对.

实际上, 猜测 6.2 代表了近年来形成的一个新课题: 谱特征值问题. 该问题主要有以下两种形式:

定义6.1 设 µ 为奇异连续谱测度.

第一型谱特征值问题: 任给谱对 (µ,Λ), 刻画 t ∈ R 使得 (µ, tΛ) 也是谱对.

第二型谱特征值问题: 刻画 t ∈ R 使得, 存在谱 Λ, 使得 tΛ 也是 µ 的一个谱.

谱特征值现象是 Strichartz[73] 在 2000 年首先发现的, 两年后 Laba-Wang[54] 再次独立发现该现象,

10 多年后 (2016 年) Dutkay-Haussermann[25] 首次系统研究第一型谱特征值问题. 谱特征值问题是奇

异连续谱测度特有的问题, 更有意思的是不同谱特征值给出的谱对应的 Fourier 级数有不同的收敛或

者发散性质 (见文献 [23, 73, 74])(注: Dai[12] 也是最早研究第一型谱特征值问题的工作之一, 由于前面

已有详细介绍, 这里不再重复). 关于第一型谱特征值问题的猜测 6.2, 现有完整的成果不多, 主要集中

在一些非常特殊的自相似谱测度及其典型谱等方面. 这里有很多简明的问题, 如:

问题6.2 任给 k > 1, 关于 µ3q,{0,1,2+3kq} 及其典型谱, 猜测 6.2 是否成立?

问题6.3 t ∈ N 何时为谱对 (µ4,{0,2},Λ4) 的谱特征值?

这里 Λ4 是 µ4,{0,2} 的典型谱, 见 (1.2), 或者:

Λ4 :=

∞∪
k=1

({0, 1} + 4{0, 1} + · · · + 4k−1{0, 1}) =

∞∑
k=1

4k−1{0, 1}.

关于问题 6.3, 已有不少认知. 例如, 任给素数 p > 3, 对所有自然数 n, pn 都是谱对 (µ4,{0,2},Λ4) 的谱

特征值,但 3N都不是. 关于第一型谱特征值的认识仍在开始阶段. 作为对比,对第二型谱特征值问题,

大部分已知的分形谱测度都有完整的刻画 [36, 37]. 本节仅利用 µ4,{0,2}, 简单描述文献 Fu-He-Wen[37] 关

于第二型谱特征值的相关结论和证明思路.

定理6.1 (Fu-He-Wen[37]) 实数 t ∈ R 是 µ4,{0,2} 的第二型谱特征值的充要条件为 t 是两个奇数

的商.

该定理的必要性证明需要详细分析 µ̂4,{0,2}的零点集结构,而充分性证明的思路为:对 I = i1i2 · · · ∈
{−1, 1}∞, 定义

ΛI
4 =

∞∑
k=1

4k−1{0, ik}.

则所有 ΛI
4 都是 µ4,{0,2} 的谱 (具有连续势). 利用这些候选谱, 可以证明定理 6.1 的充分性, 以及下面

的猜测 6.3 对 µ4,{0,2} 是成立的 (详见文献 [35]).

猜测6.3 若奇异连续谱测度 µ 有谱特征值 t, 则有无穷多个谱 Λ(数量应该具有连续统的势), 使

得 tΛ 也是谱.

接下来重点介绍第一型谱特征值的一些方法和结果.关于奇异连续谱测度的第一型谱特征值的一

个基本问题是:

问题6.4 任给奇异连续谱对 (µ,Λ) 与素数 p, 判定 pn 是否为该谱对的谱特征值.
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以谱对 (µ4,{0,2},Λ4) 为例. 若 t 为谱特征值, 则它一定是奇数 (否则 tΛ4 不是正交集); 并且, 若 t

是 Λ4 的谱特征值, 则 −t 也是 Λ4 的谱特征值. 因此, 我们可以假设 t ∈ 2N− 1, 并通过它的 (四进制)

循环节来验证是否为谱特征值 [12, 45]:

定理6.2 任给 t ∈ 2N− 1, 则下列条件等价:

(i) t 为谱对 (µ4,{0,2},Λ4) 的非谱特征值;

(ii) 存在关于 (4, {0, t}) 的非零整循环 X = {x0, x1, . . . , xn−1} ⊂ Z 满足

xk+1 =
xk + tck

4
, ck ∈ {0, 1}, 0 6 k < n, xn = x0.

(iii) 存在 ck ∈ {0, 1} 使得

t
c0 + 4c1 + · · · + 4n−1cn−1

4n − 1
∈ N,

(iv) T (4, {0, t}) ∩ N ̸= ∅.

(v) tΛ4 为极大正交集.

注6.1 定理 6.2(iii)的一个直观解释是: 存在 j ∈ N,使得 j
t = (0.cn−1 · · · c1c0)(4),即 t有一个由 0

和 1 组成的四进制的 (非平凡) 循环节. 如: 1
3 = (0.1)(4), 因此 3 不是 (µ4,{0,2},Λ4) 的谱特征值. 由于 t

的循环节自然是 kt的循环节,因此当 t不是谱特征值时 kt都不是谱特征值.但是反过来不对,容易验

证 11和 31都是 (µ4,{0,2},Λ4)的谱特征值,而 341 = 11×31不是它的谱特征值 (注: 7
341 = (0.00111)(4)).

定义6.2 若 t ∈ N 不是谱对 (µ4,{0,2},Λ4) 的谱特征值, 而 t 的真因子都是 (µ4,{0,2},Λ4) 的谱特

征值, 则称 t 为 (µ4,{0,2},Λ4) 的本性非谱特征值.

为了进一步讨论谱特征值问题, 我们需要一些经典数论知识.

设 gcd(b, t) = 1, 由欧拉定理可知

bφ(t) = 1 (mod t),

其中 φ(t) 为欧拉函数. 一般情况下, 欧拉函数不是满足上式的最小的自然数. 因此, 我们定义

Ob(t) = min{k : bk = 1 (mod t)},

并称之为 b 模 t 的阶, 显然 Ob(t) | φ(t). 关于这个阶, 有以下著名的猜想和常用性质 (猜想 6.1 和定理

6.3):

猜想6.1 (Artin猜想) 若 b ̸= −1且不是完全平方数,则存在无穷多个素数 p满足 Ob(p) = p− 1.

定理6.3 设 gcd(b, t) = gcd(b,m) = gcd(b, n) = 1. 则下列陈述成立:

(i) Ob(mn) = lcm(Ob(m), Ob(n)).

(ii) 任给 n > 1, 则

Obn(t) =
Ob(t)

gcd(Ob(t), n)
.

(iii) 当 n 6 ℓb(t) 时, Ob(t
n) = Ob(t); 当 n > ℓb(t) 时, Ob(t

n) = Ob(t)b
n−ℓb(t), 这里

ℓb(t) = max{k : Ob(t
k) = Ob(t)}.

记模 t 的商群为

Zt =
Z
tZ

= {[0]t, [1]t, . . . , [t− 1]t}.
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它的乘法子群

Gb(t) = {[b]t, [b
2]t, . . . , [b

Ob(t)]t = [1]t} ⊂ Zt (6.1)

在研究第一型谱特征值中起着十分重要的作用, 如以下关于定理 6.2 的细化结果:

定理6.4 若奇数 t 是谱对 (µ4,{0,2},Λ4) 的本性非谱特征值, 则下列条件等价:

(i) 存在关于 (4, {0, t}) 的非零整循环 X = {x0, x1, . . . , xO4(t)−1} ⊂ Z 满足

xk+1 =
xk + tck

4
, ck ∈ {0, 1}, 0 6 k < O4(t), xO4(t) = x0.

(ii) 存在 ck ∈ {0, 1} 使得

t
c0 + 4c1 + · · · + 4O4(t)−1cO4(t)−1

4O4(t) − 1
∈ N.

(iii) 存在 x ∈ N 使得

{[4jx]t}O4(t)
j=1 ⊂ T (4, {0, t}).

在上述结论中, O4(t) 是满足要求的最小正整数.

定理 6.2 与定理 6.4 在 N-Bernoulli 谱测度中都有相应结果. 利用它们可以得到: (i)猜测 6.2 对谱

对 (µ4,{0,2},Λ4) 成立; (ii) 有无穷多个关于谱对 (µ4,{0,2},Λ4) 的本性非谱特征值.

针对基本问题 (问题 6.4), Dutkay-Haussermann[25] 给出了以下结果.

定理6.5 设奇数 t > 12, 若存在整数 k, −2 6 k 6 12 但 k ̸= 0, 1, 4, 使得 [k]t ∈ G4(t), 则 t 为谱

特征值.

同时, 结合上述理论, 他们得到了以下推论.

推论6.1 任给素数 p > 3 与 n ∈ N, 则 pn, 4n + 1, 4n − 3, 2 · 4n ± 1 等都是谱对 (µ4,{0,2},Λ4) 的谱

特征值.

并且, 他们还在论文中给出了下述具有启发意义的两个定理和一个猜测.

定理6.6 设 p1, p2, . . . , pr 为两两不同的奇素数. 记 li 为满足下式的最大值

plii | lcm(O4(p1), O4(p2), . . . , O4(pr)), 1 6 i 6 r.

如果数 p
ℓ4(p1)+l1
1 p

ℓ4(p2)+l2
2 · · · pℓ4(pr)+lr

r 为谱对 (µ4,{0,2},Λ4)的谱特征值,则对所有 ni > 0有 pn1
1 pn2

2 · · · pnr
r

都是谱对 (µ4,{0,2},Λ4) 的谱特征值.

定理6.7 奇数 t ∈ 2N− 1 是谱对 (µ4,{0,2},Λ4) 的谱特征值, 如果下列条件成立:

(i)任给 t′ | t, t′ < t, t′ 是谱对 (µ4,{0,2},Λ4) 的谱特征值;

(ii)存在 n > 0 使得

O4(t) > min

{
2n⌈ t

3 · 4n
⌉
}
, (6.2)

其中 ⌈x⌉ = min{k ∈ Z : x 6 k} 为上取整函数. 特别地, 如果只有 (6.2) 成立, 则 t 不是本性非谱特征

值.

利用定理 6.7, 可以得到很多有意思的推论 (见文献 [25] 等). 如果将这些工作与 Artin 猜想结合

起来, 自然可以得到更多有意思的结果. 我们以 Dutkay-Haussermann 的以下猜测来结束本节.
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猜测6.4 设 q = pk1
1 pk2

2 · · · pkr
r 为奇数 q 的素数分解且 3 - q. 若

O4(p1), O4(p2), . . . , O4(pr), p1, p2, . . . , pr

两两互素, 则 q 为谱对 (µ4,{0,2},Λ4) 的谱特征值.

7 奇异谱测度的 Fourier 级数敛散性

本节讨论奇异谱测度的 Fourier级数的收敛和发散性质. 该课题起源于著名数学家 Strichartz的奠

基性工作 [73, 74]. 本节将直观阐释文献 [73, 74] 及 Dutkay-Han-Sun[23], Fu-Tang-Wen[38] 和 Pan-Ai[68]

在该课题研究方面取得的一些进展.

本节总假设 µ为 R上的一个紧支 Borel概率测度.因此,可自然考虑关于测度 µ绝对可积的函数

空间 L1(µ) 的 Fourier 级数理论. 具体地,

定义7.1 设 f ∈ L1(µ), 且 Λ ⊂ R 是一个离散集. 定义函数 f 的 Fourier系数为

f̂(λ) =

∫
f(x)e−2πiλxdµ(x), (λ ∈ Λ), (7.1)

定义函数 f 的 Fourier级数为如下三角级数

S[µ, f ](x) ∼
∑
λ∈Λ

f̂(λ)e2πiλx, (x ∈ Tµ), (7.2)

其中, Tµ 表示测度 µ 的紧支集. 定义 Fourier 级数 S[µ, f ] 的部分和为

SN [µ, f ](x) =
∑

λ∈Λ∩[−N,N ]

f̂(λ)e2πiλx, (x ∈ Tµ, N ∈ N). (7.3)

注7.1 对于奇异测度 µ 而言, 由于式 (7.1) 和式 (7.2) 在形式上分别对应于圆周群 T := R/Z 上
Lebesgue 可积函数 f ∈ L1(T) 的第 n 项 Fourier 系数

f̂(n) =

∫
f(x)e−2πinxdx, (n ∈ Z),

和 Fourier 级数

S[f ](x) ∼
∑
n∈Z

f̂(n)e2πiλx, (x ∈ T),

故文献 [73,74] 分别将式 (7.1) 和式 (7.2) 称作伪 Fourier 系数和伪 Fourier 级数. 为表述方便起见, 本

文将采用术语 Fourier 系数和 Fourier 级数.

固定一个奇异测度 µ. 对于式 (7.2) 中函数 f ∈ L1(µ) 的 Fourier 级数 S[µ, f ], 有如下基本问题:

(a) Fourier 级数 S[µ, f ] 的展开式是否唯一?

(b) Fourier 级数 S[µ, f ] 是否收敛于 f? 若收敛, 它将在何种意义 (一致收敛、范数、点态) 下收敛?

(c) 是否有好的求和方法 (例如, Cesàro求和法, Abel求和法和 Poisson求和法)来讨论所有 L1(µ)函

数 (或所有连续函数) 的 Fourier 级数的 L1(µ) 极限 (或一致极限)?
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本节将围绕上述问题展开论述. 首先陈述 Fourier 级数收敛方式的定义.

定义7.2 称函数 f ∈ L1(µ) 的 Fourier 级数 S[µ, f ] 点态收敛于 f , 若

lim
N→∞

SN [µ, f ](x) = f(x) (x ∈ Tµ).

称连续函数 f 的 Fourier 级数 S[µ, f ] 一致收敛于 f , 若

lim
N→∞

∥SN [µ, f ] − f∥∞ := lim
N→∞

sup
x∈Tµ

|SN [µ, f ](x) − f(x)| = 0.

称函数 f ∈ Lp(µ)(p > 1) 的 Fourier 级数 S[µ, f ] 依 Lp(µ)- 范数收敛于 f , 若

lim
N→∞

∥SN [µ, f ] − f∥Lp(µ) = 0.

显然, 若 (µ,Λ) 是一个谱对, 则式 (7.2) 中函数 f ∈ L2(µ) 的 Fourier 级数 S[µ, f ](x) 依 L2(µ) 范

数收敛.

2000 年, Strichartz 在文献 [73] 中重点研究紧支一致齐次 Moran 测度 µ 的函数空间 L1(µ) 中连

续函数的 Fourier 级数的一致收敛性. 他的主要研究方法基于如下基本观察.

引理7.1 假设 (µ,Λ) 是一个谱对, f 是定义在 Tµ 上的一个连续函数. 若∑
λ∈Λ

|f̂(λ)| < ∞, (7.4)

则式 (7.2) 中的 Fourier 级数 S[µ, f ] 将在支集 Tµ 上绝对收敛且一致收敛于 f .

注7.2 (1)该引理的结论非常强: Fourier级数 S[µ, f ] 绝对收敛意味着对它进行重排不影响级数

的收敛性; 一致收敛性意味着 Fourier 级数 S[µ, f ] 的展开式是唯一的, 这在条件 (7.4) 下回答了上述

问题 (a). 另外, 由该引理知: 若要讨论级数 S[µ, f ] 的点态收敛, 必须放弃式 (7.4) 中条件.

(2)文献 [73]中所考虑的齐次 Moran谱测度的支集是非离散的完全不连通集, 这可保证支集上的

特征函数均是连续函数. 因此, 文献 [73] 剩余的主要工作是在一些较为复杂的技术性条件下验证支集

上的特征函数是否满足条件 (7.4). 若满足该条件, 则特征函数有一致收敛的 Fourier 级数.

2006 年, Strichartz 在文献 [74] 中研究奇异谱测度 µ 的 Fourier 级数的一致收敛性、点态收敛性

和依范数收敛性, 其核心工具是 Dirichlet 核和 (Hardy-Littlewood) 极大算子理论. 本节将以自相似测

度 µρ := µρ,{0, ρ2 } 为例具体阐释 Strichartz的求和条件、方法和结果, 其中, ρ > 4为偶数. 稍后将会发

现文献 [74] 实质是要尝试回答上述问题 (b) 和 (c), 但并没有完全给出解答结果. µρ 的支集为自相似

集 Tρ :

Tρ =
∞∑
k=1

ρ−k
{

0,
ρ

2

}
=

{ ∞∑
k=1

ρ−kdk : dk ∈
{

0,
ρ

2

}}
. (7.5)

注意到该自相似测度 µρ 的典型谱集(参考文献 [11, 49]) 为

Λ :=
∞∪

n=1

Λn, Λn := {0, 1} + ρ{0, 1} + · · · + ρn−1{0, 1}.

每个 Λn 为 Λ 中基数为 2n 的子集, Strichartz 定义 Dirichlet核为

Kn(x, y) :=
∑
λ∈Λn

e2πiλ(x−y),
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且定义谱对 (µ,Λ) 的 Fourier 级数 S[µ, f ] 的第 n 个部分和为

sn[µρ, f ](x) =
∑
λ∈Λn

f̂(λ)e2πiλ·x. (7.6)

根据 (7.1) 可得

sn[µρ, f ](x) =

∫
f(y)Kn(x, y)dµρ(y) (x ∈ Tρ). (7.7)

定义7.1 定义部分和 sn[µρ, f ] 的极大算子为

Mf(x) = sup
n

|sn[µρ, f ](x)|.

定义 Hardy-Littlewood极大算子为

Mµρf(x) = sup
r

1

µρ(x− r, x + r)

∫ x+r

x−r

|f(y)|dµρ(y).

Strichartz[74] 证明 Dirichlet 核 {Kn(x, y)}∞n=1 是一个 “ 渐近单位” 或者 “逼近单位”. 即如下命题:

命题7.1 采用如上术语, Dirichlet 核 {Kn(x, y)}∞n=1 满足如下性质:

(i) (规范性)
∫
Kn(x− y)dµρ(y) = 1 对所有 x ∈ Tρ 和所有 n ∈ N 成立;

(ii) (一致有界性) 对于偶数 ρ > 4, 存在一个仅依赖于 ρ 的常数 C 使得∫
|Kn(x, y)|dµρ(y) 6 C 对所有的 x ∈ Tρ 和n ∈ N 成立.

对于偶数 ρ > 6, 存在一个仅依赖于 ρ 的常数 c 使得对于 ε = ρ
2(ρ−1)ρ

−ℓ(ℓ ∈ N) 有

|Kn(x, y)| 6 c

(
2(ρ− 1)

π

)ℓ(
π

ρ− 1

)n

对所有n > ℓ 和|x− y| > ε成立.

(iii) (一致集中性) 令 ε = ρ
2(ρ−1)ρ

−ℓ(ℓ ∈ N). 则存在一个仅依赖于 ρ 的常数 c 使得∫
|x−y|>ε

|Kn(x, y)|dµρ(y) 6 cηn−ℓ 对所有的 x ∈ Tρ 和n > ℓ 成立,

其中 η := 1
ρ + π

2(ρ−1) < 1.

注7.3 针对奇异测度定义的 Dirichlet 核与圆周群 T 上的 Dirichlet 核 DN (x) :=
∑n

j=−n e2πijx

有着显著差异.事实上, DN (x)并不是一个渐近单位 (参见文献 [50]),这是因为其 Lebesgue常数 LN =

∥DN∥L1(T) 满足 LN = 4
π2 logN + O(1). 另外, 也会存在奇异测度 µ 的 Dirichlet 核不是渐近单位, 且

∥Kn∥L1(µ) 呈幂次增长速度, 见下文的定理 7.4(ii).

利用命题 7.1, 文献 [74] 得到部分和 sn[µρ, f ](x) 的一致收敛和点态收敛结果如下:

定理7.1 (i) 当 ρ > 4 时, 任意连续函数 f 的部分和 sn[µρ, f ] 一致收敛到 f .

(ii) 当 ρ > 6 时, 任给 f ∈ L1(µρ), 存在常数 c 使得

Mf(x) 6 cMµρf(x), ∀x ∈ Tρ.

故

lim
n→∞

sn[µρ, f ](x) = f(x), µρ − a.e. x ∈ Tρ.
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问题7.1 (Strichartz[74]) 定理 7.1(ii) 对 ρ = 4 是否成立?

关于函数 f ∈ Lp(µρ)(p > 1) 的部分和 sn[µρ, f ](x) 是否依 Lp(µρ) 范数收敛于 f 的问题可采用

Riesz-Thorin 插值定理 (参考文献 [50]) 处理. 具体地, 当 ρ > 4, 由命题 7.1(ii) 和式 (7.7) 可得

∥sn[µρ, f ](x)∥∞ 6 C∥f∥∞, ∀f ∈ L∞(µρ).

另一方面, 根据 Fubini-Tonelli 定理和命题 7.1(ii) 可验证

∥sn[µρ, f ](x)∥1 6 K∥f∥1, ∀f ∈ L1(µρ).

利用 Riesz-Thorin 插值定理得

∥sn[µρ, f ]∥Lp(µρ) 6 K∥f∥Lp(µρ), ∀f ∈ Lp(µρ), 1 6 p 6 ∞.

因此,

lim
n→∞

∥sn[µρ, f ] − f∥Lp(µρ) = 0, ∀f ∈ Lp(µρ), 1 6 p < ∞.

Strichartz 将处理 µρ 的技巧与方法应用于一致齐次Moran 谱测度的研究工作, 得到了一些类似的结

果. 同时, 他提出一个问题 (见文献 [74] 第 336 页最后一段): 该类结果对于更加一般的谱测度及其谱

是否成立呢? 受此启发, Fu-Tang-Wen[38] 开始研究一般齐次 Moran 测度 µP 的 Fourier 级数的收敛性

质. 主要在 2个方面完成了 Strichartz结果的推广: 1)测度的压缩比的倒数及数字集的选取可以无界;

2) 给定测度 µ, 谱的选取有连续势个. 具体地, 齐次 Moran 测度 µP 可以表述为如下无穷卷积形式

µP := δρ−1
1 D1

∗ δ(ρ1ρ2)−1D2
∗ · · · , (7.8)

其中, 正整数列 P = {ρn, dn}∞n=1 和数字集合 Dn = {0, dn} 满足 ρn > 2, 0 < dn < ρn. 显然, 测度 µP

的支集为

TP :=

∞∑
n=1

1

ρ1 . . . ρn
Dn =

{ ∞∑
n=1

d(n)

ρ1 . . . ρn
: d(n) ∈ Dn

}
(⊆ [0, 1]).

文献 [1, 21,42] 已经在测度 µP 的谱性质研究方面取得了一些成果. 假设

Pn = ρ1ρ2 . . . ρn, dn = 2lnd′n, ρn = 2ln+1ρ′n,

其中, d′n ∈ 2N− 1且 ln ∈ N0, ρ′n ∈ N. 易验证,对于任意一个无穷词 σ = σ1σ2 · · · ∈ {−1, 1}N,如下集合

Λσ = P1

{
0,

σ1

21+l1

}
+ P2

{
0,

σ2

21+l2

}
+ · · · + Pn

{
0,

σn

21+ln

}
+ · · ·

构成测度 µP 的一个正交集. 类似于 (7.2), 定义 f ∈ L1(µP) 的 Fourier 级数如下

Sσ[µP , f ](x) =
∑
λ∈Λσ

f̂(λ)e2πiλx (λ ∈ Λσ),

考虑 (截断) 部分和如下

sσn[µP , f ](x) =
∑

λ∈Λσ|n

f̂(λ)e2πiλx, (n ∈ N), (7.9)

其中 σ|n = σ1 · · ·σn ∈ {−1, 1}n,

Λσ|n = P1

{
0,

σ1

21+l1

}
+ P2

{
0,

σ2

21+l2

}
+ · · · + Pn

{
0,

σn

21+ln

}
.

文献 [38] 的主要结果陈述如下.
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定理7.2 假设测度 µP 如式 (7.8)所示,对每一个 n ∈ N均存在离散集 Cn ⊆ Z使得 (ρn, Dn, Cn)

构成 Hadamard 对, 并且 P = {ρn, dn}∞n=1 是一列正整数使得 0 < dn < ρn. 记 r, ln 和 mn 分别如下:

r := sup
n>1

dn
ρn

, dn = 2lnd′n, ρn = 2ln+1ρ′n, mn = min
j>n

ρj ,

其中 ln ∈ N ∪ {0}, ρ′n ∈ N, 且 d′n 是奇数. 假设

cr := sup
n>1

(
1

ρn
+

rπ

2ln+1(1 −m−1
n+1)

)
< 1.

则对于每一个 σ = σ1σ2 . . . ∈ {−1, 1}N, 均有如下结论成立.

(i)若 f ∈ L∞(µP) 在点 x ∈ TP 连续, 则 lim
n→∞

sσn[µP , f ](x) = f(x). 进一步, 若 f 在集合 TP 上处处

连续, 则 sσn[µP , f ](x) 在紧集 TP 上一致收敛于 f(x).

(ii)若 f ∈ Lp(µP)(1 6 p < ∞), 则 lim
n→∞

∥sσn[µP , f ](x) − f(x)∥p = 0.

(iii)若 P = {ρn, dn}∞n=1 满足

er := sup
n>1

(
rπ

2ln(1 −m−1
n+1)

)
< 1,

则对于任意的 f(x) ∈ Lp(µP)(p > 1), 有 sσn[µP , f ](x) 点态收敛于 f(x), 关于测度 µP 几乎处处成立.

注7.4 该定理的证明依赖于 Strichartz[74] 发展起来的 Dirichlet 核和极大算子理论技巧. 同时也

依赖于测度本身的一些性质,比如需要验证测度 µP 满足加倍性质: 存在常数 c > 0使得 µP(x−2r, x+

2r) 6 cµP(x− r, x + r) 对于任意的 x ∈ TP 和 r > 0 成立. 这确保可以使用 Vitali 覆盖定理等几何测

度论工具. 另外, 由证明过程可知, 该套方法实质上并不需要预先假设 (µ,Λ) 构成一个谱对, 只需要离

散集 Λ 构成测度 µ 的一个 (极大) 正交集即可.

鉴于本文第 4, 5, 6 节提供了大量的谱对 (µ,Λ), 因此一个自然的问题是:

问题7.2 对于哪些谱对 (µ,Λ), 可以得到类似于定理 7.1 和定理 7.2 的结果?

注意到式 (7.6) 和式 (7.9) 中的部分和不是式 (7.3) 中所定义的部分和, 它们实质上是一种截断求

和方式, 并不能全面反映 Fourier 级数收敛性质. 换言之, 定理 7.1 和定理 7.2 并没有给出问题 (b) 和

问题 (c) 的完整解答. 因此, 文志英教授提出如下问题:

问题7.3 给定一个谱对 (µ,Λ). 若 N → ∞, 则式 (7.2) 中 Fourier 级数 S[µ, f ] 的部分和 SN [µ, f ]

(见式 (7.3)) 是否收敛于 f? 若收敛, 它将在何种意义 (一致收敛、范数、点态) 下收敛?

特别地, 对于四分 Cantor 测度 µ4,{0,2} 及其典范谱 Λ4 (见式 (1.2)), 若 f 是测度 µ4,{0,2} 的支集

上的一个连续函数, 是否有
∑

λ∈Λ∩[0,N ] f̂(λ)e2πiλx 点态收敛于 f?

2014 年, Dutkay-Han-Sun[23] 研究自相似谱测度的 Fourier 级数的发散性质, 为了更精确地陈述

他们的结果, 我们需要引入一些概念和记号. 假设 ρ > 1 是一个正整数, D,C ⊂ Z 是有限数字集使
得 0 ∈ D ∩ C, N := #D = #C 且 (ρ,D,C) 构成 Hadamard 三元组. 考虑迭代函数系统 {σc(x) =

ρ−1(x + c) : c ∈ C} 以及函数

mD(x) =
1√
N

∑
d∈D

e2πidx, mC(x) =
1√
N

∑
c∈C

e2πicx (x ∈ R).

定义7.3 称集合 C := {x0, x1, . . . , xp−1} 为 C-循环, 若存在元素 c0, c1, . . . , cp−1 ∈ C 使得 x1 =

σc0x0, . . . , xp−1 = σcp−2xp−2 且 σcp−1xp−1 = x0. 称 C 为极限 C- 循环, 若额外要求 |mD(xi)| = 1 对于

所有 i ∈ {0, 1, . . . , p− 1} 成立; 此时, 称 C 中的元素为极限循环点.
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Dutkay-Jorgensen[27–29](另一种证明方法参见文献 [31]) 证得如下结果.

定理7.3 假设 (ρ,D,C) 构成一个 Hadamard 三元组, 且令 Λ 为满足如下性质的最小集合:

(i) RΛ + C ⊆ Λ;

(ii) −C ⊂ Λ 对于所有的极限 C- 循环 C 成立.

则自相似测度 µρ,D 是一个谱测度, 且其谱为 Λ. 进一步, Λ 可具体表述为如下集合

Λ =
{
c0 + ρc1 + . . . + ρn−1cn−1 + ρn(−c) : c0, . . . , cn−1 ∈ C, n > 0, c 是极限循环点

}
. (7.10)

显然, 式 (7.10) 中离散集 Λ 满足性质 Λ = C + ρΛ, 并且可被写成 Λ = ∪∞
n=0Λn, 其中集合

Λ0 :=
∪

{−C : C 是极限 C- 循环}, Λn+1 := ρΛn + C (n > 0).

特别地, 若所有的极限 C- 循环 C 满足条件 C = {0}, 则谱 Λ = ∪∞
n=0(C + ρC + ρ2C + · · · + ρnC).

Dutkay-Han-Sun[23] 定义 Dirichlet核如下

Kn(x) :=
∑
λ∈Λn

e2πiλx (x ∈ R).

若 f ∈ L1(µρ,D), 则定义 Fourier 级数部分和为

sn[µρ,D, f ](x) =
∑
λ∈Λn

(∫
f(y)e−2πiλydµρ,D(y)

)
· e2πiλx =

∫
f(y)Kn(x− y)dµρ,D(y) (x ∈ R).

现陈述 Dutkay-Han-Sun[23] 的主要结果如下:

定理7.4 采用如上记号, 设

△ (NmC) := exp

(∫
log |NmC(x)|dµ(x)

)
. (7.11)

若 △(NmC) > 1, 则

(i) Dirichlet 核的 L1- 范数呈幂次增长速度, 即对于任意 1 < γ < △(NmL) 存在常数 C 使得当 n

充分大时有

∥Kn∥L1(µρ,D) :=

∫
|Kn(x)|dµρ,D(x) > Cγn.

(ii) 存在连续函数 f 使得 Fourier 级数在 0 处发散, 即函数列 {sn[µρ,D, f ](0)}n 无界.

注7.5 尽管定理 7.4考虑的也是对谱做截断求和方式,但由于此处考虑的是 Fourier级数的发散

性质, 故该定理在式 (7.11) 中的量严格大于 1 的条件下确定地回答了问题 (b). 缺点是该条件较难判

定, 需要计算机的帮助才行. 文献 [23] 将定理 7.4 分别应用于谱对 (µ4,{0,2}, tΛ4) 和 C = {0, t}, 其中,

t = 1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 证得: 只有分别取 t = 17, 23, 29 时, 其对应的式 (7.11) 中的量严格大

于 1, 故其对应的 Fourier 级数在原点发散.

2023 年, Pan-Ai[68] 采用极大算子这一工具给出满足加倍条件的谱测度 µ 的 Fourier 级数发散的

一个新条件,该条件可以确保存在一个 L1(µ)函数, 其 Fourier级数在一个 µ正测度集合上发散. 作为

应用, 他们验证了该条件对谱对 (µ4,{0,2}, 17Λ4) 成立.
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Abstract This article briefly introduces the core issues, important methods and recent significant advancements
in the theory of spectral measures on R. This contains the criterion for the spectrality of spectral measures, the
representation and distribution of spectra, spectral-eignevalues problems, and the convergence and divergence
problem of the associated Fourier series.
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