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线性约束凸规划的既约变尺度法

赖炎连 吴 方 桂湘云

( 中国科学院应 用数学所
, 北京 )

摘 要

本文将既约梯度法与无约束最优化中的变尺度法相结合
,

给出了一个新的算法
.

在与文献 [ 31 相同的假设下
,

证明了方法的收敛性
.

又在目标函教一致凸与其它假

设下证 明方法具有超线性速度
.

一 己 !
.

台、 J . ` 刁

对于线性约束凸规划的求解问题
,

现在已有许多解法
.

但在现有的许多方法中
,

或者没有

讨论收敛速度
,

或者收敛速度是线性的
.

在文献 【l] 中
,

对于包含线性等式与不等式约束的凸

规划问题
,

我们结合变尺度
一

与梯度投影法给出了一个解法
,

证明了方法的收敛性
,

并在目标函

数一致凸与其它一些假设下
,

证明了算法产生的点列超线性收敛于最优解
.

对于线性等式与

变量非负约束的凸规划问题
,

Wolf
e

在文献 【2] 中首先提 出了所谓的既约梯度法
,

通过降低

维数以减少计算量
.

然而他并没有对方法给出满意的收敛性证明
.

在文献 【3] 中
,

越民义和

韩继业提 出了一个新的转轴方法
,

在此基础上
,

运用摄动的技巧
,

给出了另一个既约梯度法
,

并

证明了方法的收敛性
.

其后
,

M c

co
r m i ck 在文献 〔4] 中给出了另一个既约梯度法

,

方法的计

算程序以及收敛性证明都比较简单
,

并且不用摄动的技巧
.

可是对约束条件的假设则比文献

【31 强得多
,

它要求约束系数矩阵 A 的任何 ” 阶子矩阵都是可逆的
.

另外
,

在文献 【3
,

41 中
,

都没有收敛速度的讨论
.

一般说来
,

这些方法的收敛速度都是线性的
.

在这里
,

我们对线性等

式与变量非负约束的凸规划问题
,

在与文献 〔3 」相同的关于线性约束的假设下
,

以文献 【21 的

转轴方法为基础
,

结合变尺度法
,

给出了一个既约变尺度法
,

证明了方法的收敛性 ;又在 目标函

数一致凸与其它一些假设下
,

证明了方法具有超线性的收敛速度
.

这里关于约束条件的假设

远较文献 〔4] 中为弱
,

而因无需摄动技巧
,

所以算法比较简单
.

二
、

问题
、

假设及记号

我们讨论下面的非线性规划求解问题
:

m i n j (劣 )
, ( 2

.

1)

这里 x ~ (
x : ,

朴
,

…

劣 〔 R

x ,

)
T 〔 E

n ,

可行集

R ~ {
:

{A x ~ b x ) 0 }
, ( 2

.

2 )

本文 1 9 8 0 年 7 月 3 1 日收到
.
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其中 A为一秩 m的 m大 。
矩阵

,

b ~ ( b : , b Z ,

… bm
) .T

在本文中
,

恒假设

l 。

) 可行集 R 满足非退化假定
,

也即它的任何基本可行解都有 m 个非零分量
,

从而任何可

行解都至少有 , 个正的分量
.

2 “

) f ( , ) 为一具有有界二阶连续偏导数的凸函数
,

并且水平集 { xl f (二 ) 镇 f (护) }有界
.

又为了证明超线性的收敛速度
,

在证明定理 斗
.

4 的结论 2 ) 与证明定理 4
.

6 时
,

我们进一步

假设

3 “

) 设 f ( ` ) 在 R 中为一致凸
,

从而保证了 了(幻 在 R 中有唯一的最优解 *x
.

4 “

) f (二 )的二阶偏导数满足 IL sP hc itz 条件

f, i (
劣 ) 一 f* i (

x *

) 一 o ( !!
x 一 二 *

{})
,

( 2
.

3 )

5。

) 在最优解
x *

处
,

严格互补条件成立
,

也即我们有

甲f (
x *

) ~ A 丁拌 + 夕
,

夕) 0
.

( 2
`

4 )

这里 甲 f (
: ) 表示 f (

: ) 在 x
处的梯度向量

, 产 〔 E ” ,

吞〔 E
” ,

并且 夕i ( z ~ 1 , 2
,

…
。

) 当
x

产> o

时为零
,

而当 才 ~ o 时取正值
.

在下文中
,

常用 I ,

了
,

Q
,

P表示下标集
,

而用 A , , A j ,

… 表示 由下标属于 I ,

了
,

… 的 A

的列向量组成的子矩阵
.

若下标集 I 中恰有 m 个元素
,

并且 A ,

非异
,

则称 I 为一基
,

而命

J ~ { l
,

2
,

…
n

}\ 1
.

又我们常用
: , y , : , d ,

… 表示一些列向量
,

而用 ix
,

iy
,

… 表示 x ,

y ,

… 的 第 j 个 分

量
,

用 x , , x 。
等表示由下标属于 I 或 Q的 ` 的分量组成的子向量

.

对于任何
x 〔 R ,

与任意基 了,

则 由 A x
~ b ,

可见
x ,
一 A 厂

, b 一 A于
, A , x , ,

( 2
.

5 )

也即基变量
x ;

的数值由非基变量
二 J 唯一确定

.

今设 S 为一
”
维列向量

,

为了使 S 成为点
x 处的可行方向

,

由 A 二 一 b 及 A (
x 十 又,

) ~ b ,

又> 0 可见必须

S ,
一 一 A厂

` A , S,
,

( 2
,

6 )

也即 s ,
由 s, 完全确定 ;义必须有 又。 > o ,

使
x z + 又5 , ) 0 ( o < 又《 凡。 )

.

( 2
.

7 )

这时若
x ,

~ A产b 一 A尸月 J x] > 0
,

自然对于充分小的 又> 0 ,

都有
x ,

+ 又S, 一 x ,

一 又A不
, A , S , ) o ,

( 2
.

5 )

于是 s 就是
x 处的一个可行方向

.

而 当
x , > o 不成立也即有 i 〔 Z ,

使
二、 一 O时

,

就不能保证

( 2
.

5) 式的成立
.

所以我们希望对于任何可行点
x ` R ,

能够选取基 I ,

使
x , > 0 ,

这时只要有

; 。 > 。 使 ( 2
.

7 ) 式成立
,

刃。末 、 一

(
一 A尸A

I )
s , 就成为

· 处的可行方向
·

在 R 满足非退化假定的假设 l “

) 下
,

文献 〔3] 中给出了一种新的转轴运算
,

根据这种转轴

运算
,

对于任何可行点
x 〔 R 与任何基 I

,

如果 x ,

> o 不成立
,

那末一定可以经过有限多次转

轴运算得到一个新的基 厂使 xI, > 0成立
.

转轴运算的具体步骤如下 : 设
二 为一可行解

,

I 为

一基
, 。 < l 为任一正数

, D c J 一 1 1 , 2 ,

… 时 \l 为任一下标集
,

命

E (
x , 。 ) 一 { I !

x j > s ,

l 成 1簇 n
}

,

( 2
.

9 )
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于是

,
/ 2

,

1 ) 若秩 ( 汉
: ( x , 。 )

) ~ ,
,

则到 3 )
,

否则到 2 )
.

2 ) 命
。 : 一 6 x (

二 的最小正分量 )
,

回到 1)
.

3 ) 命
x ,

~ m in x 、
.

若 x ,

> ` / 2
,

就命 I’ ~ I
,

『 ~ ` 、

D’ ~ D
,

停 正转轴
,

否则若 二杯
i 〔 I

到 4 )
.

4 ) 因为
r 〔 I ,

所以由 ( 2
.

5) 式可有
x ,

~
“ 一 沪xj

,

这里
“ 为一数

, ,

为一个
n

一 m 维列

向量
.

若有 j 〔 八 D 使 xj > 。
/ 2 及 , , 铸 。 ,

就取
x :

一 m
a x

{
x ,

! z 〔 八。 , x , > e
/ 2 , , ,

笋 o }
,

I 一 I 日 { S } \ {
,
}

, n ~ D U {
,

}
,

回到 3 )
,

否则到 5 )
.

5 ) 取
x :

一 m a x
互

x , 11 〔 J
, x i > 。

/ 2
, 。 ,

笋 o }
,

I ~ I U {
s
} \ {

r
}

, 刀 ~ {
,
}

,

回到 3 )
.

对于上述的转轴运算
,

文献 【3] 中证明了下面的性质
:

、

任取初始基 I。
,

正数
。 。 < l ,

下标集 0D 〔 0J
,

又设 {砂 } (左~ 1
,

2
,

… ) 为 一 列 可 行 点
.

在假设 1 “

) 下
,

对于 友) l ,

由 x 反 , I*一 , , 。 * 一 : ,

D * 一 :

依上述转轴步骤
,

最后得 到 I孟
一: , 。

又
一 : ,

D又
一 : ,

命 I * 一 I又
一: , 。 * 一 成

一 : ,

D * 一 D又
一 : ,

则有 。

x
少> 6 , / 2 ( i 〔 I , )

.

又若 {户
’

} 为 {尹 } 的一个收敛子序列
,

尹
`

“ *x (形” OO )
,

并且所有的 tI, 都等于同一 个 I ,

则必有”

x
产> o ( i 〔 I )

.

又若 {尹 } 为一收敛的可行点列
,

则在假设 l 。

) 下
,

转轴次数有限
,

也即对于充分大的 及
,

都

有
, ) I * ~ I , 一卜

对于任何基 I ,

由 ( 2
.

5 ) 式可见
: ,

个变量的函数 成幻 ~ 声(
x , ,

句 ) 在 R 中实际上是
n 一

。 个变量 为 ( l 〔 )J 的函数牙(
x , )

,

也即

牙(
x z ) 一 j (左于

`乡一 才厂
`才 , x , , x l )

.

( 2一 。 )

因此
n
维的规划问题 ( 2

.

1) 变成了
” 一 m 维的规划问题

,

m i n 了( 二
,

)
`

A
了

l b一 A
了

工 A z勺笋 o 气` ·

i ’ j

军 ]》 0

用 甲了( xj ) 表了( x] ) 在 x] 处的梯度向量
,

则有

甲了(
x ] ) 一 甲 J f ( 万 ) 一 ( 才厂

,才 J )
T守;

f (二 )
,

.( 2
.

22 )

口汉
x
)] 称为 f伽 ) 的既约梯度

,

以下记

d (
x z ) ~ 一甲了(

x J )
.

( 2
.

1 3 )

/ S
, 、

_
_

. 、 . _ .

_

今设 S ~ (
_一

! 为 x 处的一个可行方问
,

则因
\百 J /

甲 f (、 ) ` s ~ 一甲 , f (
二

)
了
(汉矛

`左了s ] ) + , , j (二 )
了 S , ~ 一 d ( x , )

了 5 2 , ( 2
.

1斗)

i ) 见文献 〔3」 T h e o : e
m 2

.

2 ) 见文献 [ 3 ] p r o p o s : t i o n 4
.

3 ) 见文献 〔3 ] T h e o r o m 7
·
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所以当
J (

x z
)

了 5 2 > o ( 2
.

15 )

时
,

可行方向 s 是一下降方向
,

又若 丫为 了(劝 在直线 x’ + 貂 上的一个局部最优点
,

则必

d (
x

乡)
T S了 ~ 一甲 f(

x ’

)
T S ~ 0

,

( 2
.

16 )

三
、

既约变尺度法

在这一节 中
,

我们将以转轴运算作基础结合变尺度法与既约梯度法提出以下的既约变尺

度算法
,

并作了说明
.

既约变尺度法的具体步骤如下
.

0) 任取初始可行点 犷
,

基 I。
,

正数
8 。

< 1
,

下标集 OD C OJ
.

命 交一 1
.

l ) 对
x 花 , I卜

, ,
。 * 一 , ,

D卜
:

作上节中所述的转轴运算
,

最后得 到 I * , s * > 0 , D *仁 J* ,

并

且有 砖 > 。 * / 2 (对任何 i 〔 八)
.

命

g * ~ { z !
x
乡~ o , 1 成 ] 簇 。

}
,

( 3一 )

则必 Q*〔 入
.

又由 ( 2
.

1 2 ) 及 ( 2
.

13 ) 式确定负既约梯度

d “ 一 d (
x

熟) 一 一甲双
`

;
、 .)

2 ) 定义
” 一 。 维向量 产如下

: 对于 j 〔 八
,

命

若 对 蕊 君
,

梦
,

若 对 > 心
.

( 3
.

2 )
,d

欠j
.

尺]、

廿XJf
、
l

ù
友
·

J
V
护

若 尹 一 。 ,

由定理 4
.

1 ,

尹 即为凸规划问题 ( 2
.

1) 的最优解
,

计算停止 ;否则到 3 )
.

3 ) 若 友~ l 或 左> 1 ,

但 I * 铸 I , 一: ,

或 交> l , I , ~ I , 一 、 ,

且有 z 〔 Q , ,

使 d; > 0 ,

则命

S ; 、 一 , 无 ,
`

( 3
.

3 )

而到 6 )
.

若 受> 1 ,

八 一 I * 一: ,

而 雌、 簇 o
,

则到 D
.

4 ) 若 I *一 ,

笋 I卜
:

或 I卜
,

~ I* 一 2 ,

但 Q , 转 Q*一 : ,

则命

H * ~ p 。 , ,

( 3
·

4 )

而到 5)
.

这里 尸处 是一个
, 一 m阶投影矩阵

.

设 “ 为一个
, 一 m 维列向量

,

其分量的下标只

属于 人
,

则 ` 一 p口护 的分量 留 i( 1 〔 了口满足
阳 , ~ o ( z 〔 Q* )

, 留 , 一 。 s ( ,议 p * )
.

若 I卜
:

一 I卜
: ,

而 Q、 一 p *一 :

(由引理 3
.

1的后一半
,

对么 一定由 ( 3
.

7 ) 式所定 义
,

所以

“ *一 ,

已有定义 )
,

则命

H
` _ ,

△ d左一 `
(△ d走一 `

)
了
H

奋_ :

△ 尤季厂
’

(△ x 字厂
`

) T

月 `
~ 月 占 _ ,

一

一—
一

一
、 叮一寸了护~ 了` 甲一

,

(△ d 欠一 ,

)
`

H *一 ,△ d 弋一 ,

戈△ 义少万
`

)
`
△ d 弋一几

( 3
.

5 )

这里

而到

而到

( 3
.

6 )
弓)

.

5 ) 命

△衬杯
`

~ 弓、 一 对就
,

△ d 食一 ,
一 砂 一 d凌一 ` ,

S今、 一 月
尺汀天 ,

( 3
.

7 )

6 )
.

6 ) 命
s、 一

, 、 、 , 、。 ,
,

、 一

(纷
~ J 欠

( 3
.

8 )
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由下面定理 斗
.

2
,

尹 为 砂 的一个可行下降方向
.

用 砂十 `

表示 f (、 )在直线段
二 一 x 及 + 又S友 , 又 > o , x 〔 R ( 3

.

9 )

上的最小点
,

然后命 化为 左十 1
,

回到 1 )
.

以上是既约变尺度法的计算步骤
,

现在对它作些说明
.

从算法可见
:

必、 由 ( 3
.

3 ) 或 ( .3 7 ) 式所定义
,

后者适用于 友> 1 ,

八 一 I卜
: ,

而 d氛镇 0

的情形
,

而前者适用于其它情形 ;又 S入则都由 ( 3
.

5) 式所定义
.

引理 .3 1
.

若 I * 一 八
一” 且必 , 由 ( 3

.

3 )式定义
,

则必 Q* + 、
匀口* ;故若 I* 一 I卜

; ,

且 Q杆
:

。

p * ,

则 必、一定由 ( .3 7 ) 式定义
,

所以一定有 d入成 0
.

证
.

按照算法
,

对于 I* 一 I卜
1

的情形
,

当且仅当有 汪 口, ,

使毋 > 0 时
, S入才由 ( .3 3 )

式所定义
,

对于此 1
,

仍由算法可见

S梦~ 夕梦~ d梦> o ,

因此
x

夕
十 `

~
x
梦+ 又S梦> o ,

从而 1杖口妊
、 ,

所以 p杆
,

匀 Q*
.

引理 3
.

1 的后一半是前一半的自然推论
.

弓l理 .3 .2 若 必 , 由 ( .3 7 ) 式所定义
,

则必
S今, 一 0 ,

( 3
.

10 )

刀
、

而 Q* + I
D Q ,

.

证
.

用
。

表任何分量下标只属于 了* 的 。 一 , 向量
,

而命 护 ~ H砂
,

如能证明 码
, 一 0 ,

( 3
.

1的 式便成立
,

从而得到引理的结果
.

今用 l( 毛劝 表示这样一个正整数
,

即 :

必
,

( l 成 h 蕊 劝 都由 ( 3
.

7 ) 式定义
,

且 H ,一凡
, ,

而 H仄l < h 毛 初 则都 由 ( 3
.

5) 式所定义者
.

根据算法可有
I , 一 I ,+ :

~
· ·

一
I* ,

Q ,
~ Q , + :

~
· ·

一 g *
.

( 3
.

1 1 )

因为 lj 一 lJ +1 一
· ·

一 了* ,

所以由 肠
, 的定义可见 留合, 一 砂 6

, 一 0 ,

又因 Q , 的定义 ( 3
.

1)

式及 必 + :
一 lQ

,

所以 钻森: 一 场
`

一 o ,

从而

△均、
:

一 砧森: 一 巧
, 一 0 ,

因此由 ( 3
.

勺 式可见
,

由 留乡
, 一 0 可以推出 留占粼 一 0 ,

同样
,

又由 留乙粼 一 o 可 以推出 ` 舀赶 ~

0 ,

…
,

直至 留氛一 0
.

引理证毕
.

引理 .3 3
.

由 ( 3
.

4 )
,

( 3
.

5) 式所定义的 H * 是一个
。 一 。 阶半正定对称矩阵

.

命 p * 一 J八

么
,

而用
“
表任何分量下标只属于 八

,

并且
。 尸 , 铸 0 的 ” 一 m 维向量

,

则必

。

TH 护 > 0
.

证
.

若 H , 由 ( 3
.

4 ) 式所定义
,

则由投影矩阵的性质
,

可见 H * 具有要求的性质 ; 而若 H ,

由 ( 3
.

5 ) 定义
,

则 H * 的有关性质可以通过对传统的证明稍加变化
,

而从 H卜
:

的对应性质推

出
,

这里从略
.

四
、

既约变尺度法的收敛性

本节将证明
: 在第二节的假设 1 “

)
,

2 。

) 下
,

由算法产生的点列 笼砂 } 的任何极限点都 是

问题 ( 2
.

1) 的最优点 ;而在假设 1 。

) 一 5 。

) 下
,

护 超线性收敛于问题 ( 2
.

1) 的唯一最优点
.

定理 .4 1
.

设 二 〔 R ,
I 是一基

, x ,

> 0 ,

则 / 是问题 ( 2
.

1) 的 K 一 T 点的充要条件
,

是依 ( 3
.

2 )
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式所定义的
, 一 。 维向量

夕 ~ o ,

( 4
.

1 )

, 的分量 iy 只当 1 〔 ] 时才有定义
.

证
.

`
是 K一 T 点的充要条件是有常向量 拜 〔 E附 及 口〔 E

” ,

使

甲 j (
x

) ~ A ) + 夕
,

夕T x
~ o ,

声 ) 0
.

( 4
.

2 )

因为
x , > o ,

所以必须 声
, ~ 0

.

因此 ( 4
.

2 ) 式又等价于

7 ,

f ( x ) ~ 刀子户
,

7 了/ (二 ) 一 A歹产 + 口z ,

尽J
x z ~ 0 ,

声z ) o ,

或即伽 ~ (才了犷
, 7 , f。 ) )

吞z 一 一 d (
x , ) ~ 甲 , f ( : ) 一 ( A厂

, A z )
T甲 , f (

二 ) ) o , d (
x , )

T x , 一 o ,

( 4
.

3 )

而这又等价于 ( 4
.

1) 式
.

当 了(
:

) 为凸函数时
, x
是问题 ( 2

.

1) 的最小点的充要条件是
x

一

也是一个 K 一 T 点
,

所以

( 4
.

1) 式也是
x
是最小点的充要条件

.

定理 4 1证毕
.

定理 .4 2
.

设 产笋 0 ,

则由 ( 3
.

5) 式定义的 乎 是 必 处的可行下降方向
.

证
.

因为 I , 是经过转轴而得的基
,

所以
x

入> 0
.

又由 ( 2
.

6 ) 式
,

S入~ 一 A褚才
,沪;

, ,

所

以为了证明 乎 的可行性
,

只要证明
:
存在 又。 > 0 ,

使对 0 < 几《 又。 中的 几都有 ( 2
.

、 ,

式
,

或即
x ,乏 + 又S;

、 ) o ( o < 兄簇 又。 ) ( 4
·

4 )

成立
.

为此又只须证明
: 对于外 < 0 的 夕〔 J* 有 ix > ;0 又为了证明 乎 的下降性

,

只要证明

( 2
.

1 5 ) 式或

( d友)
T S; * > 0 ( 4

·

5 )

成立
.

按照算法
,

若必 , 由 ( .3 3 ) 式定义
,

由 ( .3 2 ) 式可见
: 对于 了* 中的 j ,

必 一 岭 只在 砖 > o

时才能为负
,

所以 砰 为可行方向 ;又

(、 ` )
T s乡, 一 艺 (刁乡)

,

+ 见
x
梦( 、夕)

,

) o ,

d
资,

`

梦 小
,

梦

并且上式只在 产 ~ 。 时为零
,

所以对于这种情形
,

乎 的确是 护 处的可行下降方向
.

又若 必, 由 ( 3
.

劝式定义
,

由引理 3
.

2 可知
,

脂, 一 ;0 所以对于这种情形
,

使 ( 4
.

4 ) 式成 立

的 又。一定存在
.

又因 产笋 0 ,

且 雌 , 提 0 ,

故必有 ]双 p * ,

使 时 并 o ,

而由引理 .3 3
,

一定有

( d互)
T S ;

、 一 ( d 无)
T
H , J及 > o ,

从而 乎 也是 产 处的可行下降方向
.

定理 4
.

2 证毕
.

定理 .4 3
.

设 {产
’

} 为 {产 } 的一个收敛子列
,

砂
’

” 二 * ; 又设对每一 形
,

必又
,

都由 ( 3
.

3 ) 式

所定义
,

则 *x 必为凸规划问题 ( 2
.

1) 的最优解
.

证
.

因为 只有有限多个可能的基
,

故在 {砂
`

} 中必可选出一个子列
,

使相应的 八
,

都相等
,

因此不妨假设所有的 八
,

都等于同一个 I ,

由第二节中所述的转轴性质可知
x
产> 0

.

今若 *x 非最优解
,

先证必有正数 占 > 0 及 自然数 K
l ,

使对一切 军 ) K
,

都有

( d 友
`

)
了 S;

`

~ ( J 左
`

)
T夕左

’

) 占 > 0
.

( 4
.

6 )

事实上
,

用 8
表示最小的非零 {君 ! 与最小的非零 才 中的较小者

,

不妨假设
` < 1

.

因 尹 非最
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优解
,

由定理 4
.

1 可知
,

夕*

尹 。 ,

所以或者存在 少〔 了使 刃 > 0 及 才 ~ 0
,

或者存在 汪 J
,

使

君 笋 0 及 才 > 0
.

因为偏导数的连续性
,

所以 时
’

” d梦
,

对
`

” 对
.

故对前一种情形
,

当 形充

分大时
,

好
`

> 。
/ 2 > 砖

, ,

所以 对
’

~ 毋
’ ,

而有

( J走
’

)
T y “

’

) ( J梦
’

)
,

) s ’

/ 4 ;

又对后一种情形
,

当 左
`

充分大时
,

! d梦
’

1 > 6
/ 2 , x

少
’

> 。
/ 2 ,

所以无论 好
’

一 d梦
’

或 岭
’

~ x
梦

’

d梦
’ ,

都有

( J 友
’

)
r 夕天

`

) 。 ,

/ 8
.

故若取 占 ~ , 3

邝
,

就有 ( 4
,

6 ) 式成立
.

再证
:
存在与 形无关的 又> o 及 自然数 K

: ,

使对 形> K
Z

与 又〔 【。 ,

习
,

恒有
: 衬 + 凡乎

’

〔 R
_

因为必
`

一 y 友
’ ,

必
’

一 一 A尸A ,必
` ,

所以

}
x
少

’

一 ` 。了、 ;
, ,

x3’ + “ st’ 一
}xf’ + “

df’,
{

x
介

`

+ 又 x
梦

’

d梦
’ ,

若 z 〔 I ,

若 z 〔 J 且 x
梦

`

成 d梦
` ,

若 1 〔 J 且 对
’

> 时
` .

式中可为 才尸A 少的某一行向量
.

今命

又*
,

一 m in {m i n
(

x

少
’

/ l
。

了s ;
’

[ )
,

m i n l / ! d梦
`

1}
,

j 〔 I 夕〔 J

则当 又〔 { o ,

爪
,

] 时
,

砂
’

+ 又乎
`

) 0
,

所以属于 R
.

因为 叮与 形无关
,

对
`

” 才
,

砰
’

一 君
,

所

以 {毋
’

}与 !
。
了凡

* ,

!都有界
,

因此 爪
,

有正的下界
,

命之为 又
.

最后
,

由 , 了(劝 在
x *
附近的一致连续性可得

f (
x反

’

) 一 f (
x 互

’ + `

) ) f(
x 左

`

) 一 f (
x 反

’

+ 无s及
’

)

一
、叨 (

二 ,
,

+ 。: s *
,

)
: s 、

,

、 一 、
{
二 z(

二 、
,

)
· s *

,

十李{
气 名 J

一 、不(
d *

,

)
T s乍

,

一 二
气

一

2

~ 1
_ 二 _

二
多 — d 凡 尸二, U 。 ( 4

.

7 )

又因 f (砂 ) 为非增序列
,

所以由 ( 4
.

夕) 式将会得出 f (砂 ,) ” 一 co
,

而与 f (产
`

) ” f (
牛 *

) 矛盾
,

故 广 必为问题 ( 2
.

1) 的最优解
.

推论 .4 L 若有无穷多个 左使 必, 都由 ( 3
.

3 ) 式所定义
,

则 {产 } 的任何极限点一定是 间题

( 2
.

1) 的最优解
.

事实上
,

由假设 2 。

)
,

{产 } 为一有界点列
,

因此必有必又
,

都由 ( 3 3 ) 式所定义的收敛子列

{
x “ ’

}
.

由定理 斗
.

3 ,

{
: 左

’

} 的极限
x *

是问题 ( 2
.

1 ) 的最优解
.

但因 j (
x 互) 非增

,

所以 {
x 戈} 的任

何极限点都是问题 ( 2
.

1) 的最优解
.

定理 .4 4
.

若从某一 左开始
,

所有的 八 与 p * 都相等
,

则

1 ) 在假设 1 “

)
,

2 “

) 下
,

f (
x 互) 收敛于 f ( , )在 R 上的最小值

, x 友 的任何极限点都是 f (
: )在

R 上的最优点
,

2 ) 在假设 1“ )一 5 “

) 下
,

产 超线性收敛于 f ( , )在 R上的唯一最优点
.

证
.

假设对充分大的 友
,

八 ~ I ,

了* ~ 了
,

Q * ~ Q
.

用 !酬 表 Q中所含元素个数
.

通 过

调换各个变量的次序
,

不妨假设
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g~ 毛l , 2 ,

…
,

】口1}
,

J ~ { l , 2 ,

…
, , 一 , }

,

z ~ 毛
n 一 。 + l , 二 一 , + 2 ,

…
, 。

}
.

设 f ( x ) 的 H e s s i a n
矩阵为 e

,

则由 ( 2
.

10 )
,

( 2
.

r Z) 式
,

易证 了(
x ,

) ~ 了(
x 。 ,

阵为
:

( 4
.

8 )

x 八。
) 的 H e s s i a n

矩

、

l
/

J
J

云 一 ( `
· - , ,

一 ( A 、 1、 , )
·

) G

(
I。 一 ,

一 A产月
( 4

.

9 )

这里 几~ 表
” 一 , 阶单位矩阵

.

现在证明
:
若 f。 ) 是凸函数或一致凸函数

,

则 了(
x , ) 从而 了( 0 , 二 \J 。 ) 也分别是 xJ 与 xJ \Q

的凸或一致凸函数
.

事实上
,

若 了( x) 是凸或一致凸
,

则有
6 一 0 (若 f (

二 )为凸 )或 。 > 。 (若

f( 幻为一致凸 )
,

使对任何 尸 ~ (好
,

对 ) 都有
二 T G二

) 。 二了: ) 。 x

乡
x ,

.

于是由 ( 4
.

9 ) 式可见
,

·

、。
· , 一 (

·

,
,

一 ( , 、 工月 ,一 )
·
)。

(
劣 J

一刀尸A x] ] )
) · `

丁
` ,

`

因此 子(
二 , ) 从而 了( o , 二 , 、。

) 也是凸或一致凸函数
.

再来考察第三节中的算法
,

( 3
.

钓 式中的投影矩阵

0 1
” 一 , 一 }o -

尸。 为
:

)
,

I
。 一 , 一 }。 . 为 刀 一 。 一 IQ I阶单位矩阵

,

又 由 ( 3
.

力 式定义的 H , 一定形如

D 搜)l
` 、

一一H

其中 D* 是一个
, 一 , 一 !引 阶的对称正定矩阵

,

它由

D 交 一 D 灸一
:

_ D * 一
办时砂 (△时议 )

了D * 一 1

_

( △好砂 )勺 *一 ,

(△好砂 ) (△
二

;袱 )
了△时袱

定义
,

这里

△蜡奋 一 乃
、 。 一 好砂

,

△ d ;砂 一 d今
、。 一 d ;砂

.

白 ( 3
.

7 ) 式可见
,

砧 ~ 0 ,

所以 蜡+1 ~ 。
.

产 +1 是 f (劝 在直线段 ( 3
.

9 ) 式上的最小点
.

因为

I* + :

一 I , ,

夕* + :

~ g * ,

所以
二 〔 R 这一限制在 ( 3

.

9 ) 式中不起作用
,

也就是说 产+ ,

也是 f。 )

在半直线
x 一 x 七 + 又S七 , 又 > 0

上的最小点
,

所以
二针

`

由

甲 f (
x 灸+ `

)
了
泞友 一 。

所确定
,

但 ( 2
.

1劝 式也等价于

( `走
+ `

)
T S ; 一 o 或 ( d ;督 )

T S今
、。 一 0

.

而因尹( o ,

xI
、。 ) 是凸函数

,

所以 蜡芳 也是 了( 。
,

xJ 、。
) 在半直线

x , 、。 一 x
;
、。

+ 又S ;
、。 , 又 > o

上的最小点
.

正因为如此
,

在 八
,

口*
,

不变的假设下将第三节 中的算法应用于问题 ( 2
.

1) 产生

的点列 产
,

其相应的 砖
、。 就是将 D a v id o n 一

F l e t e h e r 一 P o
w e xl 方法应用于无约束问题
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m认牙 (o, x z 、。 )

所产 生的点列
.

反之
,

有了 诗
、。 ,

配上 姑 ~ 0 ,

然后 由 ( 2
.

5 ) 式定 出 砖
,

从而 : “ 也就完全确

定
.

在文献 汇刘 中的定理 1
;

曾证明
:
若 F (劝 是

劣 的凸函数
,

并且具有连续的二阶偏导数
,

且

水平集 {
x

1F (
二

) 毛 F (
x `

) } 为有界
,

则将 D F P 算法应用于 F (
二
) 所得的点列 {

x 七}
,

相应的

F (产 ) 一定收敛于 F (幻 的最小值
.

由此立刻推知 {产 } 的任何极限点都是 F (幻 的最小点
.

于是在 l “

)
, 2 “

) 的假设下
,

由文

献 f s] 的定理 1 可知
,

乃
,。
的任何极限点对

、。
都是 了( 0

,

xI ,

必的最小点
.

因此 d李
、。

~ ;0 又

因 站 ~ 0 ,

并由算法知
,

漪 镇 0
,

所以由连续性得 姑 一 。 及 姑 簇 0
.

于是由 ( 3 2 ) 式可知

y *

~ 0
.

再由定理 斗
.

1可知
,

由 才 决定的 *x
,

也即 砂 的任何极限点 *x 都是 了。 ) 在 R 上的最

小点
.

在文献 〔6] 的定理 4 中曾证明
:
若 F (幻 是 x 的一致 凸函数

,

且具有连续的二阶偏导 数
,

并且有 乙 > o ,

使

陋竺互些
1 a x i o x s

O
Z F ( x *

)

a
x ;

口
x s }镇

“ llx 一 *x !}

成立
,

则由 D F P 方法得到的点列 {产 } 超线性收敛于 F (幻 的唯一最优点 *x
.

于是
,

在 l “

)一 5 “

) 的假设下
,

应用上述定理可知 蜡
、。 超线性收敛于 了( 0 , 二 J 、。 ) 的唯一 最

小点才
,。 ,

从而 产 超线性收敛于 / (
工 ) 在 R 上的唯一最小点

.

定理 4
.

斗证毕
.
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