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摘要 依据 ′t Hooft 在 2016 年提出的关于量子态叠加原理的新诠释, 本文运用拓扑斯理论研究量子

人工智能的数学基础. 首先, 根据图灵测试对智能给出的科学定义, 将人工智能系统定义为由拓扑斯

理论所描述的物理系统 (Isham 等在 2008 年建立的物理理论), 它们具有自身的高阶形式语言及逻辑

推理系统. 其次, 依据物理原理, 将人工智能系统分为经典人工智能系统和量子人工智能系统. 对于经

典人工智能系统, 用测度论构造相应的拓扑斯描述, 特别是给出了深度学习的拓扑斯描述; 而对于量

子人工智能系统, 则用 Hilbert 空间上算子理论构造相应的拓扑斯以给出它的数学描述. 最后, 给出量

子神经网络的拓扑斯理论模型.
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1 引言

Turing [27] 在 1950 年提出了 “思考机器” (thinking machine) 的概念, 该概念包含 “机器” 和 “思

考” 两个方面的含义. Turing 指出, 他所描述的 “能够思考的机器” (a machine that can think) 是指

计算机, 即在数学上定义为图灵机 (Turing machine). 但是, 他没有给出 “思考” 的数学定义, 而是对

“思考” 给出了一个称之为 “模拟游戏” (imitation game) 的判别法, 即 “图灵测试” (Turing test). 在他

所设计的 “图灵测试” 中, 测试者不知道两个被测试对象谁是机器谁是人, 通过向二者提出一组问题,

如果从二者的回答结果中测试者不能区分哪个是机器哪个是人, 则可以认为机器能够 “思考” . 为此,

Turing 进一步指出, 一个机器能够思考的前提是它首先需要学习以获得足够的 “知识” , 并由此研究

了对机器进行训练的问题. 这就是 “机器学习” 的概念. 因此, 根据 Turing 的思想, 人工智能包含 “思

考机器” 和 “机器学习” 两个基本概念, 它们是人工智能理论研究的基本内容.
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当前, 芯片是采用量子技术 (基于量子电动力学的物理技术)制造的, 这表明在硬件层面上人工智

能已经进入量子人工智能时代. 因此, 研究量子人工智能的理论基础势在必行. 文献 [5] 研究了图灵思

考机器必须遵循的物理原理, 阐述了量子理论中的态叠加原理是机器能够 “思考” 的物理基础, 即图

灵思考机器是一个量子机器 (不等同于量子计算机, 因为量子计算机需要大规模多体量子叠加才能实

现). 但是, 这个态叠加原理并不是传统量子力学中 Dirac 所描述的态叠加原理 (参见文献 [6]), 而是荷

兰物理学家 ′t Hooft [26] 在 2016 年提出的关于量子态叠加原理的新诠释. ′t Hooft 指出, 一个量子态

ψ 代表物理系统的总体信息,它是否为物理态或叠加态需要考虑一个物理量 Q才有物理意义,此时 Q

的每个本征态 ψk 是该物理量的物理态, 这些量子态全体 {ψk} 构成相应的 Hilbert 空间 H 中的一个
正交基; 如果 ψ =

∑
k aiψk (表示是唯一的) 且至少有两个系数 ak 不为 0, 则 ψ 是 Q 的叠加态, 但不

是 Q 的物理态, 其物理意义是表示叠加中出现的物理态 ψk 之间的量子关联, 即发现该系统处于物理

态 ψk 的概率是 |ak|2. 由此可知, 尽管二者用 Hilbert 空间理论所描述的数学形式相同, 但是 ′t Hooft

态叠加原理与 Dirac 态叠加原理的物理意义是有实质性差别的, 它可以用来给出机器能否思考的物理

基础.

下面用一个例子说明 ′t Hooft 态叠加原理如何支配机器思考, 这是一个简单的 Hopfield 模型:
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output

p=0.38
// OBE

F
output

p=0.02
// OBF.

首先, 转移概率 pOA = 3/5 和 pOB = 2/5 等依赖于对机器的预先训练, 不同的训练会给出不同的转移

概率, 这些概率值代表机器具有的 “知识”. 其次, 从 O 到 A 或 B 有两种转移概率形式, 一种是经典

演化形式

|O⟩⟨O| −→ 3

5
|A⟩⟨A|+ 2

5
|B⟩⟨B|, (1.1)

此时, 事件 OA 要发生, 这是因为经典机器按照频率方式执行概率指令; 另一种是量子演化形式

|O⟩ −→
√

3

5
|A⟩+

√
2

5
|B⟩, (1.2)

依据 ′t Hooft 态叠加原理, |O⟩ 产生量子态 |A⟩ 和 |B⟩ 的量子关联, 此时事件 OA 和 OB 处于叠加

态, 不能确定哪一个会发生. 同理, 从 A 到 C 或 D 和从 B 到 E 或 F 都有两种演化方式, 一种是经

典转移方式, 此时有一个事件发生; 另一种是量子转移方式, 此时不能确定哪一个事件会发生. 第三,

如果这是经典机器执行的, 最后可以确定事件 OAC 发生, 而事件 OAB, OBE 和 OBF 不会发生; 如

果是量子机器, 4 个事件 OAC, OAB, OBE 和 OBF 中有一个且仅一个发生, 它们发生的概率分别是

pOAC = 0.306, pOAD = 0.294, pOBE = 0.38 和 pOBF = 0.02, 但是究竟哪一个会发生是不确定的和不可
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控制的,它是机器 “思考”的结果,即编码数据的物理态之间的量子关联效应.因此,我们看到,一方面,

在经典机器情形, 只有一个事件发生, 是确定的, 因为经典机器是按照频率方式执行概率指令的; 而在

量子机器情形, 4 个事件都有可能发生, 是不确定的, 因为量子机器是遵循 ′t Hooft 态叠加原理执行概

率指令的. 另一方面, 事件 OBE 发生的概率 pOBE = 0.38 高于事件 OAC 发生的概率 pOAC = 0.306,

但是事件 OBE 在经典机器情形是不会发生的, 只有在量子机器情形即机器能够思考的情形下才会发

生, 这说明了能够思考的量子机器比经典机器 “聪明”.

基于上述运用 ′t Hooft态叠加原理对图灵思考机器的分析和理解, 我们可以为人工智能建立一个

数学基础. 为此, 首先要从数学上理解智能的含义. 从 Turing 所设计的 “图灵测试” 中可以看出, 能够

思考的机器必须具备两个基本要素: 一个是它需要一种语言来理解测试者所提出的问题, 另一个是它

要具备对问题的逻辑推理能力, 事实上二者是密不可分的. 一般而言, 语言包含语法和语义两个部分.

在数理逻辑中,语法是构成语句的规则,而语义则是赋予语句真假值.一种语言能够用于问题的理解和

推理的前提是在其中要构建一个逻辑推理系统. 由此可知, 人工智能的基本要素是机器的思考, 它在

数学上可以理解为一种形式语言的逻辑推理系统,即在数学上人工智能系统可以定义为一种形式语言

连同它的一个逻辑推理系统.

由上述分析可知, 为了建立人工智能的数学基础, 需要一种数学理论, 它既能描述形式语言及其

逻辑推理系统又能描述物理理论. 我们认为, 这个数学理论就是 Grothendieck 等数学家在 20 世纪 60

年代建立的拓扑斯理论 (topos theory, 参见文献 [19]). 这是因为, 一方面, 拓扑斯理论已经用于形式语

言及其逻辑推理系统的研究 (参见文献 [13,17]);另一方面, Isham等物理学家在 2008年已运用拓扑斯

理论为物理学建立了一个理论基础 (参见文献 [7–11]). 因此, 结合 ′t Hooft 态叠加原理作为量子人工

智能的基本原理, 本文将用拓扑斯理论为量子人工智能建立一个数学基础.

本文余下内容的结构如下. 第 2 节给出预备知识, 包括拓扑斯理论和 Hilbert 空间上的算子理论

等内容.第 3节首先给出智能系统的高阶形式语言的定义以及拓扑斯的内在语言,即Mitchell-Bénabou

语言;其次引进人工智能系统的数学定义,并说明经典人工智能系统与量子人工智能系统的差别;最后

研究深度学习在经典人工智能系统中的表示形式. 第 4 节引进量子人工智能系统的数学模型, 它是量

子测量全体M(H) 上的预层范畴 SetsM(H)op , 随后给出量子人工智能系统的输入对象的构造和性质.

第 5 节给出量子人工智能系统的输出对象的构造和性质以及自伴算子在 SetsM(H)op 中的表示. 第 6

节研究量子人工智能系统的变换问题, 给出酉算子在 SetsM(H)op 中的表示和性质. 最后, 第 7 节用量

子人工智能的拓扑斯理论给出量子态的表示, 并由此给出量子神经网络的拓扑斯理论模型.

2 预备知识

本节简要介绍一些相关的基础知识与记号和术语, 包括拓扑斯理论和谱算子理论等内容.

2.1 拓扑斯

拓扑斯是满足一定性质的范畴 (参见文献 [19]). 为了引进拓扑斯, 首先回顾范畴理论中的一些基

本概念, 如终端对象、对象的乘积、指数和子对象分类子等 (参见文献 [13, 18]).

设 C是一个范畴,用 C0 表示它的对象类, 即 C的对象 A记作 A ∈ C0.一个对象 1 ∈ C0 称为终端

对象 (terminal object), 如果对每个对象 A ∈ C0 都存在唯一一个态射 ! : A −→ 1, 记作 1A : A −→ 1;

而每个态射 f : 1 −→ A 称为 A 的一个全局元 (global element), 用 ΓA 表示 A 的全局元全体.

3



陈泽乾等: 量子人工智能的拓扑斯理论形式

两个对象 A,B ∈ C0 的乘积定义为一个对象 A × B ∈ C0 连同一对态射 prA,B : A × B −→ A

和 pr′A,B : A × B −→ B 使得对任意一对态射 f : C −→ A 和 g : C −→ B, 都存在唯一一个态射

⟨f, g⟩ : C −→ A×B 满足条件:

prA,B ◦ ⟨f, g⟩ = f, pr′A,B ◦ ⟨f, g⟩ = g.

此时, prA,B 和 pr′A,B 分别称为到 A上和到 B 上的投影,而 ⟨f, g⟩称为 f 和 g 关于投影 prA,B 和 pr′A,B

的乘积.

范畴 C 中两个态射 f : A −→ C 和 g : B −→ C 的拉回定义为一个对象 D 连同一对态射

g′ : D −→ A 和 f ′ : D −→ B 满足条件: (i) g ◦ f ′ = f ◦ g′; (ii) 当任意一对态射 h : E −→ A 和

k : E −→ B 使得 g ◦ k = f ◦ h 时, 都存在唯一一个态射 δ : E −→ D 使得 h = g′ ◦ δ 且 k = f ′ ◦ δ. 此
时, f ′ 称为 f 沿 g 的拉回, g′ 称为 g 沿 f 的拉回; 而 D 称为 A 与 B 的纤维积 (fibered product), 记

作 D = A×C B.
定义 2.1 [13] 设范畴 C 中任意两个对象都具有乘积. 对于范畴 C 中两个对象 A 和 B, 如果存在

一个对象 BA 和一个态射 ev : BA×A −→ B 使得对任意一个对象 C 和任意一个态射 f : C×A −→ B,

都存在唯一态射 f∗ : C −→ BA 满足 f = ev ◦ (f̂ × 1A), 即图形

BA ×A
ev

''PPPPPPPPPPPPP

C ×A

f∗×1A

OO

f
// B

是交换的, 则称 A 与 B 具有指数 (exponentiation) BA, 而 ev : BA × A −→ B 称为赋值态射. 如果 C

中任意两个对象都具有指数, 则称范畴 C 具有指数.

注 2.1 此时, 映射 f 7→ f∗ 是从 Hom(C ×A,B) 到 Hom(C,BA) 的 1-1 双射, 而 f 和 f∗ 互相称

为对方的指数伴随 (exponential adjoint).

给定范畴 C 的一个对象 D, 则任意一个单态射 f : A � D 都称为 D 的一个子对象. 对于 D 的

两个子对象 f : A � D 和 g : B � D, 如果存在一个态射 h : A −→ B 使得 f = g ◦ h, 则记作 f 6 g.

此时 h 必定是一个单态射. 关系 6 满足如下性质: (i) 自反性, 即 f 6 f ; (ii) 传递性, 即当 f 6 g 且

g 6 h 时有 f 6 h; (iii) 等价性, 即当 f 6 g 且 g 6 f 时 f ≃ g (即如果 f : A � D 和 g : B � D, 则存

在一个同构 h : A −→ B 使得 f = g ◦ h). 令

[f ] = {g : g ≃ f},

则 [f ] ⊆ [g] 当且仅当 f 6 g, 从而 [f ] = [g] 当且仅当 f ≃ g. 用 Sub(D) 表示 D 的子对象类全体, 即

Sub(D) = {[f ] | f : A� D,A ∈ C0},

它称为 D 的子对象集.

下面是子对象分类子的定义.

定义 2.2 [13] 设范畴 C 具有终端对象 1. C 的一个子对象分类子 (subobject classifier) 定义为一

个对象 Ω 连同一个态射 ⊤ : 1 −→ Ω, 满足如下 Ω- 公理: 对任意一个单态射 f : A� D 都存在唯一一
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个态射 χf : D −→ Ω 使得图形

A

1A

��

f // D

χf

��
1

⊤ // Ω

是一个拉回四边形, 即 f 是 ⊤ 沿 χf 的拉回, 1A 是 χf 沿 ⊤ 的拉回使得 A = 1 ×Ω D. 子对象分类子

记作 ⊤ : 1 −→ Ω, 也简称 Ω 为子对象分类子.

注 2.2 (1) 子对象分类子 Ω 在同构意义下是唯一的, 即如果 ⊤′ : 1 −→ Ω′ 是另一个分类子, 则

Ω ∼= Ω′.

(2)态射 χf : D −→ Ω称为 D 的子对象 f : A� D 的特征 (character)或特征态射 (characteristic

morphism).

(3) 特征 χf : D −→ Ω 仅依赖于 [f ], 即如果 f ≃ g, 则 χf = χg, 反之亦然. 也就是说, 特征态射

χ[f ] : D −→ Ω 全体与 D 的子对象集 Sub(D) 是 1-1 对应的.

(4) 给定对象 A ∈ C0, 如果指数 ΩA 存在, 则它称为 A 的幂对象 (power object), 记作 PA.

下面是拓扑斯的定义.

定义 2.3 (参见文献 [19, IV.1]) 范畴 C 称为一个基本拓扑斯 (elementary topos), 如果

(1) C 中每对态射 f : A −→ C 和 g : B −→ C 都具有拉回;

(2) C 具有一个终端对象 1;

(3) C 具有一个子对象分类子 Ω;

(4) C 中每个对象 A 的幂对象 PA 存在, 即 A 与 Ω 具有指数 PA = ΩA.

通常基本拓扑斯简称为拓扑斯, 记作 T(1,Ω) 或 T.

注 2.3 (1) 集合范畴 Sets 和有限集合范畴 Finsets 都是拓扑斯.

(2) 每个拓扑斯都具有指数 (参见文献 [19, 定理 IV.2.1]).

(3)拓扑斯的每个对象 A的子对象集 Sub(A)形成一个 Heyting代数 (参见文献 [19,定理 IV.8.1]).

一类重要的拓扑斯是预层范畴. 设 C 是一个局部小范畴. C 上的预层 (presheaf) 是从 C 到 Sets

的反变函子 X, 即

(1) 对每个 A ∈ C0, X(A) 是一个集合;

(2) 对每个 C 中的态射 f : A −→ B, X(f) : X(B) 7→ X(A) 是一个集合映射, 满足如下结合律: 如

果 f : A −→ B 且 g : B −→ C, 则 X(g ◦ f) : X(C) 7→ X(A) 使得

X(g ◦ f) = X(f) ◦X(g),

即 X 是从 Cop 到 Sets 的函子 X : Cop −→ Sets. 从 C 上预层 X 到预层 Y 的态射 F : X −→ Y 定义

为一个自然变换 (一族映射)

F = {αC ∈ Hom(X(C), Y (C)) | C ∈ C0},

使得如果 f : A −→ B, 则 αA ◦X(f) = Y (f) ◦ αB , 即图形

X(B)

αB

��

X(f) // X(A)

αA

��
Y (B)

Y (f)
// Y (A)
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是交换的.

定义 2.4 [19] 设 C 是一个局部小范畴. 预层范畴 SetsC
op

定义如下:

(1) 对象族为 C 上的预层 X 全体;

(2) 对于任意两个对象 X 和 Y , 态射族 Hom(X,Y ) 是自然变换 F : X −→ Y 全体;

(3) 对于任意对象 X, 恒等态射 1X : X −→ X 为从 X 到自身的一个自然变换

1X = {idX(C) | C ∈ C0},

其中 idX(C) 是集合 X(C) 上的恒等映射;

(4) 态射的复合运算按照自然变换的复合运算定义, 它满足结合律.

在预层范畴 SetsC
op

上可以定义终端对象 1和子对象分类子 Ω使得 SetsC
op

成为一个拓扑斯,参

见文献 [19].

2.2 算子理论

我们主要采用文献 [20–22] 中的定义和术语. 没有特别说明时, 用 H 表示一个 (无穷维可分) 复

Hilbert 空间, 为了方便使用 Dirac 记号, 假定其内积 ⟨·, ·⟩ 关于第一个变量共轭线性、关于第二个变量
线性, 即给定 u, v ∈ H, 算子 |u⟩⟨v| 定义为 (|u⟩⟨v|)x = ⟨v, x⟩u, ∀x ∈ H, 且用 |n⟩ 或 |x⟩ 表示 H 中的单
位向量或非零向量. 用 L(H)表示 H上有界线性算子全体, L(H)sa 表示 H上有界自伴算子全体, U(H)

表示 H 上酉算子全体, P(H) 表示 H 上正交投影算子全体, 它们都赋予算子范数拓扑. 没有特别说明

时, 总是用 I 表示 H 上的恒等算子, 用 Sp(A) 表示算子 A 的谱集.

对于两个正交投影算子 P,Q ∈ P(H), 定义

(i) ¬P = P⊥ = 1− P ;

(ii) P ∧Q 为到 P (H) ∩Q(H) 上的正交投影子;

(iii) P ∨Q 为到 P (H) ∪Q(H) 在 H 中生成的闭子空间 span{P (H) ∪Q(H)} 上的正交投影算子.

当 P 与 Q 是可交换的正交投影算子时, P ∧Q = PQ 且

P ∨Q = P +Q− PQ.

此时, 如果 P (H) ⊂ Q(H), 则称 P 小于 Q, 记作 P 6 Q. 小于关系 6 是 P(H) 上的一个偏序使

得 (P(H),6) 是一个格, 称为量子逻辑, 但是它不满足分配律, 因此不是一个逻辑推理系统 (参见文

献 [28]).

Hilbert 空间 H 上的一个完备测量 (单位正交分解) 是一列正交投影算子 M = {Mn}, 满足如下
性质:

MnMm = 0, ∀n ̸= m;
∑
n

Mn = I.

用 M(H) 表示 H 上的完备测量全体, 在其上定义如下偏序: 对于任意两个完备测量 M = {Mn} 和
K = {Km}, 如果每个 Mn ∈ M 都等于 K 中若干个正交投影算子之和 (如果是无穷个正交投影算子,

则按强算子拓扑求和), 则称 K 是 M 的加细, 记作 M 6 K. 直接验证可知, 加细关系 6 是M(H) 上

的一个偏序. 因此, (M(H),6) 是一个偏序范畴, 仍记作M(H).

对任意 M ∈ M(H), 用 V(M) 表示由 M 在 L(H) 中生成的交换 von Neumann 子代数. 令

V(H) = {V(M) | M ∈ M(H)},

6
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则 V(H)在包含关系下构成一个偏序范畴,仍记作 V(H).用 Ξ(V(M))表示 V(M)的 Gel’fand谱集, 即

所有满足 λ(I) = 1 的乘法线性泛函 λ : V(M) 7→ C 构成的集合; Ξ(V(M)) 赋予弱 ∗ 拓扑是一个紧集.

对于任意 M ∈ M(H), 用 B(M) 表示 V(M) 中所有正交投影算子的全体, 它是 P(H) 中的一个布

尔子代数. 对于任意 L,K ∈ M(H), L 6 K 当且仅当 B(L) ⊆ B(K), 即 B(L) 是 B(K) 的布尔子代数.

用 P(M) 表示 B(M) 上概率测度 P 全体, 即 P 满足:

(1) P(I) = 1;

(2) 对于任意 M ∈ B(M), 有 P(M) > 0;

(3) P是可列可加的,即对 B(M)中任意一列相互正交的正交投影算子 {Mk} (MkMj = 0,∀ k ̸= j),

P

(∑
k

Mk

)
=

∑
k

P(Mk),

其中
∑
kMk 是按强算子拓扑求和的级数.

每个 P 在 V(M) 上定义唯一一个正线性泛函 λP 使得 λP(I) = 1. 因此, 当 P(M) 赋予弱 ∗ 拓扑
时, 它是一个紧凸集, 它的端点集记作 Pex(M), 此时 Pex(M) = Ξ(V(M)).

H 上的一族正交投影算子 {Eλ | λ ∈ R} 称为一个谱族, 如果

(1) 对于任意 λ1 6 λ2, 有 Eλ1 6 Eλ2 ;

(2) 按强算子拓扑, limλ→∞Eλ = I 且 limλ→−∞Eλ = 0;

(3) 映射 λ 7→ Eλ 是右连续的, 即对于任意 λ ∈ R, 按强算子拓扑, limε↘0Eλ+ε = Eλ.

由谱定理可知, 每个自伴算子 A 都存在唯一一个谱族 {EAλ | λ ∈ R} 使得

A =

∫
R
λdEAλ ;

反之亦然. 同样, 每个酉算子 U 都存在唯一一个谱族 {EUλ | λ ∈ R} 使得

U =

∫
R
eiλdEUλ ,

反之亦然. 下面没有特别说明,自伴算子都指有界自伴算子,即自伴算子 A的谱集 Sp(A)是 R中的有
界闭集.

3 人工智能系统

为了研究人工智能 (AI), 我们需要构造高阶形式语言 L(AI) 以描述人工智能系统. 因为一般拓扑

斯具有内在的高阶语言, 即 Mitchell-Bénabou 语言 (参见文献 [19, VI.5]), 所以我们可以运用拓扑斯理

论描述人工智能系统. 由于人工智能系统是多种多样的, 因此描述人工智能系统的拓扑斯也是多种多

样的. 依据拓扑斯的不同类别, 即布尔拓扑斯和非布尔拓扑斯, 可以将人工智能系统分为布尔人工智

能系统和非布尔人工智能系统两大类; 特别是, 量子人工智能系统是非布尔人工智能系统, 是我们研

究的重点内容.

3.1 人工智能语言

下面引进描述人工智能的高阶语言. 根据图灵测试, 它需要包含一个表示输入的基本型 In 用于

接受问题和一个表示输出的基本型 Out 用于回答问题.
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定义 3.1 人工智能 (AI) 的形式语言 L(AI) 是一个形式理论 (formal theory), 由下列要素给出:

(a) 一个型类, 按照如下规则依次生成:

(1) 1, Ω, In 和 Out 都是型, 它们称为基础型 (ground type).

(2) 如果 A 和 B 是型, 则 A×B 和 PA 是型.

(3) 如果 A 和 B 是型, 则 Hom(A,B) 是型, 称为函数型 (function type); 特别是, Hom(In,Out) 称

为基本函数型.

(b) 一个项类, 它由一些基本项按照若干运算生成:

(1) 每个型 A 具有可数多个变量 (variable), 记作 xA1 , x
A
2 , . . . , 它们都是项, 一个 A 型项 x 记作

x ∈ A.

(2) ∗ 是一个 Ω 型项.

(3) 如果 a 是一个 A 型项且 b 是一个 B 型项, 则 ⟨a, b⟩ 是一个 A×B 型项.

(4) 如果 a 和 a′ 都是 A 型项, 则 a = a′ 是一个 Ω 型项.

(5) 如果 a 是一个 A 型项且 α 是一个 PA 型项, 则 a ∈ α 是一个 Ω 型项.

(6) 如果 φ(x) 是一个 Ω 型项 (可能包含 A 型自由变量 x), 则 {x ∈ A | φ(x)} 是一个 PA 型项, 其

中 x 称为约束变量 (bound variable).

(7)对于两个型 A和 B,函数型 Hom(A,B)是一个集合,其中的元称为函数符合 (function symbol),

使得对于一个函数符号 f : A −→ B, 如果 t 是一个 A 型项, 则 f(t) 是一个 B 型项, 即函数符号是一

个形成项的运算.

(8) 基本函数型 Hom(In,Out) 是一个非空集, 且对任意一个函数符号 f : In −→ Out,

(i) 如果 s̃ 是一个 In 型的自由变量, 则 f(s̃) 是一个 Out 型项;

(ii) 如果 s̃ 是一个 In 型的自由变量且 △̃ 是一个 POut 型的自由变量, 则 f(s̃) ∈ △̃ 是一个 Ω

型项;

(iii) {s̃ ∈ In | f(s̃) ∈ △̃} 是一个 P In 型项, 其中 s̃ 是一个 In 型的约束变量, △̃ 是一个 POut 型的

自由变量.

注 3.1 (a) 1 称为单元型 (one-element type), Ω 称为真值型 (true-value type) 或命题型 (propo-

sition type), Ω 型项也称为公式 (formula).

(b)在上述定义中, ⟨−,−⟩, − = −和 {x ∈ A | −}都是形成项的运算.由这些运算可以定义如下的

项和运算:

(1) ⊤ ≡ ∗ = ∗;
(2) ∀x∈Aφ(x) ≡ {x ∈ A | φ(x)} = {x ∈ A | ⊤};
(3) ⊥ ≡ ∀t∈Ωt;

(4) {a} ≡ {x ∈ A | a = x}, 其中 a 是一个 A 型项;

(5) 对于任意 Ω 型项 p 和 q,

(i) p ∧ q ≡ ⟨p, q⟩ = ⟨⊤,⊤⟩,
(ii) p =⇒ q ≡ p ∧ q =⇒ p,

(iii) p ∨ q ≡ ∀t∈Ω(((p =⇒ t) ∧ (q =⇒ t)) =⇒ t),

(iv) ¬p ≡ p =⇒ ⊥,
(v) p⇐⇒ q ≡ (p =⇒ q) ∧ (q =⇒ p);

(6) α ⊆ β ≡ ∀x∈A(x ∈ α =⇒ x ∈ β), 其中 α 和 β 是 PA 型项;
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(7) ∃ x∈Aφ(x) ≡ ∀t∈Ω(∀x∈A(φ(x) =⇒ t) =⇒ t), 其中 φ(x) 是一个 Ω 型项 (可能包含 A 型自由变

量 x);

(8) ∃!x∈Aφ(x) ≡ ∃x′∈A{x ∈ A | φ(x)} = {x′}, 其中 φ(x) 是一个 Ω 型项 (可能包含 A 型自由变

量 x);

(9) {⟨x, y⟩ ∈ A×B | φ(x, y)} ≡ {z ∈ A×B | ∃x∈A∃y∈B(z = ⟨x, y⟩ ∧ φ(z))}, 其中 φ(x, y) 是一个 Ω

型项 (可能包含 A 型自由变量 x 和 B 型自由变量 y);

(10) 在 {x ∈ A | φ(x)}, ∀x∈Aφ(x), ∃x∈Aφ(x), ∃!x∈Aφ(x) 和 {⟨x, y⟩ ∈ A × B | φ(x, y)} 中出现的
φ(x) 和 φ(x, y) 的变量 x 和 y 称为约束变量 (bound variable), 以其他形式出现的 φ(x) 和 φ(x, y) 的

变量 x 和 y 称为自由变量 (free variable).

(c) 形式语言 L(AI) 关于二元蕴涵关系 ⊢X 的公理系统与基于等式的直觉形语言的公理系统 (参

见文献 [17]) 相同, 这里不列出.

因为要用拓扑斯描述人工智能系统, 故由拓扑斯的内在语言, 即 Mitchell-Bénabou 语言 (参见文

献 [19, VI.5]), 可以构造人工智能的高阶语言 L(AI).

定义 3.2 给定一个拓扑斯 T, 由 T 给出的人工智能语言 L(AI) 是一个二元组 (T, I), 其中 I 是

一个解释, 它将 L(AI) 的项解释为 T 中的态射, 它们满足下列性质.

(a) (型类) L(AI) 的型是 T 的所有对象, 满足下列规则:

(1) 基础型 1 和 Ω 分别是 T 的终端元 1 和子对象分类子 Ω, 而基础型 In 和 Out 分别是 T 中的

对象 In 和 Out;

(2) 如果 A 和 B 是型, 则 A×B 型是 T 中的乘积 A×B, BA 型是指数对象 BA, 特别是, PA 型

是指数对象 ΩA;

(3) 如果 A 和 B 是型, 则函数型 Hom(A,B) 是态射集 Hom(A,B), 特别是, 基本函数型

Hom(In,Out) ̸= ∅.

(b) (项类) L(AI) 的项都由 T 中的态射给出解释:

(1) A 型变量 x 的解释是 T 中的恒等态射 idA : A −→ A, 即 I(x) = idA.

(2) 给定一个 A 型项 a, 当它包含自由变量 w, y, z, . . . 时 (可能其中的一些变量重复出现), 我们

按照它们首次出现的顺序排列而不计重复的出现; 如果出现的顺序是 w, y, z, . . . 且它们的型分别是

W,Y,Z, . . . , 则 W × Y × Z × · · · 型称为 a 的源 (source), 此时 a 在 T 中的解释是态射

I(a) :W × Y × Z × · · · −→ A;

注意, 当两个不同的变量 y 和 y′ 具有相同的 Y 型时, 它的源要包含 Y × Y ;依此类推. 如果一个 A型

项 a 不包含自由变量, 则它的解释是态射 I(a) : 1 −→ A.

(3) 由 A 型项 a 和 B 型项 b 得到 A×B 型项 ⟨a, b⟩, 如果 a 和 b 的解释分别是

I(a) : U −→ A, I(b) : V −→ B,

则 ⟨a, b⟩ 的解释 I(⟨a, b⟩) 是态射 I(a)× I(b) : U × V −→ A×B, 即如下图形:
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U × V
PU,V

wwnnnnnnnnnnnnn

I(a)×I(b)

��

P′
U,V

''PPPPPPPPPPPPP

U

I(a)

��

V

I(b)

��
A A×B

PA,B

oo
P′
A,B

// B

是交换的, 其中 I(a)× I(b) = ⟨I(a) ◦ PU,V , I(b) ◦ P′
U,V ⟩.

(4) 由两个 A 型项 a 和 a′ 得到 Ω 型项 a = a′, 如果 a 和 a′ 的解释分别是

I(a) : U −→ A, I(a′) : V −→ A,

则 a = a′ 的解释 I(a = a′) 是复合态射

δA ◦ (I(a)× I(a′)) : U × V −→ A×A −→ Ω,

即下图:

U × V

I(a=a′)
((QQQQQQQQQQQQQQQ

I(a)×I(a′) // A×A

δA

��
Ω

是交换的, 其中 δA = χ⟨idA,idA⟩ 是单态射 ⟨idA, idA⟩ : A� A×A 的特征态射.

(5) 由 A 型项 a 和 BA 型项 θ 得到 B 型项 θ(a), 如果它们的解释分别是

I(a) : U −→ A, I(θ) : V −→ BA,

则 θ(a) 的解释 I(θ(a)) 是复合态射

eA,B ◦ (I(a)× I(θ)) : U × V −→ A×BA −→ B,

即下图:

U × V

I(θ(a))
((RRRRRRRRRRRRRRR

I(a)×I(θ) // A×BA

eA,B

��
B

是交换的,其中 eA,B : A×BA −→ B 是估值态射. 它由如下性质确定: 对于任意态射 f : A×C −→ B,

存在唯一态射 f∗ : C −→ BA 使得图

A×BA

eA,B

''PPPPPPPPPPPPP

A× C

idA×f∗

OO

f
// B

是交换的.
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(6) 由 A 型项 a 与 PA 型项 α 得到 Ω 型项 a ∈ α, 如果它们的解释分别是

I(a) : U −→ A, I(α) : V −→ ΩA,

则 a ∈ α 的解释 I(a ∈ α) 是复合态射

eA,Ω ◦ (I(a)× I(α)) : U × V −→ A× ΩA −→ Ω,

即下图:

U × V

I(a∈α)
((RRRRRRRRRRRRRRR

I(a)×I(α) // A× ΩA

eA,Ω

��
Ω

是交换的. 这是 (5) 中 θ 为 PA 型的特例.

(7)由 X 型变量 x与 B型项 φ(x) (可能包含 X 型自由变量 x)得到 BX 型项 λx∈Xφ(x),如果 φ(x)

的解释是态射 I(φ(x)) : X ×U −→ B, 则 λx∈Xφ(x) 的解释 I(λx∈Xφ(x)) 是态射 I(φ(x))∗ : U −→ BX ,

即下图:

X ×BX

eX,B

((PPPPPPPPPPPPPP

X × U

idX×I(λx∈Xφ(x))

OO

I(φ(x))
// B

是交换的.

(8) 由 X 型变量 x 与 Ω 型项 φ(x) (可能包含 X 型自由变量 x) 得到 PX 型项 {x ∈ X | φ(x)},
如果 φ(x) 的解释 I(φ(x)) : X × U −→ Ω, 则 {x ∈ X | φ(x)} 的解释 I({x ∈ X | φ(x)}) 是态射
I(φ(x))∗ : U −→ ΩX , 即下图:

X × ΩX

eX,Ω

''PPPPPPPPPPPPPP

X × U

idX×I({x∈X |φ(x)})

OO

I(φ(x))
// Ω

是交换的. 这是 (7) 中 B = Ω 情形的特例.

(9) 由函数符号 f : A −→ B 和 A 型项 a 得到 B 型项 f(a), 如果 f 的解释是态射 I(f) : A −→ B

且 a的解释是态射 I(a) : U −→ A,则 f(a)的解释 I(f(a))是复合态射 I(f) ◦ I(a) : U −→ A −→ B,即

下图:

U

I(f(a))
&&NNNNNNNNNNNNN

I(a) // A

I(f)

��
B

是交换的.

(10) 对于任意一个基本函数符号 f : In −→ Out,

(i) 如果 s̃ 是一个 In 型变量, 则 Out 型项 f(s̃) 的解释 I(f(s̃)) 是复合态射

I(f) ◦ idIn : In −→ In −→ Out,
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即下图:

In

I(f(s̃)) ''OOOOOOOOOOOOO
idIn // In

I(f)

��
Out

是交换的;

(ii) 如果 s̃ 是一个 In 型变量且 △̃ 是一个 POut 型变量, 其解释 I(△̃) : V −→ ΩOut, 则 Ω 型项

f(s̃) ∈ △̃ 的解释 I(f(s̃) ∈ △̃) 是复合态射

eOut,Ω ◦ (I(f(s̃))× I(△̃)) : In× V −→ Out× ΩOut −→ Ω,

即下图:

In× V

I(f(s̃)∈△̃)
**VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

I(f(s̃))×I(△̃) // Out× ΩOut

eOut,Ω

��
Ω

是交换的, 其中 eOut,Ω : Out× ΩOut −→ Ω 是估值态射;

(iii) 由 In 型变量 s̃ 与 POut 型变量 △̃ 得到 P In 型项 {s̃ ∈ In | f(s̃) ∈ △̃}, 它的解释 I({s̃ ∈ In |
f(s̃) ∈ △̃}) 是态射 I(f(s̃) ∈ △̃)∗ : V −→ ΩIn, 即下图:

In× ΩIn

eIn,Ω

''PPPPPPPPPPPPPP

In× V

idIn×I({s̃∈In|f(s̃)∈△̃})

OO

I(f(s̃)∈△̃)

// Ω

是交换的.

除非会产生混淆或需要特别强调外,下面项与它的解释以及函数符号与它的解释分别采用相同的

记号, 即 A 型项 a 的解释 I(a) 仍记作 a, 函数符号 f : A −→ B 的解释 I(f) 也记作 f : A −→ B.

拓扑斯内在语言 L(AI) 中的 Ω 型项称为该语言的公式 (formula), 即所有其上域 d1(f) = Ω 的态

射 f. 由真值态射上的逻辑运算 (参见文献 [13]), 可以在这些公式上定义逻辑演算如下: 对于两个公式

φ : U −→ Ω, ψ : V −→ Ω,

(i) φ ∧ ψ ≡ ∧Ω ◦ ⟨φPU,V , ψP′
U,V ⟩ : U × V −→ Ω, 即图

U × V

φ∧ψ
((QQQQQQQQQQQQQQQ

⟨φPU,V ,ψP′
U,V ⟩

// Ω× Ω

∧Ω

��
Ω

是交换的;

(ii) φ ∨ ψ ≡ ∨Ω ◦ ⟨φPU,V , ψP′
U,V ⟩ : U × V −→ Ω, 即图

U × V

φ∨ψ
((QQQQQQQQQQQQQQQ

⟨φPU,V ,ψP′
U,V ⟩

// Ω× Ω

∨Ω

��
Ω

12
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是交换的;

(iii) φ =⇒ ψ ≡=⇒Ω ◦⟨φPU,V , ψP′
U,V ⟩ : U × V −→ Ω, 即图

U × V

φ=⇒ψ
((QQQQQQQQQQQQQQQ

⟨φPU,V ,ψP′
U,V ⟩

// Ω× Ω

=⇒Ω

��
Ω

是交换的;

(iv) ¬φ ≡ ¬Ω ◦ φ : U −→ Ω, 即图

U

¬φ
&&NNNNNNNNNNNNN

φ // Ω

¬Ω

��
Ω

是交换的.

下面解释量词 ∀ 和 ∃ 的含义. 假设 ϕ(x, y) 是一个公式, 其中 x 和 y 分别是 X 型和 Y 型自由变

量, 则 ϕ(x, y) 的解释是 T 中的态射 ϕ(x, y) : X × Y −→ Ω. 由语言形式得到公式

∀x∈Xϕ(x, y) ≡ {x ∈ X | ϕ(x, y)} = {x ∈ X | ⊤},

它不再包含 x 作为自由变量, 其解释是态射

I(ϕ(x, y)∗ = (⊤ ◦ P′
X,1)

∗) = δΩX ◦ (ϕ(x, y)∗ × (⊤ ◦ P′
X,1)

∗) : Y × 1 −→ ΩX × ΩX −→ Ω,

即 ∀ x∈Xϕ(x, y) : Y ∼= Y × 1 −→ Ω. 同理可知 ∃ x∈Xϕ(x, y).
如果 φ(x, y) 是一个公式, 具有 X 型自由变量 x 和 Y 型自由变量 y, 则用 {(x, y) | φ(x, y)} 或

{(x, y) ∈ X × Y | φ(x, y)} 表示 X × Y 的子对象, 其使得下图:

{(x, y) |φ(x, y)}

��

inclusion // X × Y

φ(x,y)

��
1 ⊤

// Ω

是一个拉回,即 φ(x, y)是 {(x, y) ∈ X ×Y | φ(x, y)}的特征态射. 采用这样的记号,就可以将常规的表

达式如 {x | φ(x)} 表示为给定对象 X 的子对象, 就好像对象 X 具有元 x 一样. 特别是, 在 Sets 中,

{(x, y) | φ(x, y)} = {(x, y) ∈ X × Y | φ(x, y) = 1}.

因此, 这样给出的定义与通常集合论中的记号一致.

命题 3.1 给定拓扑斯 T 描述的人工智能语言 L(AI), 设 φ(x) 和 ψ(x) 是两个具有 X 型自由变

量 x 的公式, 则在 Sub(X) 中,

(1) {x | φ(x)} ∧ {x | ψ(x)} = {x | φ(x) ∧ ψ(x)};
(2) {x | φ(x)} ∨ {x | ψ(x)} = {x | φ(x) ∨ ψ(x)};
(3) {x | φ(x)} =⇒ {x | ψ(x)} = {x | φ(x) =⇒ ψ(x)};
(4) ¬{x | φ(x)} = {x | ¬φ(x)}.

13
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证明 (1) 因为 X 的子对象 {x | φ(x)} 和 {x | ψ(x)} 的特征态射分别是 φ(x) 和 ψ(x), 它们的

交 {x | φ(x)} ∧ {x | ψ(x)} 是 X 的子对象且其特征态射是 ∧Ω ◦ ⟨φ(x), ψ(x)⟩ = φ(x) ∧ ψ(x). 因此,

{x | φ(x)} ∧ {x | ψ(x)} = {x | φ(x) ∧ ψ(x)}.
同理, 分别验证 (2)–(4) 等式两边子对象的特征态射是相等的, 细节留作练习.

3.2 人工智能系统

人工智能由人工智能系统组成,只有确定了人工智能系统的数学描述才能确定人工智能的科学含

义. 下面是人工智能系统的数学定义.

定义 3.3 人工智能系统 (artificial intelligence system) S对应于一个局部小拓扑斯 T,由 T的内

在语言 L(T) 描述, 其在 T 中的两个基础对象 InS 和 OutS 使得 Hom(InS,OutS) 是一个非空集, 其中

InS 称为 S的输入 (input), OutS 称为 S的输出 (output),而 Hom(InS,OutS)中的元 f : InS −→ OutS

称为该系统的思考过程 (thinking procedure). 该人工智能系统记作 T(InS,OutS), 简记为 T(S) 或 TS.

如果 T是一个布尔拓扑斯,则 T(S)称为布尔人工智能系统 (Boolean artificial intelligence system),

否则称为非布尔人工智能系统 (non-Boolean artificial intelligence system).

人工智能系统 T(InS,OutS) 不仅依赖于拓扑斯 T(AI), 而且还依赖于输入 InS 和输出 OutS 的选

取, 即对应于同一个拓扑斯, 如果 InS 和 OutS 选取不同, 则对应的系统也不同.

注 3.2 布尔人工智能系统之所以称为经典智能系统,是因为在原理上它们都可以由经典物理系

统来实现. 而一个能够由量子物理系统实现的非布尔人工智能系统将称为量子人工智能系统 (见第 4

节). 一般而言, 不是每个非布尔人工智能系统都能够由量子物理系统来实现.

这里给出的人工智能系统的定义可以看成是人工智能系统的一个拓扑斯理论表示. 这种表示不

一定是唯一的, 即一个智能系统可以有多种理论表示, 在实际应用中需要恰当地选择合适的理论表示.

在拓扑斯物理理论 (参见文献 [11]) 中已经指出了这一点, 例如一个粒子的运动, 既可以用经典拓扑斯

物理描述, 也可以用量子拓扑斯物理描述, 需要根据所考虑的关于粒子运动的物理问题不同而选择不

同的拓扑斯理论描述. 同理, 对于一个函数 f 的计算, 既可以考虑在经典人工智能系统中计算 f, 也可

以考虑在量子人工智能系统中计算 f.

例 3.1 在集合范畴 Sets 中, 设

(1) Ω = {0, 1}, 1 = {∗};
(2) 输入对象 InS 为非空可测空间 (Σ,F), 输出对象 OutS 为 R;
(3) 态射空间 Hom(Σ,R) 为 F- 可测函数 f : Σ 7→ R 全体;

则得到一个经典智能系统 S,它的输入对象的子对象集 Sub(InS) = F 是一个布尔代数. 该人工智能系

统记作 T(Σ,F ;R), 其形式语言 L(Σ,F ;R) 具有如下基本要素.

(i)基本型: 1 = {∗}; Ω = {0, 1}, Σ和 R.而 P (Σ)是 Σ的 F-可测子集全体, P (R)是 R中的 Borel

可测子集全体, 且 Σ× R = {(ω, x) : ω ∈ Σ, x ∈ R}.
(ii) 每个态射 f̃ ∈ Hom(Σ,R) 为一个 F- 可测函数 f : Σ 7→ R, 代表该智能系统可计算的对象.

(iii)型 Ω的项 (公式) f̃(s̃) ∈ ∆̃ (s̃是 Σ型自由变量,而 ∆̃是 P (R)型自由变量)由函数 [f̃(s̃) ∈ ∆̃] :

Σ× P (R) 7→ {0, 1} 表示, 其中对 (s,∆) ∈ Σ× P (R), 有

[f̃(s̃) ∈ ∆̃](s,∆) =

 1, f(s) ∈ ∆,

0, f(s) /∈ ∆.
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(iv) 型 P (Σ) 的项 {s̃ | f̃(s̃) ∈ ∆̃} (∆̃ 是 P (R) 型自由变量) 由函数 [{s̃ | f̃(s̃) ∈ ∆̃}] : P (R) 7→ P (Σ)

表示, 其中对 ∆ ∈ P (R), 有

[{s̃ | f̃(s̃) ∈ ∆̃}](∆) = f−1(∆) = {s ∈ Σ | f(s) ∈ ∆}.

3.3 深度学习

一个典型的深度学习模型 (参见文献 [14]) 是前馈神经网络 (feed-forward neural network), 它由

L + 1 个层 (layer) 和排列在每个层上若干个节点 (每个节点代表一个 “神经元” (neurons)) 组成, 其

中第 ℓ = 0 层称为输入层 (input layer), 数据在这里输入到网络; 第 ℓ = L 层为输出层, 结果在这里

读出; 而中间层 ℓ = 1, . . . , L − 1 称为隐含层. 在每个层上有一个激活 (activation) 函数 f ℓ : Xℓ 7→ Vℓ

(ℓ = 0, . . . , L− 1), 线性映射

ϕℓ : Hom(Xℓ−1, Vℓ−1) 7→ Hom(Xℓ, Vℓ), ℓ = 1, . . . , L,

其中 Xℓ 是标记第 ℓ层上神经元个数的指标集且 Vℓ 是一个向量空间,以及 (非线性)映射 σℓ : Vℓ 7→ Vℓ

(ℓ = 0, 1 . . . , L). 则该深度学习模型按如下形式计算函数 f :

f0 −→ f1 · · · −→ fL = f

其中 fℓ = σℓ(ϕℓ(fℓ−1)) (ℓ = 1, . . . , L), 即

f = σL(ϕL(σL−1(ϕL−1 · · ·σ1(ϕ1(σ0(f0))) · · · ))),

这可以用箭头表示如下:

在实际问题中通常需要计算一个 Borel 可测函数 f : Rn 7→ R. 一个有效的计算方法是采用深度学
习模型, 即通过形如

f(x) = ϕL(fL(ϕL−1(· · · (f2(ϕ1(f1(x)))) · · · ))), ∀x ∈ Rn

的复合函数计算 f, 其中

fk : Rnk−1 7→ Rnk , ϕk : Rnk 7→ Rnk , k = 1, . . . , L,

Rn0 = Rn 且 RnL = R. 这可以用集合范畴 Sets 中的态射 (箭头) 表示如下:

Rn
f1 // Rn1

ϕ1 // Rn1
f2 // Rn2

ϕ2 // · · ·
fL−1 // RnL−1

ϕL−1 // RnL−1
fL // R

ϕL // R.

由此可见, 用深度学习算法在计算机上计算一个 Borel 可测函数 f : Rn 7→ R 本质上是在经典智能系
统 T(Rn,B(Rn);R) 中推理态射 f ∈ Hom(Rn,R),

f = ϕL ◦ fL ◦ ϕL−1 ◦ · · · ◦ f2 ◦ ϕ1 ◦ f1,
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即如下图形:

Rn
f1 //

f

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW Rn1
ϕ1 // Rn1

f2 // Rn2
ϕ2 // · · ·

fL−1 // RnL−1
ϕL−1 // RnL−1

fL

��
R

ϕL

��
R

是交换的. 采用这种方法, 每个经典机器学习算法都可以用集合范畴 Sets 语言表示成一列态射的复

合运算. 因此, 它们都可以在经典人工智能系统中给出表示.

注 3.3 已有一些文献采用范畴理论和拓扑斯理论研究机器学习, 参见文献 [2] 及其所引文献.

这些工作采用范畴理论代替传统机器学习的线性代数和统计描述方式,试图建立新的机器学习理论形

式. 而我们上述的拓扑斯理论形式是将原有的机器学习理论放到经典人工智能的拓扑斯框架下来处

理, 即在集合范畴 Sets 框架下用态射重新表示机器学习理论. 因此, 这里的理论是从形式语言和逻辑

推理即人工智能角度来理解已有的机器学习理论. 另外, 已有的机器学习的范畴和拓扑斯理论还没有

提出能用于量子神经网络的理论方案,但是我们进一步发展的关于量子人工智能的拓扑斯理论可以用

于描述量子神经网络, 见第 7 节.

4 量子人工智能的数学模型

本节研究用量子物理系统实现的 (非布尔)人工智能系统,称其为量子人工智能系统,它们对应于

Hilbert 空间上的预层拓扑斯, 即量子系统对应的 Hilbert 空间 H 上的量子测量全体构成的偏序范畴
M(H) 上的预层范畴 SetsM(H)op .

按照预层的定义, M(H) 上的一个预层 X 是从M(H) 到 Sets 的反变函子, 即

(1) 对于任意 M ∈ M(H), 有 X(M) ∈ Sets0;

(2) 如果 iM,K 存在, 即M 6 K, 则 X(iM,K) : X(K) −→ X(M) 是从 X(K) 到 X(M) 的一个集合

映射, 特别是 X(iM) = idX(M) (集合 X(M) 上的恒等映射);

(3) 如果 M 6 K 且 K 6 L, 则

X(iK,L ◦ iM,K) = X(iM,K) ◦X(iK,L).

从M(H) 上预层 X 到预层 Y 的态射 F : X −→ Y 定义为一个自然变换 (一族映射)

F = {αM ∈ Hom(X(M), Y (M)) : M ∈ M(H)},

使得如果 iK,M : K −→ M 存在, 则 αK ◦X(iK,M) = Y (iK,M) ◦ αM, 即如下图形:

X(M)

αM

��

X(iK,M) // X(K)

αK

��
Y (M)

Y (iK,M)
// Y (K)

是交换的.
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定义 4.1 范畴 SetsM(H)op 定义如下:

(1) 对象族为M(H) 上预层 X 全体;

(2) 对于任意两个对象 X 和 Y , 态射族 Hom(X,Y ) 是自然变换 F : X −→ Y 全体;

(3) 对于任意对象 X, 恒等态射 1X : X −→ X 为一族映射

1X = {idX(M) : M ∈ M(H)},

其中 idX(M) 是集合 X(M) 上的恒等映射;

(4) 态射的复合运算按照自然变换的复合运算定义, 它满足结合律.

注 4.1 在文献 [8,9,16]中,考虑范畴 SetsV(H)op 作为量子系统的拓扑斯,而不是范畴 SetsM(H)op .

当完备测量由正交投影算子构成时,二者是基本相同的 (当 H是有限维 Hilbert空间时,二者同构). 但

是, 当考虑非 Hermite 量子力学 (non-Hermitian quantum mechanics) 时 (参见文献 [4]), 完备测量一般

是由不必自伴的投影算子 (即有界幂等算子) 构成的, 此时需要用范畴 SetsM(H)op 作为量子系统的拓

扑斯, 而不能用范畴 SetsV(H)op .

命题 4.1 给定范畴 SetsM(H)op 的一个对象 X, 则 X 的每个子对象都唯一确定一个预层 S 使

得它与态射 ⊂ : S −→ X 是等价的, 其中对每个M ∈ M(H), S(M) ⊆ X(M)且 ⊂M : S(M) −→ X(M)

是集合的包含映射.

证明 设 F = {αM : M ∈ M(H)} : Y −→ X 是一个单态射,则对每个M ∈ M(H), αM : Y (M) 7→
X(M)是一个集合单映射,从而 αM : Y (M) 7→ αM(Y (M))是 1-1的集合映射. 令 S(M) = αM(Y (M)),

且如果 iL,M 存在, 令 S(iL,M) = αL ◦ Y (iL,M) ◦ α−1
M : S(M) 7→ S(L), 则 S 是一个预层, 即 SetsM(H)op

的一个对象. 直接验证可知, 包含态射 ⊂ : S −→ X 是单态射且等价于 F.

上述结果说明, X 的每个子对象类都由如上定义的一个对象 S 唯一确定. 下面总是用这样的对

象 S 代表 X 的子对象类, 记作 S ⊂ X. 因此,

Sub(X) = {S ∈ (SetsM(H)op)0 : S ⊂ X}. (4.1)

命题 4.2 范畴 SetsM(H)op 是一个拓扑斯, 记作 T(H).

证明 范畴 T(H) 是 Grothendieck 拓扑斯的一个特殊情形, 故是一个拓扑斯, 参见文献 [19]. 下

面只给出它的终端对象和子对象分类子的具体构造.

首先给出 T(H) 的终端对象 1T(H). 给定集合范畴 Sets 的一个终端对象单点集 {∗}. 对于任意
M ∈ M(H), 定义 1T(H)(M) = {∗}, 且如果 iK,M : K −→ M 存在, 定义 1T(H)(iK,M) = id{∗}, 则如此

定义的 1T(H) 是 M(H) 上的一个预层. 为了证明 1T(H) 是一个终端对象, 设 X 是 M(H) 上的一个预

层. 则态射 1X : X −→ 1T(H) 是如下唯一的自然变换 {αM ∈ Hom(X(M), {∗}) : M ∈ M(H)}, 其中
αM(x) = ∗, ∀x ∈ X(M), 即 Hom(X, 1T(H)) 只有一个态射 1X . 因此, 1T(H) 是 T(H) 的一个终端对象.

其次,构造 T(H)的子对象分类子 ΩT(H) 和相应的态射 ⊤ : 1T(H) −→ ΩT(H).对于任意M ∈ M(H),

M 上的一个筛子 (sieve) 是M(H) 的一个子集 S 使得如果 K ∈ S, 则 K 6 M, 且当 L 6 K 时 L ∈ S;
而 ↓ M = {L ∈ M(H) | L 6 M} 是一个筛子, 称为 M 上的主筛子 (principal sieve). 预层 ΩT(H) 定义

如下: (1) 对于任意 M ∈ M(H), ΩT(H)(M) 为 M 上的筛子全体构成的集合; (2) 如果 iK,M : K −→ M

存在, 则 ΩT(H)(iK,M) : ΩT(H)(M) −→ ΩT(H)(K) 使得对于任意 S ∈ ΩT(H)(M), 有

ΩT(H)(iK,M)(S) = {L ∈ S | L 6 K} =↓ K ∩ S.

17



陈泽乾等: 量子人工智能的拓扑斯理论形式

而态射 ⊤ : 1T(H) −→ ΩT(H) 定义如下: 对于任意 M ∈ M(H), 有 ⊤M : {∗} 7→ ΩT(H)(M) 使得 ⊤M(∗)
=↓ M.

设 S 是 X 的一个子对象, 即 S ⊂ X. 定义它的特征态射 χS : X −→ ΩT(H) 如下: 对于任意

M ∈ M(H) 和任意 x ∈ X(M), 有

χS(M)(x) = {L ∈↓ M | X(iL,M)(x) ∈ S(L)},

其中等式右边集合是 M 上的一个筛子, 这是因为 S ⊂ X. 由上述构造可以证明

S

1S

��

⊂ // X

χS

��
1T(H)

⊤ // ΩT(H)

是一个拉回四边形. 因此, ΩT(H) 是 T(H) 的子对象分类子.

对于M(H)上的一个预层X,它的每个全局元是一个态射 γ : 1T(H) −→ X使得对每个M ∈ M(H),

γM = γ(M)(∗) ∈ X(M), 且如果 L 6 K 则满足匹配条件 X(iL,K)(γK) = γL. 此时, γ 也称为 X 的一个

全局截面 (global section), 它表示 γ 对每个 M ∈ M(H) 都选取集合 X(M) 中的一个元 γM 满足上述

“匹配条件”.

定义 4.2 一个量子人工智能系统 (quantum artificial intelligence system) S 对应于一个 Hilbert

空间 H 上的拓扑斯 T(H), 它具有两个基础对象 In(H) 和 Out(H) 使得 Hom(In(H),Out(H)) 是一个非

空集,其中 In(H)称为 S的输入对象,而 Out(H)称为输出对象.该量子人工智能系统简称为量子智能

系统 T(H).

为了构造量子智能系统, 需要构造其输入对象和输出对象. 下面构造输入对象 In(H). 输出对象

Out(H) 将在第 5 节中构造.

定义 4.3 谱预层 Σ : M(H)op −→ Sets 是一个函子, 满足如下性质:

(1) 对每个 M ∈ M(H), 有 Σ(M) = Pex(M);

(2) 若 L,K ∈ M(H) 满足 L 6 K, 则 Σ(iL,K) : Σ(K) 7→ Σ(L) 定义如下: 对于任意 P ∈ Σ(K), 有

Σ(iL,K)(P) = P|B(L),

即概率测度 P 限制在布尔子代数 B(L) ⊂ B(K) 上得到的概率测度.

注 4.2 在文献 [8,9]中,谱预层 Σ是从 V ∈ V(H)到 V 的 Gel’fand谱集 Ξ(V )的函子. 正如注 4.1

所表明的, 文献 [8,9] 中的定义对于非 Hermite 量子力学不适用, 而定义 4.3 对于非 Hermite 情形同样

适用.

命题 4.3 谱预层 Σ 的每个子对象都由一个预层 S 确定, 其中 S 定义如下:

(1) 对每个 M ∈ M(H), 有 S(M) ⊆ Σ(M);

(2) 如果 L 6 M, 则 Σ(iL,M) : S(M) 7→ S(L) 使得对于任意 P ∈ S(M), 有

S(iL,M)(P) = P|B(L) ∈ S(L).

证明 由命题 4.1 立即可得.

定义 4.4 在量子人工智能系统 T(H) 中, 输入对象 In(H) 定义为谱预层 Σ.
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接下来证明每个投影算子 (量子命题) 都可以嵌入到谱预层 Σ 中.

定义 4.5 (参见文献 [9, 定义 2.1]) 设 P 是 H 上的一个正交投影算子. 给定一个完备测量

M ∈ M(H).

(1) 在 P 上的外确在化运算 (outer daseinisation operation) δo(P )M 定义为

δo(P )M = ∧{Q ∈ B(M) | Q > P};

(2) 在 P 上的内确在化运算 (inner daseinisation operation) δi(P )M 定义为

δi(P )M = ∨{Q ∈ B(M) | Q 6 P}.

注 4.3 “daseinisation”是在文献 [8]中创造的一个新词,它从德文 “dasein”转化而来,其含义为

“确在” (being-there-in-the world).

定义 4.6 (1) 外预层 O : M(H)op −→ Sets 是一个函子, 满足如下性质:

(i) 对每个 M ∈ M(H), 有 O(M) = B(M);

(ii) 如果 L,K ∈ M(H) 满足 L 6 K, 则 O(iL,K) : B(K) 7→ B(L) 定义为, 对于任意 P ∈ B(K), 有

O(iL,K)(P ) = δo(P )L.

(2) 内预层 I : M(H)op −→ Sets 是一个函子, 满足如下性质:

(i) 对每个 M ∈ M(H), 有 I(M) = B(M);

(ii) 如果 L,K ∈ M(H) 满足 L 6 K, 则 I(iL,K) : B(K) 7→ B(L) 定义为, 对于任意 P ∈ B(K), 有

I(iL,K)(P ) = δi(P )L.

命题 4.4 给定一个正交投影算子 P, 则映射M(H) ∋ M −→ δo(P )M ∈ B(M) 确定了外预层 O

的一个全局元 δo(P ) : 1 −→ O. 同样, 映射M(H) ∋ M −→ δi(P )M ∈ B(M) 确定了内预层 I 的一个全

局元 δi(P ) : 1 −→ I.

证明 对于任意 M ∈ M(H), 有 δo(P )(M) = δo(P )M ∈ B(M); 且当 L 6 K 时,

O(iL,K)(δo(P )K) = δo(δo(P )K)L = δo(P )L.

因此, δo(P ) 是 O 的一个全局截面. 同理可知 δi(P ) : 1 −→ I 是一个全局元.

由命题 4.4 可得如下命题:

命题 4.5 设 δo 为将每个 P ∈ P(H) 映射到全局截面 δo(P ) : 1 −→ O 的映射 δo : P(H) 7→ ΓO.

类似地, 定义映射 δi : P(H) 7→ ΓI. 则映射 δo : P(H) 7→ ΓO 和 δi : P(H) 7→ ΓI 都是单射.

证明 如果全局元 γ = δo(P ), 其中 P 是一个正交投影算子, 则

P =
∧

M∈M(H)

δo(P )M,

这是因为 δo(P )M > P 且当 P ∈ M 时, δo(P )M = P. 如果 δo(P ) = δo(Q), 则

P =
∧

M∈M(H)

δo(P )M =
∧

M∈M(H)

δo(Q)M = Q.

因此, δo 是一个单射. 同理可知 δi 是一个单射.
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命题 4.6 给定一个正交投影算子 P ∈ P(H), 对于任意 M ∈ M(H), 令

δo(P )(M) = {P ∈ Σ(M) | P(δo(P )M) = 1},

则 δo(P ) = {δo(P )(M) | M ∈ M(H)} 是谱预层 Σ 的一个子对象.

证明 对于任意 M ∈ M(H), 由定义可知 δo(P )(M) ⊆ Σ(M). 对于任意 L 6 M, 因为

δo(P )L = ∧{Q ∈ B(L) | Q > δo(P )M} > δo(P )M,

所以对每个 P ∈ δo(P )(M), 有

P(δo(P )L) = P(δo(P )M) +P(δo(P )L − δo(P )M) = 1,

这是因为 P 是一个概率测度且 P(δo(P )M) = 1. 因此,

{P|B(L) | P ∈ δo(P )(M)} ⊂ δo(P )(L),

该等式左边是子集 Σ(iL,M) (δo(P )(M)) ⊆ Σ(L). 故 δo(P ) 是谱预层 Σ 的一个子对象.

注 4.4 定义 δo : P(H) 7→ Sub(Σ) 为 δo(P ) = δo(P ), 则它是从 P(H) 到 Sub(Σ) 的映射. 因为每

个正交投影算子 P ∈ P(H) 代表量子系统的一个命题, 故谱预层 Σ 的子对象 δo(P ) 是命题 P 在量子

智能系统 T(H) 中的表示.

虽然量子逻辑 P(H)不是一个推理系统,但是在文献 [8,9]中已经证明, Sub(Σ)是一个 Heyting代

数, 因而它构成量子智能系统 T(H) 的一个逻辑推理系统.

5 量子智能系统的输出

本节要构造量子智能系统的输出对象 Out(H),它对应三种情形: R≽, R≼ 和 R↔.由此给出有界自

伴算子的拓扑斯理论表示, 即每个有界自伴算子都对应一个态射 f : Σ −→ Out(H).

定义 5.1 设 A 和 B 是两个自伴算子, 分别具有谱族 {EAλ | λ ∈ R} 和 {EBλ | λ ∈ R}. 如果

EBλ 6 EAλ , ∀λ ∈ R,

则称依谱序 A 小于 B, 记作 A 6s B.
注 5.1 注意, 自伴算子的谱序与相应的谱族中正交投影算子的序是反向的. 谱序 6s 是有界自

伴算子全体 L(H)sa 上的一个偏序. 对于正交投影算子 P 和 Q, P 6s Q 当且仅当 P 6 Q. 一般而言,

对两个自伴算子 A 和 B, 如果 A 6s B, 则 A 6 B (即 ⟨h,Ah⟩ 6 ⟨h,Bh⟩, ∀h ∈ H), 反之不一定成立.

命题 5.1 设 {Eλ | λ ∈ R} 是一个谱族, 则对每个 M ∈ M(H), 映射

R ∋ λ 7→ δi(Eλ)M, 和 R ∋ λ 7→
∧
µ>λ

δo(Eµ)M

都是谱族.

证明 由确在化运算的定义可知这两个映射都是右连续的, 故结论成立.

注 5.2 这两个映射的正交投影算子都在 B(M) 中, 因此它们确定了 V(M) 中的两个自伴算子.

注意, 映射 λ 7→ δo(EAλ )M 在 R 上不是右连续的, 故不是一个谱族.
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定义 5.2 设 A 是 H 上的一个自伴算子, 具有谱族 {EAλ | λ ∈ R}. A 的外确在化 δo(A) 和内确

在化 δi(A) 分别定义为, 对每个 M ∈ M(H), 有

δo(A)M =

∫
R
λd(δi(EAλ )M),

δi(A)M =

∫
R
λd

( ∧
µ>λ

δo(EAµ )M

)
.

注 5.3 对于任意 M ∈ M(H), 都有 δo(A)M, δ
i(A)M ∈ V(M). 因为

δi(EAλ )M 6
∧
µ>λ

δo(EAµ )M, ∀λ ∈ R,

故 δi(A)M 6s δo(A)M.
命题 5.2 设 A 是 H 上的一个自伴算子, 具有谱族 {EAλ | λ ∈ R}. 对每个 M ∈ M(H),

(1) 如果 A ∈ V(M), 则 A = δo(A)M = δi(A)M;

(2) δo(A)M = ∧{B ∈ V(M) | A 6s B}, 即 δo(A)M 是 V(M) 中按谱序大于 A 的最小自伴算子;

(3) δi(A)M = ∨{B ∈ V(M) | B 6s A}, 即 δi(A)M 是 V(M) 中按谱序小于 A 的最大自伴算子;

(4) Sp(δo(A)M) ⊂ Sp(A) 且 Sp(δi(A)M) ⊂ Sp(A).

证明 由定义可得 (1)–(3)成立. 下面证明 (4)成立. 对自伴算子 A,如果 λ0 /∈ Sp(A),则谱族 EAλ

在 λ0 的某个小邻域中是恒等的. 由定义可知, δi(EAλ )M 在该邻域中也是不变的, 故 λ0 /∈ Sp(δo(A)M).

因此, Sp(δo(A)M) ⊂ Sp(A). 同理可证 Sp(δi(A)M) ⊂ Sp(A).

对每个 M ∈ M(H), 用 V(M)sa 表示 V(M) 中的自伴算子全体, 它按谱序是一个偏序范畴.

定义 5.3 (1) 外 de Groote 预层 Osa : M(H)op −→ Sets 是一个函子使得

(i) 对每个 M ∈ M(H), 有 Osa(M) = V(M)sa;

(ii) 如果 L,K ∈ M(H) 满足 L 6 K, 则 Osa(iL,K) : Osa(K) 7→ Osa(L) 定义为, 对于任意 A ∈
Osa(K), 都有

Osa(iL,K)(A) = δo(A)L.

(2) 内 de Groote 预层 Isa : M(H)op −→ Sets 是一个函子使得

(i) 对每个 M ∈ M(H), 有 Isa(M) = V(M)sa;

(ii)如果 L,K ∈ M(H)满足 L 6 K,则 Isa(iL,K) : Isa(K) 7→ Isa(L)定义为,对于任意 A ∈ Isa(K),

都有

Isa(iL,K)(A) = δi(A)L.

命题 5.3 给定一个自伴算子 A, 则映射 M(H) ∋ M −→ δo(A)M ∈ V(M) 确定了外 de Groote

预层 Osa 的一个全局元 δo(A) : 1 −→ Osa. 同样, 映射 M(H) ∋ M −→ δi(A)M ∈ V(M) 确定了内 de

Groote预层 Isa的一个全局元 δi(A) : 1 −→ Isa.特别地,映射 δo : L(H)sa 7→ ΓOsa和 δi : L(H)sa 7→ ΓIsa

都是单射.

证明 对于任意 M ∈ M(H), 都有 δo(A)(M) = δo(A)M ∈ V(M); 且当 L 6 K 时,

O(iL,K)(δo(A)K) = δo(δo(A)K)L = δo(A)L.
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因此, δo(A) 是 Osa 的一个全局截面. 同理可知 δi(A) : 1 −→ Isa 是一个全局元.

如果 δo(A) = δo(B), 其中 A 和 B 是两个自伴算子, 由谱定理的唯一性知, 对每个M ∈ M(H), 有

δi(EAλ )M = δi(EBλ )M, ∀λ ∈ R,

则由命题 4.5 可知 δi 是单射, 故 EAλ = EBλ , 即 A = B. 因此, δo : L(H)sa 7→ ΓOsa 是单射. 同理可证,

δi : L(H)sa 7→ ΓIsa 也是单射.

设 P 和 Q 是两个偏序集. 给定一个函数 f : P 7→ Q, 如果对于任意 P1, P2 ∈ P, 当 P1 6P P2 时

都有 f(P1) 6Q f(P2), 则称 f 是保序的 (order-preserving); 当 P1 6P P2 时都有 f(P1) >Q f(P2), 则

称 f 是反序的 (order-reversing). 用 Op(P,Q) 记保序函数 f : P 7→ Q 全体, 用 Or(P,Q) 记反序函数

f : P 7→ Q 全体.

对每个 M ∈ M(H), ↓ M = {L ∈ M(H) | L 6 M} 是 M 上的主筛子, 它按照加细序是一个偏

序集.

定义 5.4 设 P 是一个偏序集.

(1) 预层 P≽ : M(H)op −→ Sets 是一个函子使得

(i) 对每个 M ∈ M(H), 有

P≽(M) = {f :↓ M 7→ P | f ∈ Or(↓ M,P)};

(ii)如果 L,K ∈ M(H)满足 L 6 K,则 P≽(iL,K) : P≽(K) 7→ P≽(L)定义为,对于任意 f ∈ P≽(K),

都有

P≽(iL,K)(f) = f |L,

其中 f |L 表示 f 在 ↓ L 上的限制.

(2) 预层 P≼ : M(H)op −→ Sets 是一个函子使得

(i) 对每个 M ∈ M(H), 有

P≼(M) = {f :↓ M 7→ P | f ∈ Op(↓ M,P)};

(ii)如果 L,K ∈ M(H)满足 L 6 K,则 P≼(iL,K) : P≼(K) 7→ P≼(L)定义为,对于任意 f ∈ P≼(K),

都有

P≼(iL,K)(f) = f |L,

其中 f |L 表示 f 在 ↓ L 上的限制.

注 5.4 (1) 在上述定义中, 当 P = R 时分别得到预层 R≽ 和 R≼, 它们将是我们需要的输出

预层.

(2) 对于 H 上的一个有界自伴算子 A, 用 E(A) 表示 A 的期望值全体, 即

E(A) = {tr(ρA) | ρ ∈ L(H)sa, ρ > 0, tr(ρ) = 1}.

它是 R 的一个有界子集, 按照实数序是一个偏序集. 令 P = E(A), 则分别得到预层 E(A)≽ 和 E(A)≼,
它们分别是预层 R≽ 和 R≼ 的子对象.
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命题 5.4 给定一个自伴算子 A, 令 M ∈ M(H).

(1) 对于任意 P ∈ Σ(M), 定义映射 δ̆o(A)M(P) :↓ M 7→ E(A) 为, 对于任意 L ∈↓ M, 即 L 6 M,

都有

δ̆o(A)M(P)(L) = Σ(iL,M)(P)(δo(A)L).

则 δ̆o(A)M(P)是一个反序函数,即 δ̆o(A)M(P) ∈ Or(↓ M,E(A)).故 δ̆o(A)M : Σ(M) −→ Or(↓ M,E(A))
是一个态射.

(2) 对于任意 P ∈ Σ(M), 定义映射 δ̆i(A)M(P) :↓ M 7→ E(A) 为, 对于任意 L ∈↓ M, 即 L 6 M,

都有

δ̆o(A)M(P)(L) = Σ(iL,M)(P)(δi(A)L).

则 δ̆i(A)M(P)是一个保序函数,即 δ̆i(A)M(P) ∈ Op(↓ M,E(A)).故 δ̆i(A)M : Σ(M) −→ Op(↓ M,E(A))
是一个态射.

证明 (1) 因为 Σ(iL,M)(P) = P|L, 故

δ̆o(A)M(P)(L) = P|L(δo(A)L) = P(δo(A)L).

又因为当 L 按加细序变小时, δo(A)L 按算子序变大, 故 δ̆o(A)(P) 是一个反序函数.

(2) 同理,

δ̆i(A)M(P)(L) = P|L(δi(A)L) = P(δi(A)L).

又因为当 L 按加细序变小时, δi(A)L 按算子序变小, 故 δ̆i(A)(P) 是一个保序函数.

定理 5.1 给定一个自伴算子 A, 则

(1) 映射族

δ̆o(A) = {δ̆o(A)M : Σ(M) 7→ Or(↓ M,E(A)) | M ∈ M(H)}

是一个自然变换 δ̆o(A) : Σ −→ E(A)≽;
(2) 映射族

δ̆i(A) = {δ̆i(A)M : Σ(M) 7→ Op(↓ M,E(A)) | M ∈ M(H)}

是一个自然变换 δ̆i(A) : Σ −→ E(A)≼.

证明 (1) 给定 M ∈ M(H), 由命题 5.4(1) 可知, δ̆o(A)M 是从 Σ(M) 到 Or(↓ M,E(A)) 的映射.

下面只需要证明, 对于任意 L 6 M, 如下图形:

Σ(M)

δ̆o(A)M
��

Σ(iL,M) // Σ(L)

δ̆o(A)L
��

E(A)≽(M)
E(A)≽(iL,M) // E(A)≽(L)

是交换的, 即 δ̆o(A)L ◦ Σ(iL,M) = E(A)≽(iL,M) ◦ δ̆o(A)M.
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为此, 设 P ∈ Σ(M). 因为 Σ(iL,M)(P) = P|L, 对于任意 K ∈↓ L, 都有

δ̆o(A)L ◦ Σ(iL,M)(P)(K) = δ̆o(A)L(P|L)(K) = P|L(K) = P(δo(A)K),

E(A)≽(iL,M) ◦ δ̆o(A)M(P)(K) = δ̆o(A)M(P)|L(K) = δ̆o(A)M(P)(K) = P(δo(A)K),

故 δ̆o(A)L ◦ Σ(iL,M)(P) = E(A)≽(iL,M) ◦ δ̆o(A)M(P). 因为 P ∈ Σ(M) 是任意给定的, 因此结论得证.

同理可证 (2) 成立.

注 5.5 因为预层 E(A)≽ 是预层 R≽ 的一个子对象, 故自然变换 δ̆o(A) : Σ −→ E(A)≽ 可以作为
一个从 Σ 到 R≽ 的自然变换. 从而, 每个自伴算子都可以由一个自然变换 δ̆o(A) : Σ −→ R≽ 表示. 同

理, 每个自伴算子都可以由一个自然变换 δ̆i(A) : Σ −→ R≼ 表示.

定义 5.5 设 P 是一个偏序集. 预层 P↔ : M(H)op −→ Sets 是一个函子使得

(i) 对每个 M ∈ M(H), 有

P↔(M) = {(f, g) :↓ M 7→ P | f ∈ Op(↓ M,P), g ∈ Or(↓ M,P)};

(ii) 如果 L,K ∈ M(H) 满足 L 6 K, 则 P↔(iL,K) : P↔(K) 7→ P↔(L) 定义为, 对于任意 (f, g) ∈
P↔(K), 都有

P↔(iL,K)(f, g) = (f |L, g|L),

其中 f |L 和 g|L 分别表示 f 和 g 在 ↓ L 上的限制.

由定理 5.1 立即可得如下定理:

定理 5.2 给定一个自伴算子 A, 则映射族

δ̆↔(A) = {(δ̆i(A)M, δ̆o(A)M) : Σ(M) 7→ R↔(M) | M ∈ M(H)}

是一个自然变换 δ̆↔(A) : Σ −→ R↔.

由定理 5.1 和 5.2, 量子智能系统 T(H) 的输出对象 Out(H) 可以根据实际情况选取 R≽, R≼ 和

R↔ 三者之一.

6 量子智能系统的变换

本节研究量子智能系统的变换.量子系统的变换由酉算子确定, 因此需要在拓扑斯 SetsM(H)op 中

给出酉算子的表示.

定义 6.1 设 U 是 H 上的一个酉算子, 具有谱族 {EUλ | λ ∈ R}. U 的外确在化 δo(U) 和内确在

化 δi(U) 分别定义为, 对每个 M ∈ M(H), 有

δo(U)M =

∫
R
eiλd(δi(EUλ )M),

δi(U)M =

∫
R
eiλd

( ∧
µ>λ

δo(EUµ )M

)
.

注 6.1 设 A 是一个自伴算子. 由定义可知, 对每个 M ∈ M(H), 有

δo(eiA)M = eδ
o(A)M , δi(eiA)M = eδ

i(A)M .

24



中国科学 : 数学 第 55 卷 第 ? 期

对每个 M ∈ M(H), 用 V(M)u 表示 V(M) 中的酉算子全体.

定义 6.2 (1) 外 de Groote 酉预层 Ou : M(H)op −→ Sets 是一个函子使得

(i) 对每个 M ∈ M(H), 有 Ou(M) = V(M)u;

(ii)如果 L,K ∈ M(H)满足 L 6 K,则 Ou(iL,K) : Ou(K) 7→ Ou(L)定义为,对于任意 U ∈ Ou(K),

都有

Ou(iL,K)(U) = δo(U)L.

(2) 内 de Groote 酉预层 Iu : M(H)op −→ Sets 是一个函子使得

(i) 对每个 M ∈ M(H), 有 Iu(M) = V(M)u;

(ii) 如果 L,K ∈ M(H) 满足 L 6 K, 则 Iu(iL,K) : Iu(K) 7→ Iu(L) 定义为, 对于任意 U ∈ Iu(K),

都有

Iu(iL,K)(U) = δi(U)L.

命题 6.1 给定一个酉算子 U, 则映射 M(H) ∋ M −→ δo(U)M ∈ V(M) 确定了外 de Groote 酉

预层 Ou 的一个全局元 δo(U) : 1 −→ Ou. 同样, 映射 M(H) ∋ M −→ δi(U)M ∈ V(M) 确定了内 de

Groote 酉预层 Iu 的一个全局元 δi(A) : 1 −→ Iu. 特别地, 映射 δo : U(H) 7→ ΓOu 和 δi : U(H) 7→ ΓIu

都是单射.

证明 对于任意 M ∈ M(H), 都有 δo(U)(M) = δo(U)M ∈ V(M); 且当 L 6 K 时,

O(iL,K)(δo(U)K) = δo(δo(U)K)L = δo(U)L.

因此, δo(U) 是 Ou 的一个全局截面. 同理可知 δi(U) : 1 −→ Iu.

如果 δo(U) = δo(V ),其中 U 和 V 是两个酉算子, 由谱定理的唯一性可知, 对每个M ∈ M(H),有

δi(EUλ )M = δi(EVλ )M, ∀λ ∈ R,

则由命题 4.5 可知 δi 是单射, 故 EUλ = EVλ , 即 U = V. 因此, 映射 δo : U(H) 7→ ΓOu 是单射. 同理可证

δi : U(H) 7→ ΓIu 是单射.

给定一个酉算子 U ∈ U(H). 对每个 M ∈ M(H), 令

ℓU (M) = {UMU−1 |M ∈ M},

则 ℓU (M) 是 H 上的一个完备测量, 即 ℓU (M) ∈ M(H). 因此, ℓU 是一个映射 ℓU : M(H) 7→ M(H), 具

有如下性质:

(1) 对每个 U ∈ U(H), 有 ℓ−1
U = ℓU−1 , 且对于任意 U1, U2 ∈ U(H), 都有

ℓU1 ◦ ℓU2 = ℓU1U2 ,

因此, 映射 U 7→ ℓU 是酉算子群 U(H) 在M(H) 上的一个表示;

(2) 如果 L 6 M, 则对每个 U ∈ U(H), 有

ℓU (L) 6 ℓU (M),
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即 ℓU 保持M(H) 的序, 由此可知 ℓU : M(H) −→ M(H) 是一个函子;

(3) 如果 S 是 M 上的一个筛子, 则对每个 U ∈ U(H),

ℓU (S) = {ℓU (K) | K ∈ S}

是 ℓU (M) 上的一个筛子.

由定义立即可得如下命题.

命题 6.2 设 M ∈ M(H) 且 U ∈ U(H).

(1) 对每个正交投影算子 P, 有

Uδo(P )MU
−1 = δo(UPU−1)ℓU (M), Uδi(P )MU−1 = δi(UPU−1)ℓU (M);

(2) 对每个自伴算子算子 A, 有

Uδo(A)MU
−1 = δo(UAU−1)ℓU (M), Uδi(A)MU

−1 = δi(UAU−1)ℓU (M).

定义 6.3 给定 U ∈ U(H),态射 ℓ∗U : SetsM(H)op−→ SetsM(H)op 定义为,对于任意 F ∈ SetsM(H)op ,

都有

ℓ∗U (F ) = F ◦ ℓU ,

即对于任意 M ∈ M(H), 都有 ℓ∗U (F )(M) = F (ℓU (M)), 且对于任意 L 6 M, 都有

ℓ∗U (F )(iL,M) = F (iℓU (L),ℓU (M)) : F (ℓU (M)) 7→ F (ℓU (L)).

ℓ∗U (F ) 简记为 FU , 特别地, ΣU = ℓ∗U (Σ), (R
↔)U = ℓ∗U (R

↔).

命题 6.3 对于任意 U1, U2 ∈ U(H), 都有

ℓ∗U1U2
= ℓ∗U2

◦ ℓ∗U1
.

因此, 映射 U 7→ ℓ∗U 是由 SetsM(H)op 上态射给出的 U(H) 的一个反表示 (anti-representation).

证明 给定一个预层 F 和两个酉算子 U1 和 U2, 因为对于任意 M ∈ M(H), 都有

ℓ∗U1
(F )(M) = F (ℓU1

(M)),

所以

ℓ∗U2
(ℓ∗U1

(F ))(M) = ℓ∗U1
(F )(ℓU2(M)) = F (ℓU1(ℓU2(M))) = F (ℓU1U2(M)) = ℓ∗U1U2

(F )(M).

故得结论.

命题 6.4 给定一个酉算子 U, 对每个M ∈ M(H) 定义映射 ιUM : Σ(M) 7→ Σ(ℓU (M)) 为, 对于任

意 P ∈ Σ(M), 都有

ιUM(P)(Q) = P(U−1QU), ∀Q ∈ B(ℓU (M)).

则映射族

ιU = {ιUM : Σ(M) 7→ Σ(ℓU (M)) | M ∈ M(H)}
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是一个自然同构 ιU : Σ −→ ΣU , 即对任意 L 6 M, 如下图形:

Σ(M)

ιUM
��

Σ(iL,M) // Σ(L)

ιUL
��

ΣU (M)
ΣU (iL,M) // ΣU (L)

是交换的.

证明 因为对于任意 Q ∈ B(ℓU (M)), 都有 U−1QU ∈ B(M), 故 ιUM(P)(Q) 的定义有意义. 当

{Qk} ⊂ B(ℓU (M)) 为一列两两正交的投影算子时, {U−1QkU} 是 B(M) 中一列两两正交的投影算子,

由此可知 ιUM(P)是可列可加的,即 ιUM(P) ∈ Σ(ℓU (M)).由于 U 是可逆算子,故 ιUM : Σ(M) 7→ Σ(ℓU (M))

是 1-1 映射. 交换图由定义可得. 因此, ιU : Σ −→ ΣU 是一个自然同构.

命题 6.5 给定一个酉算子 U.

(1) 对每个 M ∈ M(H), 定义映射 κ≽U (M) : R≽(M) 7→ (R≽)U (M) 为, 对于任意 f ∈ Qr(↓ M,R),
都有

κ≽U (M)(f)(ℓU (L)) = f(L), ∀L ∈↓ M,

则映射族

κ≽U = {κ≽U (M) : R≽(M) 7→ (R≽)U (M) | M ∈ M(H)}

是一个自然同构 κ≽U : R≽ −→ (R≽)U ;

(2) 对每个 M ∈ M(H), 定义映射 κ≼U (M) : R≼(M) 7→ (R≼)U (M) 为, 对于任意 f ∈ Qp(↓ M,R),
都有

κ≼U (M)(f)(ℓU (L)) = f(L), ∀L ∈↓ M,

则映射族

κ≼U = {κ≼U (M) : R≼(M) 7→ (R≼)U (M) | M ∈ M(H)}

是一个自然同构 κ≼U : R≼ −→ (R≼)U ;

(3) 对每个 M ∈ M(H), 定义映射 κ↔U (M) : R↔(M) 7→ (R↔)U (M) 为, 对于任意 f ∈ Qp(↓ M,R),
g ∈ Qr(↓ M,R), 都有

κ↔U (M)(f, g)(ℓU (L)) = (f(L), g(L)), ∀L ∈↓ M,

则映射族

κ↔U = {κ↔U (M) : R↔(M) 7→ (R↔)U (M) | M ∈ M(H)}

是一个自然同构 κ↔U : R↔ −→ (R↔)U , 即对任意 L 6 M, 如下图形:

R↔(M)

κ↔
U (M)

��

R↔(iL,M) // R↔(L)

κ↔
U (L)

��
(R↔)U (M)

(R↔)U (iL,M) // (R↔)U (L)

是交换的.
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证明 下面只证明 (3). 因为对于任意 L ∈↓ M, 都有 ℓU (L) ∈↓ ℓU (M), 故 κ↔U (M)(f, g)(ℓU (L)) 的

定义有意义. 由定义 5.5 直接验证可知, κ↔U (M) : R↔(M) 7→ (R↔)U (M) 是一个态射. 因为 U 是可逆

算子, 故 κ↔U : R↔ −→ (R↔)U 是一个自然同构.

由定理 5.1 和 5.2 以及命题 6.4 和 6.5 可得如下结果.

定理 6.1 给定 H 上的酉算子 U 和自伴算子 A, 则

κ≽U ◦ δ̆o(A) = δ̆o(UAU−1) ◦ ιU , (6.1)

κ≼U ◦ δ̆i(A) = δ̆i(UAU−1) ◦ ιU (6.2)

和

κ↔U ◦ δ̆↔(A) = δ̆↔(UAU−1) ◦ ιU , (6.3)

即如下图形:

Σ

δ̆↔(A)

��

ιU // ΣU

δ̆↔(UAU−1)

��
R↔ κ↔

U // (R↔)U

是交换的.

证明 下面只证明 (6.1). 由命题 5.4知, 给定M ∈ M(H),对于任意 P ∈ Σ(M), 都有 δ̆o(A)M(P)

∈ R≽(M), 即

δ̆o(A)M(P)(L) = P(δo(A)L), ∀L 6 M.

则由命题 6.5(1) 有

κ≽U (M)(δ̆o(A)M(P))(ℓU (L)) = δ̆o(A)M(P)(L) = P(δo(A)L), ∀L ∈↓ M;

由命题 6.4 有

ιUM(P)(ℓU (Q)) = P(Q), ∀Q ∈ B(M).

令 Q = δo(A)L, 可得

ιUM(P)(ℓU (δ
o(A)L)) = P(δo(A)L) = κ≽U (M)(δ̆o(A)M(P))(ℓU (L)).

由于

ιUM(P)(ℓU (δ
o(A)L)) = ιUM(P)(δo(UAU−1)ℓU (L)) = δ̆o(UAU−1)M(ιUM(P))(ℓU (L)),

且 P ∈ Σ(M) 是任意给定的, 故 (6.1) 成立. 同理可证 (6.2) 和 (6.3).

因为 ιU : Σ −→ ΣU 和 κ↔U : R↔ −→ (R↔)U 都是自然同构, 故

δ̆↔(UAU−1) = κ↔U ◦ δ̆↔(A) ◦ (ιU )−1,

δ̆↔(A) = (κ↔U )−1 ◦ δ̆↔(UAU−1) ◦ ιU .

对 δ̆o(UAU−1) 和 δ̆i(UAU−1) 也有类似的结论.
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7 量子神经网络的拓扑斯模型

本节用量子人工智能系统的拓扑斯理论描述量子神经网络,关于量子神经网络的研究进展参见文

献 [1, 12, 24] 等及其所引文献. 下面首先给出在量子人工智能系统中编码数据的拟态和拟态在酉算子

作用下的自然同构, 然后给出量子神经网络在量子人工智能系统中的拓扑斯表示.

在量子神经网络中, 数据编码在量子态上 (参见文献 [23, 24]). 在量子人工智能系统中, 一个自然

的想法是将数据编码到输入对象 Σ的全局元上. 可是, Σ没有全局元 (参见文献 [16]). 但是在文献 [11]

中已经证明, 每个量子态 |ψ⟩ 确定的真值可以用 Σ 的子对象 m|ψ⟩ 表示, 其中 m|ψ⟩ 定义如下: 对每个

M ∈ M(H), 有

m|ψ⟩(M) = {P ∈ Σ(M) | P(δo(|ψ⟩⟨ψ|)M) = 1}, (7.1)

它称为对应于量子态 |ψ⟩ 的拟态 (pseudo-state). 由性质 4.6 可知 m|ψ⟩ = δo(|ψ⟩⟨ψ|), 它是量子命题
|ψ⟩⟨ψ| 在量子智能系统中的表示. 在文献 [11] 中, 语句 m|ψ⟩ ⊆ δo(P ) 的赋值定义为, 对每个 M ∈
M(H), 有

ν(m|ψ⟩ ⊆ δo(P ))(M) = {L ∈↓ M | δo(|ψ⟩⟨ψ|)L 6 δo(P )L},

等式右手边是 M 上的一个筛子. 因此, ν(m|ψ⟩ ⊆ δo(P )) : 1 −→ Ω 是子对象分类子 Ω 的一个全局元.

故在量子人工智能系统中, 可以用拟态 m|ψ⟩ 编码数据.

考虑观测量在拟态 m|ψ⟩ 上的取值问题. 由定理 5.2 可知, 自伴算子 A 由一个自然变换 δ̆↔(A) :

Σ −→ R↔ 表示, 因此态射

δ̆↔(A)(m|ψ⟩) : m|ψ⟩
// Σ

δ̆↔(A) // R↔

是观测量 A在量子态 |ψ⟩上的取值的拓扑斯表示. 因为在文献 [11, (13.277)]中已经证明, δ̆↔(A)(m|ψ⟩)

是 R↔ 的子对象, 故该取值是有意义的.

为了用拓扑斯理论表示量子神经网络, 需要考虑拟态在量子操作 (酉算子作用) 下的变换形式.

定义 7.1 给定一个酉算子 U ∈ U(H), 预层 mU
U |ψ⟩ 定义为, 对每个 M ∈ M(H), 有

mU
U |ψ⟩(M) = mU |ψ⟩(ℓU (M)).

特别地, 当 U = I 时, mI
I|ψ⟩ = m|ψ⟩.

由定义 6.3 可知 mU
U |ψ⟩ = ℓ∗U (mU |ψ⟩). 因此, mU

U |ψ⟩ 是 ΣU 的子对象.

命题 7.1 给定酉算子 U, V ∈ U(H), 对于任意 M ∈ M(H), 定义映射 αU,VM : mV
V |ψ⟩(M) 7→

mUV
UV |ψ⟩(M) 为, 对每个 P ∈ mV

V |ψ⟩(M), 有

αU,VM (P)(Q) = P(U−1QU), ∀Q ∈ B(ℓUV (M)),

则 αU,VM 是一个 1-1 映射, 从而 αU,V = {αU,VM | M ∈ M(H)} : mV
V |ψ⟩ −→ mUV

UV |ψ⟩ 是一个自然同构. 特

别地, αU,I = {αU,IM | M ∈ M(H)} : m|ψ⟩ −→ mU
U |ψ⟩ 是一个自然同构.

证明 给定 P ∈ mV
V |ψ⟩(M), 由定义可知

αU,VM (P)(δo(|UV ψ⟩⟨UV ψ|)ℓUV (M)) = P(U−1δo(U |V ψ⟩⟨V ψ|U−1)ℓU (ℓV (M))U)

= P(δo(|V ψ⟩⟨V ψ|)ℓV (M)) = 1,
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因此, αU,VM (P) ∈ mUV
UV |ψ⟩(M). 因为 U 是可逆算子, 故 αU,VM 是 1-1 映射.

对于任意 L 6 M, 由定义直接验证可知, 如下图形:

mV
V |ψ⟩(M)

αU,VM

��

mV
V |ψ⟩(iL,M)

// mV
V |ψ⟩(L)

αU,VL

��
mUV
UV |ψ⟩(M)

mUV
UV |ψ⟩(iL,M)

// mUV
UV |ψ⟩(L)

是交换的. 故 αU,V = {αU,VM | M ∈ M(H)} 是一个自然同构.

注 7.1 因为 mU |ψ⟩ 是 Σ 的子对象, 似乎考虑从 m|ψ⟩ 到 mU |ψ⟩ 的变换是合理的. 但这是行不

通的, 因为一般不存在从 m|ψ⟩ 到 mU |ψ⟩ 的自然变换. 同理, 也不能考虑从 m|ψ⟩ 到 ℓ∗U (m|ψ⟩) 的变换.

定义 7.2 给定一个酉算子 U ∈ U(H) 和一个自伴算子 A, 自然变换 δ̆↔(A)U : ΣU −→ (R↔)U 定

义为, 对每个 M ∈ M(H), 有

δ̆↔(A)U (M) = δ̆↔(A)(ℓU (M)).

特别地, 当 U = I 时, δ̆↔(A)I = δ̆↔(A).

注 7.2 注意, δ̆↔(A)U ̸= δ̆↔(UAU−1). 在 U |ψ⟩ 上测量 A 由态射

δ̆↔(A)U (mU
U |ψ⟩) : m

U
U |ψ⟩

// ΣU
δ̆↔(A)U // (R↔)U

表示, 它是观测量 A 在量子态 U |ψ⟩ 上的取值的拓扑斯表示.

下面用上述拓扑斯理论描述量子神经网络. 一个 L-层量子神经网络是一个形如 U = UoutUL · · ·U1

的量子线路模型 (参见文献 [1, 24]), 其中 U ℓ 是第 ℓ 次量子操作, 它将第 ℓ− 1 层的量子比特映射到第

ℓ 层的量子比特. 如果它的初始态是 ρin = |0⟩⊗n, 则经过 L+1 次量子操作后得到量子态 Uρin. 按照上

述拓扑斯描述, 由命题 7.1 可知, 这个量子操作过程可以用态射描述如下:

αU,I = αU
out,UL···U1

◦ · · · ◦ αU
1,I ,

其中 αU
1,I , . . . , αU

out,UL···U1

都是自然同构, 即如下图形:

m|0⟩⊗n

αU,I

--ZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZ
αU

1,I
// mU1

U1|0⟩⊗n
αU

2,U1

// · · · αU
L,UL−1···U1

// mUL···U1

UL···U1|0⟩⊗n

αU
out,UL···U1

��
mU
U |0⟩⊗n

是交换的. 当然, U1, . . . , UL, Uout 需要根据实际问题作不同的选取.

一个具体的简单例子是,可以将 Deutsch-Jozsa量子算法 (参见文献 [15])看作一个 2-层量子神经

网络 U = UoutU2U1, 其中

U1 = H⊗(n+1), U2 = Uf , Uout = H⊗n ⊗ I2,

30



中国科学 : 数学 第 55 卷 第 ? 期

而 H 和 I2 是 C2 上的 Hardamard 变换和单位算子. 这个量子神经网络的拓扑斯表示如下:

m|0⟩⊗(n+1)

αU,I

,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY
αU

1,I
// mU1

U1|0⟩⊗(n+1)

αUf ,U
1

// m
UfU

1

UfU1|0⟩⊗(n+1)

αU
out,UfU

1

��
mU
U |0⟩⊗(n+1) .

上面研究了用拓扑斯理论表示量子神经网络的问题,而没有考虑如何训练的问题 (参见文献 [12]).

由此也可以考虑用上述拓扑斯理论模型描述量子 Boltzmann 机 (参见文献 [24]) 和耗散型量子神经网

络 (参见文献 [25]) 等. 同理, 还可以用上述拓扑斯理论模型描述量子计算 (参见文献 [3]). 这些问题有

待进一步研究.
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A topos-theoretic formalism of quantum artificial intelligence

Zeqian Chen, Lixin Ding, Hongmei Liu & Jinghu Yu

Abstract Based on ′t Hooft’s principle of superposition of states beyond the usual one as described by Dirac
in the conventional quantum mechanics, we present a topos-theoretic formalism of quantum artificial intelligence.
At first, according to Turing test, we interpret an artificial intelligence (AI) system as a physical system described
by a topos (which is a new physical theory built by Isham et al. in 2008). Secondly, by using measure theory,
we construct a topos-theoretic model for a classical AI system such as deep learning, while we construct a topos-
theoretic model for a quantum AI system by operator theory. Finally, we give the topos-theoretic description of
a quantum neural network.

Keywords Turing’s thinking machine, ′t Hooft’s principle of superposition of states, quantum artificial

intelligence, topos theory, operator theory, quantum neural network
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