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摘要 本文对回归分析中的两类假设检验问题,即模型设定检验和变量显著性检验,进行简要介绍,并

描述针对这两类检验问题的经典的和近期所发展的检验方法. 进而介绍相关统计量的构造原理, 并对

不同方法可能存在的问题进行评述. 经典的方法主要针对低维数据, 往往受自变量维数的影响较大.

近期所发展的方法主要适用于高维数据, 旨在有效克服这两类检验问题中的维数灾难难题. 机器学习

算法的使用是近期所发展的检验方法的重要特征. 最后对一些可能的议题进行简单讨论.
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1 引言

回归分析是统计学的一个核心内容,可用以探究自变量和响应变量之间的关系.在回归分析中,有

两个关键问题: 一个是检验所用的模型是否设定正确, 另一个是检验感兴趣的自变量在控制其他自变

量时是否对响应变量起作用. 前者通常被称为模型设定检验, 而后者则被称为变量显著性检验. 本文

将介绍这两类问题的研究进展.

在实际中,以线性回归模型为典型代表的参数回归模型由于其简单性和可解释性被广泛应用于各

个领域. 当参数回归模型设定正确时, 实际工作者可以得到易于理解且精确的推断结果. 但当参数回

归模型设定错误时, 则难以得到正确的统计分析结果, 对应用领域产生误导. 因而在采用参数回归模

型进行数据分析之前, 先进行模型设定检验是非常必要和重要的. 对此, 文献中已有很多检验方法. 针

对低维数据的工作包括文献 [12,27,42,45,61]. 近年来随着数据维数的提高, 发展针对多维甚至高维数

据的模型设定检验方法受到了众多学者的关注和研究.相关研究有文献 [24,29,44,49,57]. 需指出的是,

文献 [22] 对模型设定检验方法进行了较为详实的综述, 而文献 [26] 则对基于充分性降维 [34] 的模型设

定检验方法进行了介绍. 但它们的综述主要集中在低维情形, 本文将介绍近些年所发展的针对高维数

据的检验方法.
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另外, 变量显著性检验用以探究某一个或某几个变量是否对响应变量起作用. 这是统计学中的一

个非常经典也非常重要的问题, 在众多科学领域都有广泛的应用. 在低维线性回归模型下, F 统计量

是进行变量显著性检验的经典统计量. 但参数回归模型可能存在模型误设, 因而基于参数回归模型进

行变量显著性检验可能存在误导性的风险. 对此, 众多学者对非参数模型下的变量显著性检验问题进

行了深入的研究. 早期的工作包括文献 [1, 11, 20]. 这些工作往往涉及非参数核估计, 因而无法处理维

数较高的情形. 文献 [32,67] 提出了降低维数影响的统计量, 但它们的方法仍然只适用于低维情形. 近

年来基于更为灵活的机器学习算法进行模型自由的变量显著性检验受到了很多学者的关注和研究.这

些工作包括文献 [5,10,38,53,56]. 正如文献 [2]所指出的, 开展模型自由的变量显著性检验对于提高人

工智能算法的可解释性是非常重要的. 本文将着重介绍近些年所发展的基于机器学习算法的变量显著

性检验方法.

本文余下内容如下安排. 第 2节介绍经典和近期的模型设定检验方法. 第 3节介绍模型自由的变

量显著性检验方法. 经典的检验方法主要针对低维数据,而近些年所发展的方法则主要针对高维数据.

第 4 节对本文内容进行总结和讨论, 同时对一些可能的问题进行讨论和展望.

2 模型设定检验

设 Y ∈ R 是一维响应变量, 而 X ∈ Rp 是 p 维自变量. 所谓模型设定检验, 即考虑如下假设检验

问题: 对于 Θ ⊂ Rd, 存在 θ0 ∈ Θ 使得

H0 : Pr{m(X) = g(X, θ0)} = 1, (2.1)

这里 E(Y | X) = m(X) 是未知光滑函数, g(·, ·) 是一个已知的参数函数. 而备择假设则是对任意的

θ ∈ Θ, 都有

H1 : Pr{m(X) = g(X, θ)} < 1. (2.2)

上述假设检验问题旨在探究自变量 X 和响应变量 Y 之间的回归模型能否设定为参数回归模型.

本文首先简要介绍对经典的检验方法,而后重点介绍近期为处理高维数据所发展的一些模型设定

检验方法. 设 D = {Xi, Yi}ni=1 是来自 {X,Y } 的一个样本.

2.1 低维数据下的模型设定检验方法

为检验原假设是否成立, 一种自然的想法是分别估计未知光滑函数 m(X) 和参数函数 g(X, θ), 而

后考察它们的估计量之间的差异. 基于这一基本思想, 文献 [27] 提出了如下形式的统计量:

THM =

∫ { n∑
i=1

Kh(x−Xi)∑n
j=1 Kh(x−Xj)

ϵ̂0i

}2

ω(x)dx,

这里 K(·) 是核函数, h → 0 是窗宽, Kh(·) = K(·/h)/hp, ϵ̂0i = Yi − g(Xi, θ̂) 是原假设下的残差, ω(·) 是
正的权重函数,而 θ̂ 是参数向量 θ 的非线性最小二乘估计.文献 [27]论证在原假设下有下述结果成立:

nhp/2

{
THM − (nhp)−1

∫
K2(x)dx

∫
σ2(x)ω(x)

f(x)
dx

}
⇒ N

{
0, 2

∫
(K ∗K)2dx

∫
σ4(x)ω2(x)

f2(x)
dx

}
,
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这里 f(x) 是自变量 X 的密度函数, σ2(x) = Var(Y | X = x) 是条件方差函数, 符号 ∗ 表示卷积运算
符, 即

K ∗K(x) =

∫
K(t)K(x− t)dt.

可以发现文献 [27] 所提出的统计量 THM 对应的总体目标参数为

γHM := E{E2(ϵ0 | X)ω(X)},

这里 ϵ0 = Y − g(X, θ0). γHM = 0 当且仅当 E(ϵ0 | X) = m(X)− g(X, θ0) = 0 进一步当且仅当原假设

H0 成立. 统计量 THM 即为目标参数 γHM 的样本估计形式.

除了直接比较参数模型和非参数模型拟合的差异之外,还可以考虑比较参数模型和非参数模型的

拟合误差. 如果原假设成立, 则参数模型和非参数模型的拟合误差应该是接近的. 基于这一思想, 文

献 [12] 提出了如下形式的统计量:

TDE =
1

n

n∑
i=1

{Yi − g(Xi, θ̂)}2ω(Xi)−
1

n

n∑
i=1

{Yi − m̂(Xi)}2ω(Xi),

其中

m̂(x) =
n∑

i=1

Kh(x−Xi)∑n
j=1 Kh(x−Xj)

Yi

是未知光滑函数 m(x) 的非参数估计量. 定义 K2∗ = 2K −K ∗K. 上述统计量 TDE 在原假设下的渐

近分布为

nhp/2

{
TDE − (nhp)−1K2∗(0)

∫
σ2(x)ω(x)dx

}
⇒ N

(
0, 2

∫
K2∗(x)dx

∫
σ4(x)ω2(x)dx

)
.

类似于 THM , 这个检验统计量也存在一个趋向于无穷大的偏差项. 实际上, 有下式成立:

nhp/2 × 1

nhp
K2∗(0)

∫
σ2(x)ω(x)dx =

1

hp/2
K2∗(0)

∫
σ2(x)ω(x)dx → ∞,

即偏差项以 h−p/2 的速度发散到无穷大. 注意到统计量 TDE 对应的总体目标参数为

γDE := E[{Y − g(X, θ0)}2ω(X)]− E[{Y −m(X)}2ω(X)].

当原假设成立时, 参数 γDE = 0; 而当备择假设成立时, γDE > 0. 因而 γDE = 0 能够刻画原假设. 而

统计量 TDE 则是 γDE 的样本形式.

文献 [61] 提出了一个平方条件矩检验统计量, 这个方法也独立地由 Fan 和 Li [20] 提出. 注意到

γZH := E{ϵ0E(ϵ0 | X)f(X)ω(X)} = E{E2(ϵ0 | X)f(X)ω(X)}.

因此 γZH = 0 当且仅当 E(ϵ0 | X) = 0, 即 γZH 在原假设下为零, 而在备择假设下大于零. 基于这一重

要的观察, 文献 [61] 提出了如下的检验统计量:

TZH =
1

n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j ̸=i

Kh(Xi −Xj)ϵ̂0iϵ̂0jω(Xi).

在原假设下, TZH 的渐近分布如下:

nhp/2TZH ⇒ N

(
0, 2

∫
K2(x)dx

∫
σ4(x)ω2(x)f2(x)dx

)
.
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根据条件期望的正交性, 即对 X 的任一可积函数 Q(X), 有 E[{Y −m(X)}Q(X)] = 0, 可得

γDE = E[{m(X)− g(X, θ0)}2ω(X)] = E{E2(ϵ0 | X)ω(X)} = γHM .

对比总体目标参数 γHM , γDE 和 γZH , 可见上述介绍的 3 个统计量 THM , TDE 和 TZH 对应的目标参

数是非常相近的,但它们具体的估计方法存在差异,这使得它们的渐近分布有些差别.其中统计量 TZH

将求和中的对角线元素去掉, 具有 U 统计量形式. 这使得其具有渐近无偏性, 因此不需要进行偏差校

正. 关于这 3 种方法的比较, 可参见文献 [59].

另一大类检验统计量则基于如下的事实: 原假设 H0 等价于对于任意 x ∈ Rp, 都有

E[{Y − g(X, θ0)}I(X 6 x)] = 0,

这里 I(·) 表示示性函数. 上述等式表示原假设下的随机误差 Y − g(X, θ0) 和 X 的示性函数是不相关

的. 当将所有可能的 x 取遍, 上式便可刻画原假设. 基于上式, 可以考虑如下的经验过程:

In(x) =
1

n

n∑
i=1

{Yi − g(Xi, θ̂)}I(Xi 6 x).

基于上述经验过程 In(x),可进一步考虑其泛函,从而构造 Cramér-von Mises或者 Kolmogorov-Smirnov

型统计量. 早期的相关研究可参见文献 [3, 42]. 对于原假设 H0, 直接基于上述经验过程 In(x) 所构

造的统计量的渐近分布依赖于参数函数 g(X, θ), 也依赖于估计量 θ̂, 因而不是分布自由的. 对此, 文

献 [43] 将分布拟合优度检验中的 Khmaladze 变换拓展到回归模型的设定检验问题当中, 对于一维回

归模型发展了鞅变换方法, 得到了分布自由的统计量. 同时自助法也通常被用于对基于经验过程的统

计量确定临界值. 这使得这类方法通常计算量较大.

2.2 高维数据下的模型设定检验方法

随着数据收集能力的增强, 自变量的维数变得很高, 这使得针对低维数据所发展的模型设定检验

方法变得不适用于高维数据. 实际上,正如文献 [24]所指出的,上一小节中所介绍的 THM , TDE 和 TZH

等检验统计量通常在原假设下的收敛速度为 O(n−1/2h−p/4). 当 p 较大时, 这一速度变得很慢, 使得在

有限样本下统计量无法控制经验水平. 同时这些检验统计量往往只能检测以 O(n−1/2h−p/4)的速度偏

移原假设的局部备择假设, 这使得这些统计量的检测能力随着维数的增加而降低. 另外传统基于经验

过程的统计量, 虽然理论收敛速度, 可以达到 O(n−1/2), 但高维随机过程的使用导致数据变得稀疏, 进

而使得相关统计量计算量大且功效随着维数的增加下降很快.

模型设定检验中的维数灾难问题激发了很多学者的兴趣. 文献 [24]提出了一种非常新颖的模型—

自适应检验方法. 该方法借助充分性降维理论 [34], 能够充分挖掘真实模型的潜在结构信息并将其用

来提高统计量的收敛速度, 使得所构造统计量能够更好地控制第一类错误和具有更好的功效表现. 文

献 [24] 证明了所提统计量的收敛速度相比传统统计量有了显著提升, 且在渐近意义下, 自变量的维数

对所提统计量的收敛速度没有影响. 下面对此进一步介绍.

考虑如下的原假设:

H0 : ∃ β0 ∈ Rd 和 θ0 ∈ Rp, Pr{m(X) = g(β⊤
0 X, θ0)} = 1,

这里 g(·, ·) 是一个已知的参数函数, β0 和 θ0 分别是 d 和 p 维未知参数向量. 注意到, 对任意 p× p 正

交矩阵, m(X) 也可重表示为 m(X) = m(BB⊤X) =: m̃(B⊤X). 基于此, 考虑如下备择假设模型:

Y = m(B⊤X) + η,

4
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这里 B 是一个 p× q 正交矩阵, 1 6 q 6 p 是未知的, m(·) 是未知光滑函数, 同时满足 E(η | X) = 0. 上

述备择模型假定自变量 X 和响应变量 Y 的关系由自变量 X 的 q 个线性组合 B⊤X 捕捉. 当 q = 1

时, 上述备择模型退化为单指标模型; 而当 q = p 时, 则变成完全的非参数模型. 另外注意到, 原假设

模型也是存在一定结构的, 即在原假设下, 自变量 X 同样通过它的一个线性组合 β⊤
0 X 对响应变量 Y

产生影响. 但需注意, 即使备择假设下的 q = 1, 原假设模型和备择假设模型也是存在区别的. 实际上,

原假设模型还要求 β⊤
0 X 对 Y 的作用是通过一个已知的参数函数 g(·, ·) 来发挥的, 而备择假设模型则

允许作用函数是未知光滑函数.

注意到在原假设下 q = 1, B = β0/∥β0∥. 令 ϵ0 = Y − g(β⊤
0 X, θ0), 则在原假设下有

E{ϵ0E(ϵ0 | B⊤X)f(B⊤X)} = 0,

这里 f(B⊤X) 是 B⊤X 的密度函数. 而在备择假设下,

E(ϵ0 | B⊤X) = E(Y | B⊤X)− g(β⊤
0 X, θ0) ̸= 0,

从而有

E{ϵ0E(ϵ0 | B⊤X)f(B⊤X)} > 0.

上述讨论表明, 可基于 E{ϵ0E(ϵ0 | B⊤X)f(B⊤X)} 构造统计量. 考虑如下统计量:

TGWZ =
1

n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j ̸=i

ϵ̂0iϵ̂0jK̃h{B̂(q̂)⊤(Xi −Xj)},

这里 ϵ̂0i = Yi − g(β̂⊤Xi, θ̂), β̂ 和 θ̂ 分别是参数向量 β 和 θ 的最小二乘估计量, B̂(q̂) 是矩阵 B 的估

计, q̂ 是 q 的估计, K̃h(·) = K̃(·/h)/hq̂, 另外 K̃(·) 是一个 q̂ 维核函数. 在实际操作中, 文献 [24] 采用

了离散化期望估计 (discretization-expectation estimation) [63] 和最小平均方差估计 (minimum average

variance estimation) [58] 来估计矩阵 B. 此外采用 Bayes信息准则 (Bayesian information criterion, BIC)

确定维数 q.

容易看出, 上述统计量 TGWZ 是上节所介绍的 TZH 统计量的改进. 注意到

TZH =
1

n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j ̸=i

Kh(Xi −Xj)ϵ̂0iϵ̂0jω(Xi).

对比 TZH 和 TGWZ, 有两点不同. 第一, 在核函数中, TGWZ 采用 B̂(q̂)⊤X, 而不是 TZH 中的 X. 这

样可将维数从 p 降低到 q̂. 第二, 也是更重要的, TGWZ 具有模型自适应性. 核函数中的 B̂(q̂)⊤X

会随着假设的不同而自适应地发生变化. 实际上, 在原假设下可以证明 q̂ = 1 以概率 1 成立, 同时

B̂(q̂) → β0/∥β0∥. 这使得在原假设下可证明 nh1/2TGWZ 具有渐近正态性. 而在备择假设下, q̂ = q > 1

以概率 1 成立, 同时 B̂(q̂) → BC, 这里 C 是一个 q × q 的正交矩阵. 另外文献 [24] 证明了 TGWZ 能够

检测以 O(n−1/2h−1/4) 的速度偏移原假设的备择假设.

上述模型自适应的概念和理论方法可被推广到其他检验方法和问题.例如,文献 [40]针对文献 [19]

所提出的广义似然比统计量存在的渐近偏差和维数灾难两大难题,引入了模型自适应的概念来达到降

低维数影响的目的, 同时修正原始统计量中备择假设下残差平方和的形式来进行渐近纠偏. 文献 [50]

将模型自适应的概念引入到基于经验过程的统计量当中,改进了文献 [45]所提出的统计量. 进一步地,

文献 [66] 考虑了部分参数单指标模型的模型设定检验问题, 同样考虑了模型自适应的概念, 并构造了

相应的经验过程统计量. 相关更详细的介绍, 可参见文献 [26].
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需要注意的是, 尽管上述工作较大地回避了维数问题, 但仍然要求自变量的维数 p 是固定的. 文

献 [49] 研究了维数发散情形下的模型设定检验问题. 注意到在原假设下

E{ϵ0I(B⊤X 6 t)} = 0.

而在备择假设下, 根据文献 [17, 引理 1], 存在 α ∈ S+
q 使得 E(ϵ0 | α⊤B⊤X) ̸= 0, 这里

S+
q = {α = (α1, . . . , αq)

⊤ ∈ Rq : ∥α∥ = 1, α1 > 0}.

于是在备择假设下有

E{ϵ0I(α⊤B⊤X 6 t)} ̸= 0.

在原假设下 q = 1, B = β0/∥β0∥, S+
q = {1}. 基于上述观察, 考虑如下经验过程:

Vn(α, t) =
1√
n

n∑
i=1

{Yi − g(β̂⊤X, θ̂)}I(α⊤B̂⊤X 6 t),

Vn(t) = sup
α∈S+

q̂

|Vn(α, t)|, S+
q̂ = {α ∈ Rq̂ : ∥α∥ = 1, α1 > 0}.

文献 [49] 论证了对于线性回归模型, 当 (p/ log n)3/n → 0 时成立; 而对于更一般的参数回归模型, 则

要求 p5/n → 0. 在原假设下, Vn(u) 收敛到零均值的 Gauss 过程. 另外文献 [49] 进一步考虑了高维情

形下的鞅变换.

文献 [49] 的工作主要针对维数发散的情形, 而文献 [29] 则考察了高维广义线性回归模型的模型

设定检验问题. 当原假设成立时, 模型满足

E(Y | X) = µ(X⊤β0), Var(Y | X) = V {µ(X⊤β0)},

这里 β0 ∈ Rp 是 p 维未知参数向量, µ(·) 和 V (·) 是已知的光滑函数. 令 β̂ 是参数 β0 的惩罚估计量.

考虑原假设下尺度化的残差:

Ri =
Yi − µ(X⊤

i β̂)√
V {µ(X⊤

i β̂)}
.

令 R = (R1, R2, . . . , Rn)
⊤ 表示残差向量, 而 ω 表示某个投影方向. 直观上, 当原假设成立时, 残差 Ri

应在零附近随机波动, 因而 ω⊤R 可近似看作是一些零均值随机变量的和, 应收敛到正态分布. 而当备

择假设成立时,残差向量 R应包含一些信号.如果投影方向选取适当,则在备择假设下 ω⊤R的绝对值

将较大, 从而能识别出设定错误.

但在具体实施时,存在两个困难,一个是如何选择适当的投影方向 ω,另一个则是如何处理惩罚估

计 β̂ 的偏差. 为避免理论处理的困难,在实际操作时将样本 D = {Xi, Yi}ni=1 随机分割为两部分 D1 和

D2. 设 |D1| = n1,D2 = n2 且 n1 + n2 = n. 利用子数据集 D1 去寻找投影方向. 投影方向的选择应尽

可能挖掘残差中可能含有的信号. 基于以上思考, 文献 [29] 提出了如下的操作流程.

首先利用 LASSO (least absolute shrinkage and selection operator) [52] 等惩罚估计分别在 D1 和 D2

上对参数向量 β0 进行估计, 分别得到 β̂1 和 β̂2. 而后在子数据集 D1 上将残差 {Yi − µ(X⊤
i β̂1)}n1

i=1 对

自变量 {Xi}n1
i=1 通过灵活的机器学习算法进行训练, 得到残差预测函数 ŝ. 这些机器学习算法可以是

随机森林 [4] 和 XgBoost [9], 也可以是深度神经网络 [41]. 这是为了挖掘残差 {Yi − µ(X⊤
i β̂1)}n1

i=1 可能存

在的非线性信号. 进一步地, 定义

D̂1 = diag{V 1/2(µ(X⊤
i β̂1))

n1
i=1}, Ω̂1 = diag{(µ′(X⊤

i β̂1))/D̂1,ii}n1
i=1,

6
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X2 = (X1, . . . , Xn2)
⊤, Y2 = (Y1, . . . , Yn2)

⊤.

之后则定义如下的估计量 β̂sq:

β̂sq = arg min
β∈Rp

1√
n
∥Ω̂1{ŝ(X2)−X2β}∥2 + λsq∥β∥1.

定义如下的投影方向:

ω̂1 =
Ω̂1{ŝ(X2)−X2β̂sq}

∥Ω̂1{ŝ(X2)−X2β̂sq}∥2
.

最后构造如下统计量:

TGRP = ω̂⊤
1 D̂

−1
1 {Y2 − µ(X2β̂2)}.

之所以采用平方根 LASSO [47] 和如此构造投影方向是为了使得构造的投影方向满足如下近似正交

性质:

∥X⊤
2 Ω̂1ω̂1∥∞ 6 C

√
log p.

这样可以消除惩罚估计 β̂2 的偏差所带来的影响. 理论上, 文献 [29] 证明了在原假设下所构造的检验

统计量 TGRP 收敛到标准正态分布.

此外文献 [16]研究了高维分位数回归模型的设定检验问题.该文献非常巧妙地将模型设定检验问

题转化为一种两样本检验问题, 从而可基于针对高维数据的两样本检验方法来进行模型设定检验.

3 变量显著性检验

设 Z ∈ Rp1 , W ∈ Rp2 , 且 X = (Z⊤,W⊤)⊤ ∈ Rp. 所谓变量显著性检验, 即考虑如下假设检验

问题:

H0 : E(Y | X) = E(Y | Z).

当原假设成立时, 在给定自变量 Z 的情形下, W 对响应变量不起作用, 因而可在后续分析中去除. 变

量显著性检验问题也可以看作是一种特殊的模型设定检验问题. 实际上, 在第 2 节中所讨论的模型设

定检验问题是检验条件期望函数 E(Y | X) 是否具有参数形式, 而变量显著性检验则是检验条件期望

函数 E(Y | X)是否只依赖于一部分自变量 Z. 可以看出两者都是对条件期望函数 E(Y | X)的模型设

定, 因而第 2 节中所介绍的方法可以用于处理变量显著性检验问题.

对于变量显著性检验问题, 一种常见的处理方式是在参数回归模型设定下开展的. 在参数回归模

型下, 变量显著性检验问题可转化为检验感兴趣变量相应的回归系数是否为 0 的问题. 但正如前面内

容所指出的, 参数回归模型可能存在模型误设. 为避免模型误设导致后续产生有误导的推断结果, 本

节主要集中在非参数回归模型下的变量显著性检验问题.

3.1 低维数据下的变量显著性检验方法

令 u = Y − E(Y | Z) 为原假设成立时的随机误差. 注意到原假设 H0 等价于

E[ufZ(Z)E{ufZ(Z) | X}f(X)] = 0,

7



张新瑜等: 回归分析中的两类假设检验问题

这里 fZ(z) 是 Z 的密度函数. 基于这一事实, Fan 和 Li [20] 将第 2 节中所介绍的平方条件矩统计量推

广到检验变量显著性问题. 具体地, 他们考虑如下检验统计量:

TFL =
1

n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j ̸=i

1

hp2
Kw

(
Wi −Wj

h

)
1

hp1
Kz

(
Zi − Zj

h

)
ûiûj f̂Z(Zi)f̂Z(Zj),

这里 ûi = Yi − Ê(Y | Zi) 是原假设成立时的残差, f̂Z(z) 是 fZ(z) 的核密度估计量, 而 Kw 和 Kz 分别

是 p2 和 p1 维的核函数. Fan 和 Li [20] 证明了在一定条件下, 当原假设成立时 nhp/2TFL ⇒ N(0, σ2
1).

注意到原假设 H0 等价于对任意 x ∈ Rp 都有 E{uI(X 6 x)} = 0. 文献 [11] 基于此结果考虑了如

下形式的经验过程:

Isn(x) =
1

n

n∑
i=1

ûiI(Xi 6 x).

容易看出, 与第 2 节中所介绍的经验过程 In(x) 的区别在于原假设下的残差形式有所不同. 在第 2 节

中, 原假设下的残差是参数回归模型下的残差, 而这里的残差则是非参数回归模型下的残差. 同样, 文

献 [11] 考虑了上述经验过程 Isn(x) 的泛函, 并建立了相应的渐近理论.

对于变量显著性检验问题,文献 [32]考虑了一个新的刻画. 具体地,令 (W1, Z1, u1)和 (W2, Z2, u2)

是 (W,Z, u) 的两个独立观测, 同时 Kz(·) 和 φ(·) 是两个具有正 Fourier 可积变换的偶函数. 则原假设

H0 等价于

I(h) = E[u1u2fZ(Z1)fZ(Z2)h
−p1Kz{(Z1 − Z2)/h}φ(W1 −W2)] = 0.

基于上述结果, 文献 [32] 构造了如下形式的统计量:

TLMP =
1

n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j ̸=i

φ(Wi −Wj)
1

hp1
Kz

(
Zi − Zj

h

)
ûiûj f̂Z(Zi)f̂Z(Zj).

对比文献 [20] 所提统计量 TFL, 文献 [32] 所提统计量 TLMP 将 TFL 中的 h−p2Kw{(Wi −Wj)/h} 替换
为 φ(Wi −Wj). 这样就避免了对 W 进行非参数光滑, 提高了统计量的收敛速度. 实际上, 文献 [32] 证

明了在原假设下, nhp1/2TLMP ⇒ N(0, σ2
2).

文献 [67]进一步将模型自适应检验方法 [24] 用以检验变量显著性,提高了检验统计量的收敛速度.

但上述工作都是在低维下开展的, 仍然面临维数灾难问题. 近些年, 随着机器学习算法在各个领域取

得巨大的成功, 借助机器学习算法考察变量的显著性受到了很多学者的关注和研究. 以下对相关研究

进行介绍.

3.2 高维数据下的变量显著性检验方法

注意到变量显著性检验实际上是在比较一个只依赖于 Z 的简化模型 E(Y | Z)和一个依赖所有变

量 X 的完全模型 E(Y | X). 因而可通过比较这两个模型的预测误差来进行变量显著性检验. 这一基

本思路是机器学习和统计学领域进行模型评价和模型选择时的经典做法. 将样本 D = {Xi, Yi}ni=1 随

机分割为两部分 D1 和 D2. 设 |D1| = n1, |D2| = n2 且 n1 + n2 = n. 利用数据集 D1 训练模型, 得到

E(Y | Z) 和 E(Y | X) 的估计, 分别记为 Ê1(Y | Z) 和 Ê1(Y | X), 而后在第二个数据集 D2 上对模型

效果进行评价, 即考察两者预测误差的差异

TnP =
1

n2

∑
i∈D2

[{Yi − Ê1(Y | Zi)}2 − {Yi − Ê1(Y | Xi)}2].

8
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容易看出上述统计量 TnP 是第 2 节所介绍统计量 TDE 在变量显著性检验问题中的体现. 同时也可看

出上述统计量 TnP 是下述参数的估计量:

τ = E[{Y − E(Y | Z)}2]− E[{Y − E(Y | X)}2].

进一步注意到

τ = E[{E(Y | X)− E(Y | Z)}2].

因而参数 τ 是非负的, 即在原假设下 τ = 0, 而在备择假设下 τ > 0. 与第 3.1 小节所介绍的传统检验

统计量所不同的是, 这里使用灵活的机器学习算法估计未知的回归函数. 上述形式的统计量已被多位

学者采用和研究 (参见文献 [6, 33,55,60]).

然而尽管上述统计量 TnP 形式非常自然, 但它存在一个严重的理论问题. 实际上该统计量在原假

设下会发生退化问题, 即
√
n2TnP ⇒ 0. 这使得该统计量无法计算 p 值. 为克服该退化问题, 很多学者

对 TnP 进行了改进. 文献 [56] 考虑将数据集 D2 进一步分割为 D21 和 D22, |D21| = n21 和 |D22| = n22

且 n21 + n22 = n2. 而后分别在 D21 和 D22 上计算简化模型 E(Y | Z) 和完全模型 E(Y | X) 的预测误

差, 即考虑如下形式的统计量:

T̃nP =
1

n21

∑
i∈D21

{Yi − Ê1(Y | Zi)}2 −
1

n22

∑
i∈D22

{Yi − Ê1(Y | Xi)}2.

使用不同的数据集估计 E[{Y −E(Y | Z)}2]和 E[{Y −E(Y | X)}2],从而使得 T̃nP 能够避免原假设下的

退化问题. 但对测试集 D2 的进一步分割使得实际用于检验的样本量减少, 从而使得统计量的检测功

效降低. 文献 [8]通过允许 D21 和 D22 存在一定程度的重叠,在避免退化问题的同时, 提高了文献 [56]

所提统计量的功效.

为克服统计量退化问题, 文献 [10] 则考虑添加随机噪声, 构造了如下统计量:

TDSP =
1

n2

∑
i∈D2

[{Yi − Ê1(Y | Zi)}2 − {Yi − Ê1(Y | Xi)}2 + ρnei],

这里 ei ∼ N(0, 1)且独立于数据集 D,而 ρn 是扰动大小. 在原假设下随机噪声能对渐近分布起到主导

作用, 从而回避退化问题. 但同样地, 随机噪声的引入会增大统计量的方差, 从而降低检测功效. 对于

扰动大小 ρn 和样本量的相对比例 n1/n2 的选择, 文献 [10] 提出了一种适当的数据驱动算法.

文献 [5] 注意到原假设等价于 E(Ỹ | X) = E(Ỹ ), 这里 Ỹ = Y − E(Y | Z). 基于此事实, 则可通过

比较条件期望 E(Ỹ | X) 和无条件期望 E(Ỹ ) 的差异构造统计量. 实际上, 令 Ê1(Ỹ | X) 表示 E(Ỹ | X)

基于 D1 所得的估计量, 则可考虑如下形式的统计量:

TCGZ =
1

n2

∑
i∈D2

[
Ê1(Ỹ | X)− 1

n2

∑
j∈D2

{Yj − Ê1(Y | Zj)}
]2
.

尽管 E(Ỹ ) 实际上恒等于零, 但在上述统计量的构造中, 仍基于数据对该无条件期望进行估计. 这里的

主要目的是通过 n2
−1

∑
j∈D2

{Yj − Ê1(Y | Zj)}来引入随机噪声, 从而克服
∑

i∈D2
Ê2
1(Ỹ | X)所带来的

退化问题. Cai 等 [5] 证明了在原假设下 Sn =: n2σ̂
−2
Y |ZTCGZ ⇒ χ2

1, 这里

σ̂2
Y |Z =

1

n2

∑
i∈D2

{Yi − Ê1(Y | Zj)}2

9
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是 σ2
Y |Z = E[{Y − E(Y | Z)}2] 的估计. 进一步地, 他们考虑如下形式的统计量:

S∗
n = Sn + a

∑
i∈D2

Ê2
1(Ỹ | X).

注意到在原假设下,
∑

i∈D2
Ê2
1(Ỹ | X) → 0, 即发生退化问题. 这使得在原假设下 S∗

n 和 Sn 有相同的渐

近分布, 都收敛到自由度为 1 的卡方分布. 而另外由于
∑

i∈D2
Ê2
1(Ỹ | X) 恒为非负, 因而 S∗

n 比 Sn 的

功效更大. 这表明在原假设下的退化问题可用来帮助提高备择假设下的检验功效.

区别于上述基于预测误差比较的统计量, 文献 [38] 注意到原假设等价于对任意平方可积函数

ϕ(X), 有

E[{Y − E(Y | Z)}ϕ(X)] = 0.

而从功效角度考虑, 当选择 ϕ(X) = {E(Y | X) − E(Y | Z)}/Var(Y | X) 时能使得所构造统计量具有

最优功效. 但这一选择在原假设下会使得 ϕ(X) ≡ 0. 文献 [38] 对此问题进行了深入的研究. 下面简

述他们所提统计量的操作流程. 首先利用 D1 对函数 ϕ(X) 进行估计, 记为 ϕ̂1(X). 而后在 D2 上, 将

ϕ̂1(Xj), j ∈ D2 对 Zj 进行回归得到 m̂2,ϕ̂; 同时利用 D2 对函数 E(Y | Z) 进行估计, 记为 Ê2(Y | Z).

记 Lj := {Yj − Ê2(Y | Zj)}{ϕ̂1(Xj)− m̂2,ϕ̂(Zj)}, j ∈ D2, 最后定义如下统计量:

TPCM =

1√
n2

∑
j∈D2

Li√
1
n2

∑
j∈D2

L2
i − ( 1

n2

∑
j∈D2

Li)2
.

在一定条件下, 文献 [38] 建立了上述统计量在原假设下的渐近正态性, 同时在备择假设下进行了功效

分析.

尽管上述统计量较好地克服了原假设下的退化问题,但它们往往需要更大的训练样本和更少的检

验样本, 这导致它们存在一定的功效损失问题. 同时理论上, 它们往往无法检测以 O(n−1/2) 的速度偏

离原假设的局部备择假设. 如何有效地处理退化问题, 同时避免功效损失是一个非常重要和具有挑战

的科学问题.

此外上述涉及机器学习算法的检验统计量往往需要进行样本分割. 这导致结果带有一定的随机

性. 对此, 文献 [35, 39] 所提出的 p 值整合方法经常被采用.

4 总结和讨论

本文对回归分析中的两类假设检验问题,即参数回归模型的模型设定检验问题和模型自由的变量

显著性检验问题, 进行了介绍. 根据自变量的维数, 本文分别讨论低维数据下和高维数据下的检验方

法. 下面就一些可能的议题进行简要讨论.

4.1 高维数据下半参数回归模型的设定检验

参数回归模型对于描述自变量和响应变量之间的关系往往过于简化. 更为灵活的半参数回归模

型如单指标模型、部分线性模型、可加模型和变系数模型等也经常被采用. 尽管在低维情形下, 针对

这些半参数回归模型的设定检验已有很多研究, 如文献 [18,21,46,65], 但在高维情形下, 相关研究还很

少. 如何将本文所介绍的针对高维参数回归模型的设定检验方法用以解决高维半参数回归模型的设定

检验问题存在一定的理论挑战.
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4.2 分位数回归下的变量显著性检验

条件分位数回归能刻画数据的尾部特征,在条件分位数回归下进行变量显著性检验具有重要的科

学意义和应用价值, 但相关研究还较少. 文献 [30] 将文献 [61] 所提平方条件矩统计量用以检验条件分

位数回归的变量显著性检验问题, 并将所提统计量用以考察分位数下的 Granger 因果关系. 这一工作

在经济学领域产生了很大影响. 文献 [54] 将文献 [11] 提出的基于经验过程的统计量推广应用于分位

数回归. 但这些方法仍只适用于低维情形. 因而急需在高维情形下对分位数回归开展模型自由的变量

显著性检验研究.

4.3 复杂数据的模型设定检验和变量显著性检验

本文所介绍的检验方法都是针对完全观测到的独立同分布数据. 复杂数据如缺失数据、生存数

据和测量误差数据在实际中也是常见的. 已有很多学者研究了针对这些复杂数据的模型设定检验方

法 (参见文献 [25,31,36]). 另外, 文献 [37] 研究了混合治愈模型中的治愈率的变量显著性检验问题. 文

献 [62] 考察了缺失数据和因果效应中的变量显著性检验问题. 文献 [7] 也研究了条件分位数处理效应

中的异质性检验问题. 但这些研究仍然主要针对低维数据, 在高维情形下如何发展适当有效的检验统

计量仍然是一个重要但有很大挑战的科学问题.

4.4 其他假设检验问题

除了文中所讨论的两类假设检验问题, 在回归分析中还存在其他一些重要的检验问题, 如异方差

性检验和回归函数比较. 所谓异方差性检验, 即检验回归误差的条件方差函数是否为常数 (参见文

献 [14, 23, 48, 64]). 此外, 回归函数的比较可用以判断自变量对响应变量的影响是否存在异质性. 这类

问题在现实中是常见的, 如年龄、教育水平和工作年限等因素对收入的影响是否存在性别或者种族差

异. 对此相关研究可参见文献 [13, 15,28,51].

最后, 希望通过本文的介绍和讨论能够引起读者的兴趣, 使得更多学者对模型设定检验和变量显

著性检验问题开展深入的研究.

致谢 非常感谢审稿人对手稿的仔细阅读和他们建设性和有见地的意见和建议.
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Two types of hypothesis testing problems in regression analysis

Xinyu Zhang, Yanmei Shi & Xu Guo

Abstract In this paper, we provide a brief overview of two types of hypothesis testing problems in regression
analysis, i.e., model specification testing and variable significance testing. We introduce classic and recently
developed testing methods for these two types of problems. We present the construction principles of relevant
statistics and evaluate the possible problems which may exist in different methods. Classic methods mainly
focus on low-dimensional data and are often greatly influenced by the dimensionality of predictors. The recently
developed methods are mainly applicable to high-dimensional data, aiming to effectively overcome the curse of
dimensionality in these two types of testing problems. The use of machine learning algorithms is an important
feature of recently developed testing methods. We conclude with a brief discussion of some potential issues.

Keywords model specification testing, variable significance testing, curse of dimensionality, machine learn-

ing
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