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A 有界变差函数的一些性质

王 斯 雷
(杭州大学)

摘 要

本文回答了 D
.

w a te

rm an 于 1 9 7 6 年提出的一个有关 A 有界变差函数的问题
,

并指出有关 A有界变差 函数的富里埃系数的阶可以大大改进
.

文中还说明关于 八有

界变差函数的绝对收放条件是太苛刻了
,

可以建立合理的要求
.

设 代幻 是定义在 a[
,

b1 上的实函数
,

{ z
,

} 是一列互不重叠的区间 : I
。
~ a[

。 ,
b

。

〕C

a[
,

b ]
,

并写 f (几 ) ~ 了(气 ) 一 f ( ` )
.

又设 A 表示非降的正数列 : A ~ {几
.

}
,

而且级数

1 /浇
。

发散
.

定义 1
.

1 ~ [ a ,

b] 上定义的函数 (j 幻
,

如果对于任一列互不重叠的区间 { I
。

}
, I

,

c l ,

艺ù

级数

艺 ! f ( I
。

) l /又
·

< co
,

( 1
.

1 )

那么称 f 是 了上的 A 有界变差函数
.

记 f 〔 A刀V ,

或 f ` {几
。

} B F
.

特别
,

当 A ~ {
,
} 时

,

称

f 为调和有界变差函数
,

记为 了〔 H B V
.

A B V 的概念最早由 w aet mr an 提出山
.

在研究一类具有特殊性质的富里埃级数时
,

可以

自然地发现
,

它们与 H B V 勇数类有密切关系
。 ]

.

从 H B V 类可以拓广到 八B V 类
,

显然
,

当

`。

一 1 (
。 一 1

,

.2 二 ) 时
,

A B V 就是通常的有界变差函数类
.

A B V 类中函数以及它们富里埃级数的一些性质
, 19 7 2 年以来有不少工作

,

如文献 .la[
一`1

定义 2
.

设 了( A B V ,

数

F ( z ) ~ F 泥( f ; z ) ~ s u p {万 }f ( I
。

) ! /几
。 : I o

c z } ( 1
.

2 )

称为 f 在 I 上的 A 全变差
.

定义 3
.

设 f ` A B F ,

记 A。 ~ {几
, + ,

}
,

, ~ 1 , 2
,

… 假如

V , ,
( f ; I ) ” 0 (。 一 co )

,

( 一 3)

那么称 f 在 A变差下是连续的
,

并记 了̀ A B Vc
.

显然
,

当 A 一 { l }
,

即 A B V 成为通常的有界变差函数类 B y 时
,

满足定义 3 的函数只

本 文 1 9 8 D年 6 月 1 8 日收到
.



3 1 0 08 9 1 1年

能是常数
.

所以
,

考虑 A 变差下连续的函数时
,

应当假定 几
。

个co
.

w at er m an 在文献 [ 4] 中提出如下的一个问题
:
怎样可以刻划出在 A 变差下是连续的函

数 ? 就是说
,

了〔 A B v
。

的充分必要条件是什么 ?

下面的定理 1是它的答案
.

定理 1
.

了〔 A B v
。

的充要条件是
,

存在一列非降的正数列 (A 。 ~ {玲
,
}

,

玲
’

个co
,

玲
, ~

。
(又

。

) (
。
* co )

,

使 f 〔 A`。 B V ,

即

” B V
一

, ( 、

注
〔 , ) “ ” B V ( `

·

斗 ,

这里记号 (A 1) ~ 口
( A ) 表示数列 (A。 ~ {蹬

,
} 满足条件

几分, 一 。
(又

。

) (
,

` co )
,

( 1
.

, )

而 ( 1
.

4 ) 式右方表示关于满足条件 (A。 ~ 口
( A ) 的一切 (A O B v 类作并集

.

证
.

先证充分性
.

设 猎
)
(
。

~ 1 , 2 ,

… ) 是满足条件 玲
, ~ 口

(礼 ) (
,

、 co ) 的一列增

加数列
.

由条件 了〔 (A 习 B y ,

存在常数 M > 0 ,

使

艺 If ( I
,

) ! / 、牙
, ( 材 ( 1

.

6 )
” = 1

对一切不相重叠的区间 { I 。 }都成立 (见文献 〔们 的定理 1)
.

今设
8 > 0 是任意正数

,

{ I
。

}是

任意一列不相重叠的区间
,

于是存在 N
,

使

几分, < 又
。

(
。
/M ) (

n

) N )
,

故当 。 ) 厅 时
,

由 ( 1
.

6 )
,

( 1
.

7 ) 式得

( 1
.

7 )

艺 }r ( , 。 ) } /*
, + 。 毛 艺

s
}j ( ;

,

) } / ( M
·

`界
,
,提盘馨’` (`

·

, ’ /̀紧’ < ` ·

由定义 ( 1
.

3 )
,

这就是

V , 二
( f ; I ) 、 0 ( , , co )

.

必要性
.

假设 了̀ A B Vc
,

那么 了̀ A B V ,

故

V ,

( f : I ) 提 M
.

由 f 〔 A B V
。

的定义 (( L 3 ) 式 )
,

必有一列增加的自然数系列 { 。 、 } (交一

。 * /及t co (左一 co )
,

以及

( 1
.

5 )

V · 。 * ( “̀ ` ,镇
釜

(。 - o , l , z
,

… )
,

( 1
.

9 )
2

,

… )
,

使

( 1
.

xo )

( 1
.

1 1 )

这里 二。 ~ 0
.

令 (A 1) ~ {碍 )} (
n

~ l
,

2
,

… ) 是一列如下定义的正数
:

`片’ 一

青
`

·

( , , + ` 蕊
·
簇 一 ,

一 ` 一 0
,

,
,

2
,

… ,
,

( 1
.

12 )

于是由 ( 1
.

10 ) 及 ( 1
.

1 1 ) 式
,

显然有

玲
, 一 。

(几
。

) (
n

~ co )
,

( 1
.

r 3 )

以及
又导,

t co (
n 、 co )

.

( 1
.

1斗)

下面证明 f 〔 (A D B V
.

事实上
,

若 { z
。

} 是 I 内一列不相重叠的区间
,

于是在 ( 1
.

1 1) 式中
,

依次令 左一 。 ,

1 , 2 ,

…
,

我们有
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粼
}f (I, ,+ 1

) , +
.

If ( I, ,+ 2

) l

又, 天干一 几, 搜平 2
+ … 朴竺竖兰又, 及+ : )

` M
,

郭
.

卫二兰二兰竺2」
- + 业立竺些 十 … + 上二丛鱼

-

又, 天+ 一 又, 天+ 2 几, 次+ `

、 , M
】乏之 —

,

/ 2
( 1

.

1 5 )

1
eees
.

.月

ee之

…
J

. . . . . . . . . . . . .

… …
竺全竺匹

+ 业立竺些 +

几, * 、 l 又阴* + :

十卫匹垫丛
又, * + ,

, M
乏头 —

。

2
v

. 口

!
、

ù.艺=vt

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

… …
把 ( 1

.

1约式中的诸式相加
,

即得

_

艺 艺
, = 0 搜= ”

上式右方即为
:

竺三竺丝
+ 上垫竺丛 +

又, , + 一 又, 灭丰 :

十 二丛三二三立2上
又。 天+ 、

( ZM
。

( 1
.

1 6 )

艺 艺 .( 二 ) 一 艺
/ If ( I用 * + ,

) l
,

—
+ … 十

丫半

If ( I , , + :

) !

几。 及+ ,

左 )
毛 ZM ( 1

.

1 7 )
众= o v = 0

此即

艺
】f ( I

,

) 1
又华

f 〔 A ( 1) B V
.

《 ZM
.

( 1
.

1 8)

由 ( l 一 3 )
,

( 1
.

1 4 ) 以及 ( 1
.

15 ) 式即得 必要性证毕
.

从现在起
,

假设 f 是周期为 2 二 的周期函数
, I 一 汇。

, 2创
,

并且在 I 上
,

广̀ A B v
.

w
a

et r m an 最近在文献 〔51 中研究了 f 的富里埃系数的阶的大小
.

他的结果是这样的
.

定理 A
.

若 f 〔 A B v
,

a 。

( f )

A ~ 〔又
。

}, 则 f的富里埃系数

( 2
.

1 )
b
。

( f ) ~

{;
“

, ( : )

一
` , 一 。

(份)
(

一
)

,
’

!:
’

, ( , )
S;

一
浮, 一 。

(誓)
(

一
)

.

我们指出
,

当 :
,

一 (
n
一 l , 2

,

二 、

) 时
,

( 2
.

1 ) 式右方为 O ( 1 ) : 而 当 ;
,

一 , 一g , 时
,

( 2
.

1) 式右方为无穷大
,

这是不能令人满意的 ! 我们证明下面的

定理 2
.

设 了〔 A B v
,

A ~ {礼 }
,

则 f 的富里埃系数
· 。

( ,卜士{:
`

, (君 )
。 。

一 ` ,
’

占
。

( ,卜资
一

}:
’

, (君 )
· ; n 一浮,

~ / 1 、
一 口 {

-
万一一一 l 又” 峥 co 夕

,

}又 生 }
场几几 孟

,

/

( 2
.

2 )

定理 2 改进了定理 A
,

这是因为

戈 , 1 、 、 , 1 ”

户
.

—
`多 尸 一 一 一

。

石芍 兄
,

二或 几
,

几。

另方面
,

如 f 〔 H B V ,

则从 ( 2
.

2 ) 式可得
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a,

( f )

去
.

( f )
}
一 。

(牛 ) (
·

一
)

,

\ 19 忍 ,

( 2
.

3 )

而从 ( 2
.

1 ) 式只能得到
a ,

( f) ~ o ( l ) ~ 占
。

( f )
.

定理 3
.

设 f 〔 A B V
t , A ~ {几

,

}
,

那么 ( 2
.

2 ) 式中的 o 可以改进为
。 ,

即

a ,

( f )

石
,

( f)

1 / 1 、 ,
_ _ _ 、

r ~ oI

—
、 又” 一 QU 少

。

,

}夸 生 !
、侧

又
·

/

( 2
.

4 )

为了证明定理 2
,

我们还要建立

定理 4
.

设 炸 A B v , A ~ {礼 }
,

则 f 的积分连续模 。 (凡 f )
L`

满足如下条件 :

。 (占 ; f )
: :

`
!

:踢 !;
’

! , (
· 不 , ) 一 , (

·
, `d一

o
(占 * o )

.

( 2
.

5 )

证
.

设 I, l镇 2二 /
, ,

我们有

{;”
`(

· + `
, -

f (二 ) IJ
二 一 艺 ( i一 1 ) 2二 /.

! f (
x + , ) 一 f (

: ) ld
x

~ 艺 {;
`
“

If (
x + , + ( j 一 1) z二 /

n
) 一 f (

x + ( j 一 z ) 2二 /。 ) I了
x .

( 2
.

6 )

令

, i ( t ) ~

以及

{;
“
“ ! , (

· + , + ( ,一 ` , ,二 /
·
,一` (

· + (̀ 一 ` , ,
二

/
·
, ,̀

·

( j ~ l , 2 ,

…
, ,

)
,

( 2
.

7 )

。 `
(
·
) 一 {

, ’ ( 一《 i 《 。
)

,

(
。 < i 簇 Z n 一 l )

, ( 2
.

5)

(鑫会)(客
一 ( 才,

)一 艺 艺于一
+ 。

· )
(
` )

众 = 0 泣 = 1 丹 i

( 2
.

9 )

故从 ( 2
.

6 )一 ( 2
.

9 )式可得

(客会){:
`

,̀ (
· + `

, 一 ` (` , ’“

一 艺 {;
“

客
“ (

一
( , 了一 (

·

, 一 ` ’ 2兀 /
·

,

一 f (
x + (。

,+ , (
n
) 一 l ) 2二 /

n

) 1/`
, d x

( 2
.

10 )

对于固定的 及( 0 ( 及《 。 一 l)
,

注意到 !
,
1成 2二n/ 以及 ( .2 5) 式

,

区间

(
x + t + (二

`+ , (
,
) 一 1) 2二 /

。 , x + ( ,
, + , (

。
) 一 l ) 2到

。
) ( i 一 1 , 2 ,

…
, 。

)

是不相重叠的
,

从 了〔 A B v 的定义即得

艺 ! r (
x + , + (二

` + , (
n

) 一 1) 2 , / ,

) 一 f (
x + ( , , + 掩(

,
) 一 l ) 2 , / n

) } /又
i

《 V ,

( f : [一 2 二 , 4二 ] )
.

( 2
.

1 2 )
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但是容易知道
〔̀ ,定 . , ]

V ,

( f ; [一 2 , , 4 , ] ) 镇 3 V ,
( I ; [o

, 2二 ] )
, ( 2

.

12 )

故由 ( 2
.

8 )一 ( 2
.

1 0 ) 式得

(客刹:
’

{;
’

If (
x + ,

) 一 r (二 ) jd
x 成 艺 鲍 F ,

( r ; [ o
,

2二一) 一 6 , ·

F ,
( r ; [ o

, 2 , ] )
,

}f (
x + r

) 一 f ( : ) }d
x `

2 二 I )6 , V ,

( f ; [ 0
, 2二 I )

_

万云

/
, .

一 2二、
飞 l lt 气 一 )

,

、 刀 l

1一礼艺ō

/ 2 ,
.

、
`口 I— 竺 t l ~

\ 月 /

乙:

2 , ] )
s u P
,̀ , `
资

If (

二 + , ) 一 , (二 )一J
二 、 6 ,

互工气塑业旦 ( 2
.

1 3 )

今设 口 > 。 ,

且
1

十 1

< 。 《 生
,

由 ( 2
.

1 3 ) 式即得

}1[艺=i1

· (。 ; , )
· :

、 仍

(贵
; ,

)
: :

“
二

( 2
.

1 4 )

此即 ( 2
.

, )式
.

定理 5
.

设 f 〔 A B F
,

(见定义 3 )
,

A ~ {几
,

}
,

那么

。 ( “ ; , ,
· ,

一{画卜{
(。 一 “ )

·

(蕙钊
一

( 2 1 5 )

证
.

由定理 l ,

存在 人`。
~ {又努

, }
, 孟牙, ~ o

(几
,

) (
n 、 co )

,

使 f 〔 A 〔。 B V
,

再根据 ( 2
.

1 4 )

式
,

即得

1一为j1t艺间
。 (口: f )

: :

簇 6二
F , 。: )

( f ; [ o
,

2 ,
]) _ / 1 、

O

(币万 ,甲 } 、 o
一

“ /
·

}岁 生 )
\创

孟, /

定理 2 , 3 的证明
.

f 的复富里埃系数
· 。

( ,卜
。 。

( ,卜
、 ,

。

( ,卜亡{;
’

, ( , )一碑̀ 一

六{:
`

卜
( `卜 ,

(
才 +
于){一

` r

故由定理 4 , , ,

2二 }

一 !:
二

,
了

(
,

一 )一 一̀

{
鑫)

( f 〔 A B V )
,/了̀..、、

O

( 2
.

16 )

( f 〔 A B V
r

)
.

证明完毕
。
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设 A~ {又
。

}
, r ~ { 了

”

}
,

那么函数类 r B V C A B V 的充要条件是

客六
一 。

(客
而 A B V ~ r B V 的充要条件是

,

存在正数 cl

(
,

, co )

C Z,

使

( 2
.

17 )
、

!
了

互一ù一
,

曰.工尸
L. ,
ù

。 < 。 1

< 女生 /女t < 。 :

< co
,

尾胃 了凡 / 荞飞 孟乏

( 2
.

1 8 )

这是文献 〔5] 的定理 3
.

我们自然要问
,

定理 2 中的估计式 ( 2
.

2 ) 在阶的意义下是否精确? 就

是说
,

当函数类 A B v 〔 r B v ,

且 A B V 笋 r 厅V 时
,

( 2
.

2 ) 式对函数类 r B V 是否仍成立 ?

定理 6
.

设 r 刀 F c A召 F
,

且 八刀 F 祷 r 刀 F
,

那么存在函数 f。 ` 入召 F ,

而 f。 的富里埃系数

占
,

( ,
。

卜令!:
`

,。 ( , ) S ,。 · , ` , ` O
(

,
* co )

.

( 2
.

19 )

证
.

由于 r B F 〔 A B V
,

故从 ( 2
.

17 )
,

( 2
.

1 8 ) 式知道
,

客六
` 。

(客.f) ( 2
.

2 0 )

所以存在一列 自然数
” ,
今co

,

使
n 。

~ o ,

且满足以下三个条件

1) 又 土 ) 2 “

,

编乒
1 了

,

犯几+ i

,

军
; 一

之
一

( “ 一 ,

拼 … ,
,

( 2
.

2 1 )

赘
_

于
、

, = , 丸+ i

n ,斗一 > 2刀无

艺 牛
” = ” 天+ 1+ 1

矛` r

(友~ 1
,

2 ,

… )
,

(交~ l
,

2
,

… )
.

、 ,了、 .少,̀,J

令

1
( i 一 n * + l , 。 , + 2

,

…
, 。 , 、 , ;

( 2
、

2 2 )

( 2
.

2 3 )

左~ o , 1 , 2
,

… )
,

( 2
.

2 4 )

2 花/ 2

,

军
、

亡
那么显然

a `
番。 ,

且

” 几+ i

艺
a ,
一

= 界之+ 1

月乏+ l 一 刀乏

(互~ o
,

1
,

2
,

… )
,

( 2
.

2 5 )

2 左/ 2 又 上, 二

不井
1

朽

” 丸+ :

又 乡一
1

三二二
,

又
` 刀欠十 1

`

气
’ ` ’

, 几 l ,

戈甲 , i
乙叩

“

夕

—,

氛井
1 又

,

算
,

会
一 2一“ ’̀

(左-
o

,

1
,

2 ,

… )
,

( 2
.

2 6 )

暮会
簇
蕙

上
.

( A

2忆/ z ( A 是绝对常数 )
.

( 2
.

2 7)

另一方面
,

由 ( 2
.

2 5 )
,

( 2
.

2 1 ) 以及 ( 2
.

2 3 ) 式可知
,
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月左 +l

(土 艺
a 、

\ ,刀 天斗 1 公= 1

)(蓉才
、)
一

众(息
`

算
,一

)
·

(睿
`

草
:

士)

、 、、..产/

司象,1-
月J口

铀艺:f,wt冲
。。

一一帕
,

艺ō·

艺ō
!

/

!
、、、、....产户/

刀 p + 1 一 n ,

1一礼

一

{二
一

全

{
”
“ ` ’ 一 。

2
” 2/

介
、 1 戈 ,

.

,

莽—
一

自
刀 , 干 l 一 称 ,

仙艺
刀大+ I v = o

1声 ” , + 1

1

几户

)

二全(

一
”
“ ”

一 。 \ 2

一置会
, = 刃 v+ 1 ’

. , + i

.2 艺
万= 月 ” + 1

二、
几, /

一

、 全(
· , · 1

一
, 2

’
” -

( 2
.

2 8 )
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定理 6 证毕
.

注
.

定理 6 说明
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根据 z s s az
定理
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