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摘要 这项研究得出了股票交易的最佳清算规则. 与现有文献相比, 本文有几个显着特征. 首先, 使用

连续时间的 Markov链构建模型, 以代替 Brown运动为基础的模型. 其次, 在这项研究中, 本文专注于

在大宗股票出售时,如何寻找最优的清算策略.本文通过动态规划的方法来解决这个问题.这种方法将

这个问题转化为解一个具有状态约束的 Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) 方程的问题. HJB 方程的解

析解是很难找到的, 因此, 本文研究这个方程的数值解. 最后, 提供了两个例子作为示范.
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1 引言

这项研究是关于大宗股票交易的最优清算原则. 与以往的方法相比, 我们的方法有以下几点不同

之处. 第一, 我们不再使用通常基于 Brown 运动的模型 (如几何 Brown 运动模型). 我们提出一个由

连续时间 Markov 链构建的模型, 这是在离散系统中, 比二叉树模型更符合实际的一般化. 第二, 我们

处理的是大宗股票交易的问题. 这是源于对市场重要参与者的考虑, 他们的行为对市场有重大的影响.

我们的数学形式进而成为一个具有状态约束的优化控制问题. 通过随机控制的方法, 我们得出了最优

的清算准则.

1.1 Markov 链模型

基于 Brown 运动的模型 (如几何 Brown 运动、跳扩散过程和切换扩散模型) 已经被广泛地研究,

在大量的文献中可以查到, 如文献 [1–7] 等.

由于控制扩散模型或者其变种的数学处理, 这些模型已被广泛地使用. 然而, 有一种重要的代替

方案, 那就是 Cox-Ross-Rubinstein 的二叉树模型 (BTM), 由于在美式期权定价时简单明了的优势, 它

被广泛应用于期权定价. 因为方法简单, 这种模型也被广泛应用在真正的市场交易. 但是, BTM 的一

个主要缺点是它的非 Markov性质. Markov属性的缺乏使得我们难以用数学方法进行研究, 更不用提

获得解析解的难度.

最近, Zhang [8] 提出了有限状态的 Markov 链模型, 以保留 BTM 的简单特性便于数学处理. 在文

献 [8] 中的 Markov 链模型适用于不频繁交易的证券等, 如流动性差的股票. 由于它能密切地符合这
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种类型的市场的特征, 在相关的应用中, 这种模型是更可取的. 此外, 当各种状态之间的跳跃更加频繁

时,在文献 [8]中的 Markov模型与传统的几何 Brown运动 (GBM)紧密相连. 这种想法与扩散逼近方

法有关. 基于 Markov 链的模型的相关知识可以在文献 [9, 10] 中找到. 其中, 文献 [9] 提出了一个基于

股票分红率和 Markov 链噪声的股票价格模型. 文献 [10] 用 Markov 链来表示利率并考虑 Markov 链

驱动的市场模型. 特别地, 文献 [10] 中的市场模型和 GBM 的相似之处在于, “飘移” 是由随机跳跃之

间的时间间隔近似, 而波动率是由跳跃的次数来近似. Markov 链驱动的模型的一个额外的优点是, 它

的价格是处处可微的. 这种可微性在文献 [11] 的最优控制性市场分析中是理想的. 在动态规划的问题

中, 由于相关的 Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) 方程是一阶的, 对方程的分析要比传统的基于 Brown

运动的模型简单得多.

1.2 大宗股票交易的出售准则

何时卖出股票在股票交易中是十分关键的, 这直接决定何时获利了结或止损. 显然, 这是股票投

资人在交易过程中最受情绪影响的部分. 金融市场中的股票出售准则已经被研究了很长时间. 例如,

Zhang [12] 研究了由两个界 (目标价格和止损限额) 确定的出售准则. Guo 和 Zhang [13] 研究了带有状

态切换的 GBM 模型的最优出售准则. 使用光滑切合的方法, 他们能够把问题转化成由一组代数方程

确定的最优停时问题.

关于实物期权的问题, 最近, Bensoussan 等人 [14] 证明了从变分不等式得出的最优策略, 且最优

策略确实由临界准则给出. 而且, 它是变分不等式在文献 [14] 的唯一解. 随后, 在可变的经济环境下,

Bensoussan等人 [15]验证了双头垄断博弈中的不可逆的投资策略;他们通过把时间的灵活性、市场竞争

和金融市场的变化整合成状态切换的现金流过程的形式,进而将问题构建成为基于文献 [15]中的领导

-跟随者竞争模型中的停时策略.在文献 [12]中, Zhang推导出了状态切换的扩散过程的股票交易的最

佳清算原则,而在文献 [8]中,研究了一个基于出售策略的 Markov链模型. 除了这些分析结果,多种计

算这些阈值水平的数学工具已被开发出来了. 例如, Yin等人 [16] 使用的随机逼近技术和由 Helmes [17]

开发的线性规划方法. 此外, Merhi 和 Zervos [18] 根据在 GBM 市场模型下的动态规划, 研究了投资

能力的增减问题. 在更一般的市场模型中类似的问题被 Løkka 和 Zervos [19] 解决. 此外, Du Toit 和

Peskir [20] 研究了在几何 Brown 运动下如何在峰值出售股票的问题. Henderson 和 Hobson [21] 研究了

在最优或停时控制的框架下的风险规避出售策略. 关于最优停时和金融上的应用的研究在 Peskir 和

Shiryaev [22] 的书上可以找到.

上述文献有一个共同特点: 一次完成所有销售. 当股份数量相对较小时, 这是可行的. 但是, 如果

一下卖出大量的股票通常会导致市场紧缩, 进而导致股票价格下降. 一种典型的卖出大量股票的策略

是, 在一段较长的时间里, 每次卖出较少股份. 以 Brown 运动为基础的大量股票出售的规则已有研究.

例如, Pemy 等人 [23–25] 使用随机控制和随机逼近的方法, 研究了基于不同模型的大量股票的出售策

略. 特别地, 在清算过程由股票出售的速率主导的意义下, 他们使用了流体模型来处理这个问题. 不同

于单一地考虑股票价格, 他们总是考虑一对变量, 即股价和股份, 来获得关于阈值曲线的最优策略.

1.3 本文大纲

本文考虑基于简单且灵活的 Markov链模型的大量股票出售问题,并研发解决此问题的数值方法.

股票价格被假定是一个 Markov链模型而非 Brown运动为基础的模型. 在这种模式下, Markov链的状

态可以基于股票价格的增量进行估计, 这使得 Markov 链是可观测的. 除了它的简单性, 所述 Markov
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链模型使我们能够捕捉到更广泛的股票的价格走势. 根据 Markov 链模型, 我们得出最佳的股票出售

准则, 并获得相应的阈值曲线. 特别地, 我们采用有限差分的方法来解决相应的动态规划问题, 并获得

阈值水平. 本文的其余部分布局如下: 第 2 节提出问题的构建; 第 3 节讨论值函数的性质; 第 4 节提

出解决该问题的数值方法; 第 5 节致力于数值试验, 这些实验结果说明了我们的定理.

2 问题的提出

我们用 X(t) 表示股票的价格, 它满足

dX(t) = X(t)µ(α(t))dt, X(0) = x, (2.1)

其中 α(t) ∈ M = {1, 2} 是一个两个状态的连续时间的 Markov 链. 假设 N 是将要出售的股份总量,

Y (t) 是在 t 时刻前出售的股份. u(t) 是股票出售的速率. 我们假设任何比例的股份都可以出售. 考虑

最大销售率是 1 的情形. 用 Γ = [0, 1] 表示控制集. 然后, 我们有

dY (t) = u(t)dt, Y (0) = y, u(t) ∈ Γ. (2.2)

相应的状态空间: Ω = (0,∞)× [0, N ] 和 Ω = (0,∞)× [0, N ]. Markov 链 α(t) 的生成元如下:

Q(u) =

 −λ1(u) λ1(u)

λ2(u) −λ2(u)

 , (2.3)

其中 λ1(·) 和 λ2(·) 是适当的非负函数.

假设 2.1 我们假设下面的条件成立,

(A1) µ(1) 和 µ(2) 是已知常数, 有 µ(1) > µ(2);

(A2) 切换的频率 λ1(·) 和 λ2(·) 如下:λ1(u) = a1u+ b1, a1 > 0, b1 > 0,

λ2(u) = −a2u+ b2, a2 > 0, b2 > 0, b2 − a2 > 0.
(2.4)

定义 2.1 我们说一个控制 u(·) 是关于初值 (x, y, i) ∈ Ω×M 是可容许的, 如果

(i) u(·) 是 Ft = σ{X(s), α(s) : s 6 t} 适应的;

(ii) u(t) ∈ Γ 对所有的 t > 0 成立;

(iii) 对应的状态过程.

(X(t), Y (t)) ∈ Ω 对所有的 t > 0 成立. 用 U(x, y, i) 表示关于 (x, y, i) 所有可容许的控制的集合.

让 ρ > 0 表示贴现率. 我们假设 ρ > µ(1) 并定义

J(x, y, i, u(·)) = E

[ ∫ ∞

0

e−ρtg(X(t), u(t))dt

∣∣∣∣ X(0) = x, Y (0) = y, α(0) = i

]
, (2.5)

其中 g(x, u) 是运行收益函数.

我们的问题是选择适当的出售速率 u(·) ∈ U 使得 J(x, y, i, u(·)) 得到最大值. 值函数是

V (x, y, i) = sup
u(·)∈U

J(x, y, i, u(·)). (2.6)

499



张曹津等: 在 Markov 模型下的股票大宗交易中的清算问题

一般情形下, HJB 方程系统 (参见文献 [26, 第 A.4 节]) 为

ρV (x, y, i) = max
u∈Γ

[
µ(i)x

∂V (x, y, i)

∂x
+ u

∂V (x, y, i)

∂y
+ g(x, u) +Q(u)V (x, y, ·)(i)

]
, (2.7)

对于 0 6 y 6 N, i = 1, 2, 其中Q(u)V (x, y, ·)(1) = λ1(u)(V (x, y, 2)− V (x, y, 1)),

Q(u)V (x, y, ·)(2) = λ2(u)(V (x, y, 1)− V (x, y, 2)).

关于一般受控扩散过程的 HJB 方程, 参见文献 [7, 27].

3 主要结果

本节介绍本文的主要结果. 首先证明, 对于任何的 i, 值函数是关于 (x, y) Lipschitz 连续. 其次证

明, 值函数实际上是 HJB 方程的唯一解. 然后给出边界条件. 最后得出指定的最佳销售的规则. 以下

的附加假设在全文中成立,

(A3) 假设 ρ > µ(1) > µ(2);

(A4) g(x, u) = g0(x)u 使得 g0 是二阶可导的并且 x(∂/∂x)g0(x) 和 x2(∂2/∂x2)g0(x) 是有界的.

注 3.1 一个满足以上假设 (A4) 条件的例子如下: 对于足够大的 κ, 令 h(x) = min{x, κ}. g0(x)
为 h 和核

qη0(x) =
1√
2πη0

exp

(
− x2

2η20

)
的卷积, 那么, 对于足够小的 η0, 我们可以用 g0(x) 逼近 h(x). 在实践中, 所有的股票价格是有限的.

所以, 通过选取足够大的 κ 和足够小的 η0, 我们可以用 g0(x) 来逼近 x.

3.1 值函数的性质

定理 3.2 以下结论成立,

(i) 对于任意的 (x, i), V (x, y, i) 关于 y 的非增函数;

(ii) 对于任意的 i, V (x, y, i) 是关于 (x, y) Lipschitz 连续的. 也就是说, 存在 K1 和 K2 使得

|V (x1, y1, i)− V (x2, y2, i)| 6 K1|x1 − x2|+K2|y1 − y2|

对于 (x1, y1) 和 (x2, y2) 在 Ω̄ 中成立.

证明 为了验证第一个结论,令 i ∈ M. 我们知道 0 6 y1 6 y2 6 N , U(x, y1, i) ⊆ U(x, y2, i). 给定

u(·) ∈ U(x, y2, i), 我们有 u(·) ∈ U(x, y1, i), 而且

V (x, y1, i) > J(x, y1, i, u(·)) = J(x, y2, i, u(·)).

因为 u(·) 是任意的, 所以, V (x, y1, i) > V (x, y2, i). 现在证明第二个结论. 我们知道

X(t) = x exp

(∫ t

0

µ(α(s))ds

)
.
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对于任意的 x1 > 0 和 x2 > 0, U(x1, y, i) = U(x2, y, i), 对于 0 6 y 6 N 成立. 令

H(t) = exp

(∫ t

0

µ(α(s))ds

)
.

我们计算 EX(t) = xEeH(t). 由 Dynkin 公式, 我们得到

EeH(t) = 1 +

∫ t

0

E[eH(s)µ(α(s))]ds 6 1 + µ(1)

∫ t

0

E[eH(s)]ds.

通过 Gronwall 不等式, 可得 EeH(t) 6 eµ(1)t. 因此, EX(t) 6 xeµ(1)t. 类似地, 我们可以证明,

Ee−ρτX(τ) 6 x (3.1)

对于任何的停时 τ 成立. 给定 x1 > 0 和 x2 > 0, 对于任意的 u(·) ∈ U(x1, y, i) = U(x2, y, i), 我们有

|J(x1, y, i, u(·))− J(x2, y, i, u(·))| = |x1 − x2|E
∫ ∞

0

e−(ρ−µ(1))tdt 6 |x1 − x2|
ρ− µ(1)

. (3.2)

我们还需要证明 V (x, y, i) 关于 y 是 Lipschitz 连续的. 已知定理 3.2(i) 和 (3.2), 我们只需证明对于

0 6 y1 6 y2 6 N ,

V (x, y2, i) > V (x, y1, i)−
(
x+ 1 +

ρ− µ(2)

ρ− µ(1)

)
|y1 − y2|.

取 u0(·) ∈ U(x, y1, i) 使得 y1 +
∫∞
0
u0(s)ds = N 并且

V (x, y1, i) 6 J(x, y1, i, u0(·)) + |y1 − y2|

成立. 令 τ = inf{t > 0 :
∫ t

0
u0(s)ds = y1 − y2}. 我们得到∫ t

0

u0(s)ds = y2 − y1. (3.3)

定义

ũ(t) =

0, 若 0 6 t 6 τ ,

u0(t), 若 t > τ .
(3.4)

接着, ũ(·) ∈ U(x, y2, i), 而且,

|J(x, y1, i, u0(·))− J(x, y2, i, ū(·))| 6 E

∫ ∞

0

e−ρtX(t)|u0(t)− ū(t)|dt = E

∫ τ

0

e−ρtX(t)u0(t)dt.

然后, 我们验证

E

∫ τ

0

e−ρtX(t)u0(t)dt 6 (x+ 1)|y1 − y2|.

事实上, 通过分部积分, 我们有

E

∫ τ

0

X(t)u0(t)dt = E

[
e−ρτX(τ)

∫ τ

0

u0(s)ds

]
+ E

∫ τ

0

e−ρt

(∫ τ

0

u0(s)ds)X(t)(ρ− µ(α(t))

)
dt.

已知 ρ > µ(1), 由 (3.1) 和 (3.3), 得

E

[
e−ρτX(τ)

∫ τ

0

u0(s)ds

]
6 (y2 − y1)E[e−ρτX(τ)] 6 x|y1 − y2|.
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类似地, 由 (3.1) 和 (3.3), 我们有

E

∫ τ

0

(∫ τ

0

u0(s)ds

)
X(t)dt 6 (y2 − y1)E

∫ τ

0

e−ρtX(t)dt 6 (y2 − y1)

∫ ∞

0

e(−ρ−µ(1))tX(t)dt

=
|y1 − y2|
ρ− µ(1)

.

因此,

|J(x, y1, i, u0(·))− J(x, y2, i, ũ(·))| 6
(
x+

ρ− µ(2)

ρ− µ(1)

)
|y1 − y2|.

由此可得

V (x, y2, i) > J(x, y2, i, ũ(·))

> J(x, y1, i, u0(·))−
(
x+

ρ− µ(2)

ρ− µ(1)

)
|y1 − y2|

> V (x, y1, i)−
(
x+ 1 +

ρ− µ(2)

ρ− µ(1)

)
|y1 − y2|.

定理证毕.

我们证明了定理 3.2, 接着将要证明 V (x, y, i) 是唯一的黏性解. 对于黏性解的相关文献, 我们建

议读者参见文献 [28,29].

定理 3.3 值函数 V (x, y, i) 是 Ω̄×M 中唯一的黏性解.

证明 首先, 我们证明 V 是 (0,∞)× (0, N) 中的黏性上解. 对于任何的停时 τ , 动态规划准则告

诉我们,

V (x, y, i) = max
u(·)∈U

E

{∫ τ

0

e−ρtX(t)u(t) + e−ρtV (X(τ), Y (τ), α(τ))

}
(3.5)

对于每个 i ∈ M 成立. 给定 (X(0), Y (0)) = (x0, y0) ∈ (0,∞) × [0, N ], 令 i0 ∈ M, φ(x, y) ∈ C2((0,∞)

× [0, N ]), 使得 V (x, y, i0)− φ(x, y) 在 (x0, y0) 的领域 N(x0, y0) 中有局部最小值. 不失一般性, 我们可

以假设 V (x0, y0, i0)− φ(x0, y0) = 0. 令 τ 作为 α(·) 首次跳跃时间. 而且, 令 τ0 ∈ (0, τ ] 作为一个停时,

使得对于 0 6 t 6 τ0, (X(t), Y (t)) ∈ N(x0, y0) 成立. 考虑控制 u(t) = u ∈ Γ, 对于 t ∈ [0, τ0], u 是一个

常数,使得 u(·) ∈ U(x0, y0, i0)成立. 而且,对于 t ∈ (0, τ), V (X(t), Y (t), i)−φ(X(t), Y (t)) > 0成立. 给

定 0 6 θ 6 τ0, 使用 (3.5), 我们有

V (x0, y0, i0) > E

∫ θ

0

e−ρsX(s)u(s)ds+ Ee−ρθV (X(θ), Y (θ), α(θ)). (3.6)

定义

ψ(x, y, i) =

φ(x, y) + V (x0, y0, i0)− φ(x0, y0), 若 i = i0,

V (x, y, i), 若 i ̸= i0.
(3.7)

由 Dynkin 公式, 我们有

Ee−ρθψ(X(θ), Y (θ), i0)− ψ(x0, y0, i0)

= E

∫ θ

0

e−ρs

{
µ(i0)X(s)

∂φ(X(s), Y (s))

∂x
+ u(s)

∂φ(X(s), Y (s))

∂y

+Q(u)ψ(X(s), Y (s), ·)(i0)− ρψ(X(s), Y (s), i0)

}
ds. (3.8)

502



中国科学 : 数学 第 45 卷 第 5 期

我们已知 (x0, y0) 是 V (x, y, i0)− φ(x, y) 的局部最小值, 对于 0 6 t 6 θ, 我们有

V (X(t), Y (t), i0) > φ(X(t), Y (t)) + V (x0, y0, i0)− φ(x0, y0) = ψ(X(t), Y (t), i0). (3.9)

由此可得

Ee−ρθV (X(θ), Y (θ), i0)− V (x0, y0, i0)

> E

∫ θ

0

e−ρθ

{
µ(i0)X(s)

∂φ(X(s), Y (s))

∂x
+ u(s)

∂φ(X(s), Y (s))

∂y

+Q(u)ψ(X(s), Y (s), ·)(i0)− ρψ(X(s), Y (s), i0)

}
ds. (3.10)

同时, 不等式 (3.9) 告诉我们,

Q(u)ψ(X(s), Y (s), ·)(i0) > Q(u)V (X(s), Y (s), ·)(i0). (3.11)

所以, 方程 (3.10) 变成了

Ee−ρθV (X(θ), Y (θ), i0)− V (x0, y0, i0)

> E

∫ θ

0

e−ρθ

{
µ(i0)X(s)

∂φ(X(s), Y (s))

∂x
+ u(s)

∂φ(X(s), Y (s))

∂y

+Q(u)V (X(s), Y (s), ·)(i0)− ρV (X(s), Y (s), i0)

}
ds. (3.12)

合并 (3.6) 和 (3.12), 我们得到

0 > E

∫ θ

0

e−ρθ

{
µ(i0)X(s)

∂φ(X(s), Y (s))

∂x
+ u(s)

∂φ(X(s), Y (s))

∂y

+ u(s)X(s) +Q(u)V (X(s), Y (s), ·)(i0)− ρV (X(s), Y (s), i0)

}
ds.

令 θ → 0, 我们可以得到

max
u∈U

[
µ(i0)x0

∂φ(X(s), Y (s))

∂x
+ u

∂φ(X(s), Y (s))

∂y
+ u(s)X(s)

+Q(u)V (X(s), Y (s), ·)(i0)
]
− ρV (x0, y0) 6 0.

因此, V 是黏性上解.

下面将证明 V 是在 (0,∞) × (0, N) 中的黏性下解. 假设并非如此. 令 i0 ∈ M, 则存在 (x0, y0)

∈ (0,∞)× (0, N) 和 δ > 0 使得对所有的控制 u(·) ∈ U ,

µ(i0)x
∂φ(x, y)

∂x
+ u

∂φ(x, y)

∂y
+ ux+Q(u)V (x, y, ·)(i0)− ρV (x, y, i0) 6 −δ (3.13)

在邻域 N(x0, y0) 中成立, 其中 φ ∈ C2((0,∞) × (0, N)), 使得 V (x, y, i0) − φ(x, y) 取得在 (x0, y0) 在

N(x0, y0) 中的最大值. 不失一般性, 我们假设 V (x0, y0) − φ(x0, y0) = 0. 令 u(·) ∈ U(x0, y0, i0). 令 τ

作为过程 α(·) 的第一次跳跃时间. 令 τ0 6 τ 作为一个停时, 使得对于 0 6 s 6 τ0 6 τ , (X(t), Y (t))

∈ N(x0, y0), V (X(t), Y (t), i0)− φ(X(t), Y (t)) 6 0. 然后, 对于 0 6 θ 6 τ0, 我们有

J(x0, y0, i0, u) 6 E

∫ θ

0

e−ρsX(s)u(s)ds+ Ee−ρθV (X(θ), Y (θ), i0)
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6 E

∫ θ

0

e−ρsX(s)u(s)ds+ Ee−ρθφ(X(θ), Y (θ)). (3.14)

我们知道 (x0, y0) 是 V (x, y, i0)− φ(x, y) 的局部最大值. 由 (3.7), 对于 0 6 t 6 θ, 我们有

V (X(t), Y (t), i0) 6 φ(X(t), Y (t)) + V (x0, y0, i0)− φ(x0, y0) = ψ(X(t), Y (t), i0). (3.15)

类似地, 我们有

Q(u)ψ(X(s), Y (s), ·)(i0) 6 Q(u)V (X(s), Y (s), ·)(i0). (3.16)

使用 (3.8)、(3.13) 和 (3.16), 我们有

J(x0, y0, i0, u) 6 E

∫ θ

0

e−ρs(−δ + ρV (X(s), Y (s), i0)− µ(i0)X(s)
∂φ(X(s), Y (s))

∂x
− u

∂φ(X(s), Y (s))

∂y

−Q(u)V (X(s), Y (s), ·)(i0))ds+ Ee−ρθφ(X(θ), Y (θ))

6 E

∫ τ

0

e−ρs(−δ + ρψ(X(s), Y (s), i0)− µ(i0)X(s)
∂φ(X(s), Y (s))

∂x
− u

∂φ(X(s), Y (s))

∂y

−Q(u)ψ(X(s), Y (s), ·)(i0))ds+ Ee−ρτψ(X(τ), Y (τ), i0)

6 −E
∫ τ

0

e−ρsδds+ φ(x0, y0)

= −E
∫ τ

0

e−ρsδds+ V (x0, y0, i0). (3.17)

对于所有可容许的控制 u ∈ U 取上确界, 我们有

V (x0, y0, i0) 6 −E
∫ τ

0

e−ρsδds+ V (x0, y0, i0). (3.18)

这与 δ > 0 的事实矛盾. 因此, V (x, y, i0) 是黏性下解. 最后, 唯一性可以由文献 [30, 31] 中的方法

得到.

3.2 边界条件

对于每个 i ∈ M, 我们考虑当 V (x, y, i) ∈ C1,1(Ω̄) 的情形. 首先, 选定 i = 1. 那么, V (x, y, 1) 满足

HJB 方程. 取 φ(x, y) = V (x, y, 1) + β(y −N), 其中 β > 0. 然后, V (x, y, 1)− φ(x, y) 在 (x0, N) 取到最

小值. 因为它是方程的黏性上解, 我们有

max
u∈Γ

{
u
∂φ(x0, N)

∂y
+ g(x, u) + a1(V (x0, N, 2)− V (x0, N, 1))u

}
6 max

u∈Γ

{
u
∂V (x0, N, 1)

∂y
+ g(x, u) + a1(V (x0, N, 2)− V (x0, N, 1))u

}
. (3.19)

另一方面, 我们已知,

max
u∈Γ

{
u
∂φ(x0, N)

∂y
+ g(x, u) + a1(V (x0, N, 2)− V (x0, N, 1))u

}
= max

u∈Γ

{
u(
∂V (x0, N, 1)

∂y
+ β) + g(x, u) + a1(V (x0, N, 2)− V (x0, N, 1))u

}
> max

u∈Γ

{
u
∂V (x0, N, 1)

∂y
+ g(x, u) + a1(V (x0, N, 2)− V (x0, N, 1))u

}
. (3.20)
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如果

max
u∈Γ

{
∂V (x0, N, 1)

∂y
+ g0(x0) + a1(V (x0, N, 2)− V (x0, N, 1))

}
> 0,

最大控制元 u∗ = 1. 这与 (3.19) 和 (3.20) 矛盾. 由 β > 0, 我们必须有

max
u∈Γ

{
∂V (x0, N, 1)

∂y
+ g0(x0) + a1(V (x0, N, 2)− V (x0, N, 1))

}
6 0.

同样, 当 i = 2, 我们有

max
u∈Γ

{
∂V (x0, N, 2)

∂y
+ g0(x0) + a1(V (x0, N, 2)− V (x0, N, 1))

}
6 0.

在 y = 0 时, 没有限制, 因为 u(t) > 0 使得 Y (t) > 0 对于所有的 t 成立.

3.3 最佳出售策略

接下来给出一个关于值函数的验证定理.

定理 3.4 对于每个 i ∈ M, 令 v(·, ·, i) ∈ C1,1
b (Ω̄) 作为 HJB 方程的一个解, 则

v(x, y, i) > J(x, y, i, u(·))

对于所有可容许的控制 u(·) 成立. 同时, 令

u∗(x, y, 1) =


0, 若

∂v(x, y, 1)

∂y
+ g0(x) + a1(v(x, y, 2)− v(x, y, 1))} 6 0,

1, 若
∂v(x, y, 1)

∂y
+ g0(x) + a1(v(x, y, 2)− v(x, y, 1))} > 0,

u∗(x, y, 2) =


0, 若

∂v(x, y, 2)

∂y
+ g0(x)− a2(v(x, y, 1)− v(x, y, 2))} 6 0,

1, 若
∂v(x, y, 2)

∂y
+ g0(x)− a2(v(x, y, 1)− v(x, y, 2))} > 0.

(3.21)

我们可得 v(x, y, i) = V (x, y, i) = J(x, y, i, u∗(·)). 也就是说, u∗ 最优控制.

证明 对于, 每个 v(x, y, i), 任意的 u ∈ U , 相应的轨迹是 (X(·), Y (·)). 由 Dynkin 公式, 我们有

Ee−ρT v(X(T ), Y (T ), α(T ))− v(x, y, i)

= E

∫ T

0

e−ρs

[
µ(i)X(s)

∂v(X(s), Y (s), i)

∂x
+ u

∂v(X(s), Y (s), i)

∂y

+Q(u)v(X(s), Y (s), ·)(i)− ρv(X(s), Y (s), i)

]
. (3.22)

我们已知 v(x, y, i) 是 HJB 方程的一个解:

ρv(x, y, i) = max
u∈U

µ(i)x
∂v(x, y, i)

∂x
+ u

∂v(x, y, i)

∂y
+ g(x, u) +Q(u)v(x, y, ·)(i). (3.23)

合并它们, 我们有

Ee−ρT v(X(T ), Y (T ), α(T ))− v(x, y, i) 6 −E
∫ T

0

e−ρsg(X(s), u(s))ds. (3.24)
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令 T → ∞, 我们有

v(x, y, i) > E

∫ ∞

0

e−ρsg(X(s), u(s))ds. (3.25)

因此, 最优控制如下:

u∗(x, y, i) = argmax
u

[
u
∂v(x, y, i)

∂y
+ g(x, u) +Q(u)v(x, y, ·)(i)

]
. (3.26)

定理证毕.

注 3.5 本文考虑出售率以 1 为界的情形. 这限制并不苛刻. 当我们在实践中使用出售准则的时

候, 我们可以拓展本文的结果, 以便解决任何固定的、以大数值 M0 为上界的出售率的情形.

4 数值方法

虽然最优策略已经发现,要获得 HJB方程系统的闭合形式的解 (解析解)仍然是一个艰难的任务.

作为一个可行的选择, 我们寻求方程的数值解法.

本节构造一个显式有限差分法, 并表明它收敛到方程 (2.7) 的唯一的黏性解. 给定正整数 κ, 我们

考虑下面的最优控制问题与值函数 Vκ:

Vκ(x, y, i) = sup
u∈U(x,y,i)

E

[ ∫ ∞

0

e−ρt min(X(t), κ)u(t)dt

∣∣∣∣ X(0) = x, Y (0) = y, α(0) = i

]
, (4.1)

相应的 HJB 方程为

ρVκ(x, y, i) = max
u∈Γ

[
µ(i)x

∂Vκ(x, y, i)

∂x
+ u

∂Vκ(x, y, i)

∂y
+min(x, κ)u+Q(u)Vκ(x, y, ·)(i)

]
,

0 6 y 6 N, i = 1, 2. (4.2)

相应的 Hamilton 函数是

H̃κ(x, y, i, V,DxV,DyV ) = max
u∈Γ

[µ(i)xDxV (x, y, i) + uDyV (x, y, i)

+ min(x, κ)u+Q(u)V (x, y, ·)(i)− ρV (x, y, i)]. (4.3)

在上一节中, 我们已经证明, 值函数 Vκ 是方程

H̃κ(x, y, i, V,DxV,DyV ) = 0, 对于 (x, y, u) ∈ S ×M (4.4)

的唯一约束黏性解. 而且, 当 κ → ∞ 时, Vκ → V 对于所有的 (x, y) 成立. 因此, 我们只需要考虑 Vκ

的数值解. 我们引入变量替换如下: 对于每个 x > 0, 定义 z = log x, 令 V (x, y, i) = V (log x, y, i). 然后,

我们有
∂V

∂x
=
∂V

∂z

1

x
,

∂V

∂y
=
∂V

∂y
.

因此, 定义在 (4.3) 的 Hamiltonian 函数变成了

H̃κ(x, y, i, V ,DxV ,DyV ) = max
u∈Γ

[µ(i)DxV (x, y, i) + uDyV (x, y, i)

+ min(x, κ)u+Q(u)V (x, y, ·)(i)− ρV (x, y, i)], (4.5)
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我们想逼近以下方程解:

max
u∈Γ

[
µ(i)

∂V (x, y, i)

∂x
+ u

∂V (x, y, i)

∂y
+min(x, κ)u+Q(u)V (x, y, ·)(i)

]
− ρV (x, y, i) = 0, (4.6)

对于 (z, y, i) ∈ R× [0, N ]×M. 我们可以证明方程 (4.6)存在唯一的黏性解 V . 令 B(R× [0, N ]×M)作

为有界函数 V (z, y, i) 空间, 定义在 R× [0, N ]×M 关于 (z, y) 连续. 令 h (0 < h < 1) 作为离散变量 z

的步长. 同时, h1 (0 < h1 < 1) 作为 y 的步长. 我们考虑有限差分算子, 它们的定义如下:

△zV (z, y, i) =
V (z + h, y, i)− V (z, y, i)

h
, µ(i) > 0,

△zV (z, y, i) =
V (z, y, i)− V (z − h, y, i)

h
, µ(i) 6 0,

△yV (z, y, i) =
V (z, y + h1, i)− V (z, y, i)

h1
.

相应的离散形式的方程 (4.6) 如下:

ρV (z, y, i) = max
u∈Γ

[
µ+(i)

V (z + h, y, i)− V (z, y, i)

h
+ µ−(i)

V (z − h, y, i)− V (z, y, i)

h

+ u
V (z, y + h1, i)− V (z, y, i)

h1
+min(ez, κ)u+ λi(u)(V (z, y, j)− V (z, y, i))

]
, (4.7)

其中

µ+(i) = max(µ(i), 0), µ−(i) = max(−µ(i), 0).

整理上式可得

max
u∈Γ

[
1

ρ+ |µ(i)|
h + u

h1
+ λi(u)

(
V (z, y + h1, i)

u

h1
+ V (z + h, y, i)

µ+(i)

h

+ V (z − h, y, i)
µ−(i)

h
+min(ez, κ)u+ λi(u)V (x, y, j)

)]
− V (z, y, i) = 0, (4.8)

其中

µ+(i) = max(µ(i), 0), µ−(i) = max(−µ(i), 0).

定理 4.1 令 V
κ

h1,h 作为方程 (4.8) 的解. 当 (h, h1) → 0, 序列 V
κ

h,h1
在 R× [0, N ] 局部一致收敛

到方程 (4.6) 唯一的黏性解 V κ; 当 κ→ ∞ 时, V κ 收敛于方程 (2.7) 的唯一黏性解 V .

注 4.2 使用变量替换时,我们知道 Vκ(x, y, i) = V κ(log x, y, i),对于 (x, y, i) ∈ (0,∞)×[0, N ]×M,

而且我们知道 Vκ 收敛于 V , 是方程 (2.7) 唯一的黏性解. 因此,

lim
κ→∞

lim
h→0,h1→0

V
κ

h,h1
(log x, y, i) = V (x, y, i), (x, y, i) ∈ (0,∞)× [0, N ]×M.

为了证明定理 4.1,我们需要一些准备. 定义映射: Aκ: (0, 1)×(0, 1)×M×R× [0, N ]×R×B(R× [0,

N ]×M) → R,

Aκ(h1, h, i, z, y, t, V ) = max
u∈Γ

[
ht(ρ+

|µ(i)|
h

+
u

h1
+ λi(u))− h

(
V (z, y + h1, i)

u

h1
+ V (z + h, y, i)

µ+(i)

h

+ V (z − h, y, i)
µ−(i)

h
+min(ez, κ)u+ λi(u)V (z, y, j)

)]
. (4.9)
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接着有 (4.7)等价于 Aκ(h1, h, i, z, y, V (z, y, i), V ) = 0. 而且,注意到 V 在 Aκ中的系数是负数,说明 Aκ

是单调的, 也就是, 对所有的 t ∈ R, h, h1 ∈ (0, 1), z ∈ R, y ∈ [0, N ], V 1, V 2 ∈ B(R × [0, n] ×M). 我们

有 Aκ(h1, h, i, z, y, t, V 1) 6 Aκ(h1, h, i, z, y, V 2), 对于任何的 V 1 > V 2.

定义 4.3 我们说逼近算法 Aκ 是一致的, 如果对于任意的 z ∈ R, y ∈ [0, N ], 并且对于任意的检

验函数 V , 其中 V (·, ·, i) ∈ C1,1(R× [0, N ]), i ∈ M, 我们有

Aκ(h1, h, i, ξ, ζ, V (ξ, ζ, i) + ε, V + ε)

h
→ H̃κ(z, y, i, V ,DzV ,DyV ),

当 ξ → z, ζ → y, h ↓ 0, ε→ 0, h1 ↓ 0.

引理 4.4 逼近算法 Aκ 是一致的.

证明 令 V (·, ·, i) ∈ C1,1(R× [0, N ]), 其中 i ∈ M, 我们有

Aκ(h1, h, i, ξ, ζ, V (ξ, ζ, i), V )

h

=

[(
ρ+

|µ(i)|
h

+
u

h1
+ λi(u)

)
V (ξ, ζ, i)−

(
V (ξ, ζ + h1, i)

u

h1
+ V (ξ + h, ζ, i)

µ+(i)

h

+ V (ξ − h, ζ, i)
µ−(i)

h
+min(ez, κ)u+ λi(u)V (ξ, ζ, i)

)]
.

让 ξ → z, ζ → y, h ↓ 0, ε→ 0 且 h1 ↓ 0, 可得

Aκ(h1, h, i, ξ, ζ, V (ξ, ζ, i) + ε, V + ε)

h
→ H̃κ(z, y, i, V ,DzV ,DyV ).

引理证毕.

已知 Aκ(h1, h, i, z, y, V (z, y, i), V ) = 0 等价于方程

V (z, y, i) = max
u∈Γ

[
1

ρ+ |µ(i)|
h + u

h1
+ λi(u)

(
V (z, y + h1, i)

u

h1
+ V (z + h, y, i)

µ+(i)

h

+ V (z − h, y, i)
µ−(i)

h
+min(ez, κ)u+ λi(u)V (x, y, j)

)]
, (4.10)

其中

µ+(i) = max(µ(i), 0), µ−(i) = max(−µ(i), 0).

我们定义一个算子 Oh,h1 ∈ B(R× [0, N ]×M) 如下:

Oh,h1V (z, y, i) = max
u∈Γ

[
1

ρ+ |µ(i)|
h + u

h1
+ λi(u)

(
V (z, y + h1, i)

u

h1
+ V (z + h, y, i)

µ+(i)

h

+V (z − h, y, i)
µ−(i)

h
+min(ez, κ)u+ λi(u)V (x, y, j)

)]
− V (z, y, i) = 0.

引理 4.5 对于任意的 k 和 h, Oh,h1 是一个压缩映射.

证明 为了证明 Oh,h1 是压缩映射, 我们需要证明, 存在 0 < β < 1 使得

∥Oh,h1f −Oh,h1g∥ < β∥f − g∥

对于所有的 f, g ∈ B(R× [0, N ]), 其中 ∥·∥ 是上确界范数. 我们定义 ch,h1 如下:

ch,h1 = ρ+
|µ(i)|
h

+
u

h1
+ λi(u).
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注意到对于任意的 φ,ψ ∈ B(R× [0, N ]),

Oh,h1φ(z, y, i)−Oh,h1ψ(z, y, i) = max
u∈Γ

[
1

ch,h1(u)

(
φ(z, y + h1, i)

u

h1
+ φ(z + h1, y, i)

µ+(i)

h

+ φ(z − h, y, i)
µ−(i)

h
+min(ez, κ)u+ λi(u)φ(z, y, i)

)]
−max

u∈Γ

[
1

ch,h1(u)

(
ψ(z, y + h1, i)

u

h1
+ ψ(z + h1, y, i)

µ+(i)

h

+ ψ(z − h, y, i)
µ−(i)

h
+min(ez, κ)u+ λi(u)ψ(z, y, i)

)]
.

这说明, 对所有的 z, y 和 i, 我们有

|Oh,h1φ(z, y, i)−Oh,h1ψ(z, y, i)| 6 max
u∈Γ

[ u
h1

+ |µ(i)|
h + λi(u)

ch,h1(u)

]
∥φ− ψ∥.

其中
u
h1

+ |µ(i)|
h + λi(u)

ch,h1(u)
=

u
h1

+ |µ(i)|
h + λi(u)

u
h1

+ |µ(i)|
h + λi(u) + ρ

< 1.

因为 u 的取值范围在 [0, 1],

max
u∈Γ

u
h1

+ |µ(i)|
h + λi(u)

ch,h1(u)
< 1.

因此,

∥Oh,h1φ−Oh,h1ψ∥ < βh,h1∥φ− ψ∥,

其中

β = βh,h1 = max
u∈Γ

u
h1

+ |µ(i)|
h + λi(u)

ch,h1(u)
=
ch.h1(u)− ρ

ch,h1(u)
< 1.

证毕.

定义 4.6 我们说逼近算法 Aκ 是稳定的, 如果对于每个 h, h1 ∈ (0, 1), 存在一个有界的解 V h,h1

∈ B(R× [0, N ]×M), 使得方程

Aκ(h1, h, i, z, y, V (z, y), V ) = 0 (4.11)

对于独立的 h1 和 h 成立.

注 4.7 我们由 Banach 不动点定理, 严格的压缩映射 Oh,h1 有唯一的不动点, 我们用 V
κ

h,h1
表

示. 给定任意的函数 V 0 ∈ B(R× [0, N ]×M), 我们构造下列的序列, V n+1 = Oh,h1V n, 对于 n > 0. 容

易看到

lim
n→∞

V n = V
κ

h,h1
.

而且, 我们还注意到

V n+1(z, y, i) = max
u∈Γ

[
1

ch,h1(u)

(
V n(z, y + h1, i)

u

h1
+ V n(z + h1, y, i)

µ+(i)

h

+ V n(z − h, y, i)
µ−(i)

h
+min(ez, κ)u+ λi(u)V n(z, y, i)

)]
6 βh,h1∥V n∥+

1

ch,h1(1)
κ, (4.12)
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此外, 我们还有

βh,h1 = max
u∈Γ

u
h1

+ |µ(i)|
h + λi(u)

ch,h1(u)
=

u
h1

+ |µ(i)|
h + λi(u)

u
h1

+ |µ(i)|
h + λi(u) + ρ

6 ch,h1(1)− ρ

ch,h1(1)
< 1.

因为 ch,h1(u) 是一个关于 u 的仿射函数, 且 Γ = [0, 1], 这说明,

V n+1 6
(
ch,h1 − ρ

ch,h1(1)

)
∥V n∥+

1

ch,h1

κ. (4.13)

从 (4.13), 我们推导出

V n+1 6
(
ch,h1

− ρ

ch,h1(1)

)n+1

∥V 0∥+
1

ch,h1

κ
n∑

i=0

(
ch,h1

− ρ

ch,h1(1)

)i

.

令 n→ ∞, 我们得到

∥V κ

h,h1
∥ 6 κ

ch,h1

1

1− ch,h1
(1)−ρ

ch,h1
(1)

=
κ

ρ
.

这证明逼近算法 Aκ 是稳定的.

定理 4.1 的证明 定义:

V
∗
κ(x, y, i) = lim sup

ξ→x,ζ→y,h↓0,h1↓0
V

κ

h,h1
(ξ, ζ, i),

V ∗κ(x, y, i) = lim inf
ξ→x,ζ→y,h↓0,h1↓0

V
κ

h,h1
(ξ, ζ, i).

(4.14)

我们认为 V
∗
κ 和 V ∗κ 分别是方程 (4.6) 的黏性下解和黏性上解. 为了证明这个结论, 我们只考虑 V

∗
κ.

关于 V ∗κ 的证明是相似的. 对于每个 i ∈ M, 我们需证明

H̃κ(x0, y0, i, V
∗
κ(x0, y0, i), DxΨ(x0, y0), DyΨ(x0, y0)) 6 0,

对于任意的检验函数 Ψ ∈ C1,1(R × [0, N ]) 成立, 并且使得 (x0, y0) 是 V
∗
κ(x, y, i) − Ψ(x, y) 严格的局

部最大值. 不失一般性, 我们假设 V
∗
κ(x0, y0, i) = Ψ(x0, y0). 由于逼近算法的稳定性, 我们可以假设

Ψ 6 2 suph1,h∥V
κ

h,h1
∥ 在球 B((x0, y0), r) 之外成立, 其中 r > 0, 使得

V
∗
κ(x, y, i)−Ψ(x, y) 6 0 = V

∗
κ(x0, y0, i)−Ψ(x0, y0)

在 B((x0, y0), r) 内成立. 由此, 存在序列 h1,n > 0, hn > 0 和 (ξn, ζn) ∈ R× [0, N ] 使得当 n→ ∞ 时,

h1,n → 0, hn → 0, ξn → x0, ζn → y0, V
κ

h1,n,hn
(ξn, ζn, i) → V

∗
κ(x0, y0, i), (4.15)

其中 (ξn, ζn) 是 V
κ

hn,h1,n
−Ψ 的全局最大值. 记 εn = V

κ

h1,n,hn
−Ψ(ξn, ζn). 我们注意到 εn → 0 和

V
κ

hn,h1,n
(x, y, i) 6 Ψ(x, y) + εn, 对于所有的 (x, y) ∈ R× [0, N ] 成立. (4.16)

由此可得

Aκ(h1,n, hn, i, ξn, ζn, V
κ

h1,n,hn
(ξn, ζn, i), V

κ

h1,n,hn
) = 0.

由 Aκ 的单调性和 (4.16) 可得

Aκ(h1,n, hn, i, ξn, ζn,Ψ(ξn, ζn) + εn,Ψ+ εn
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6 Aκ(h1,n, hn, i, ξn, ζn, V
κ

h1,n,hn
(ξn, ζn, i), V

κ

h1,n,hn
) = 0. (4.17)

易知,

lim
n

Aκ(h1,n, hn, i, ξn, ζn,Ψ(ξn, ζn) + εn,Ψ+ εn)

hn
6 0,

所以,

H̃κ(x0, y0, i, V
∗
κ(x0, y0, i), DxΨ(x0, y0), DyΨ(x0, y0))

= lim
ξn→x0,ζn→y0,h1,n↓0,hn↓0,ε→0

Aκ(h1,n, hn, i, ξn, ζn,Ψ(ξn, ζn) + ε,Ψ+ ε)

hn
6 0. (4.18)

这就证明了 V
∗
κ 是一个黏性下解. 类似地, 我们可以证明 V ∗κ 是一个黏度上解. 因此, 由黏度解的唯

一性, 我们可得 V κ = V
∗
κ = V ∗κ. 因此, 我们可以得到结论: 序列 {V κ

h,h1
}h,h1 局部一致收敛于 V κ. 根

据注 4.2, 我们有 limκ→∞ V κ(log x, y, i) = V (x, y, i).

5 数值实验结果

本节通过使用上一节中定义的数值方法, 开始进行拟合和数值实验. 我们报告值函数和相应的最

优控制区域的拟合结果.

例 5.1 假设连续时间 Markov 链有两个状态, 其状态空间是 M = {1, 2}. 状态 1 表示牛市, 相

反, 状态 2 表示熊市. 我们取 µ(1) = 0.3, µ(2) = −0.1, ρ = 0.05, N = 35 (股份). 假设 Markov 链的生

成元如下:  −(4u+ 1) (4u+ 1)

−u+ 10 u− 10

 . (5.1)

在这个例子中, 我们取 g0(x)为 h(x) = min(x, 6)和足够小的 η0 的卷积.在下面的图像中, 一条曲

线划分了每个 x和 y 区域成两部分. 左边表示不进行股票出售的区域 (u = 0),而右边的部分表示将股

票全部卖出的区域 (u = 1), 我们有 µ(1) > µ(2). 因此, 当 α = 1, 预期的回报比较高而且相应的控制 u

在图 1(a) 比图 1(b) 要小. 因为有高的回报率, 人们可以持有股份等待股票的价格更高一些. 图 2(a)

和 2(b) 分别表示在状态 1 和 2 中的值函数的图像.
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图 1 控制对应于例 5.1. (a) u 对应于 Markov 状态 1; (b) u 对应于 Markov 状态 2
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图 2 值函数对应于例 5.1. (a) u 对应于 Markov 状态 1; (b) u 对应于 Markov 状态 2

例 5.2 同样假设连续时间 Markov链有两个状态, 其状态空间是M = {1, 2}. 状态 1 表示牛市,

相反, 状态 2 表示熊市. 我们改变相应参数的值, 令 µ(1) = 3, µ(2) = −3, ρ = 0.5, N = 35 (股份). 改

变后的 Markov 链的生成元如下:  −(100u+ 50) (100u+ 50)

−100u+ 150 100u− 150

 . (5.2)

在这个例子中, 我们同样取 g0(x) 为 h(x) = min(x, 6) 和足够小的 η0 的卷积. 所得的结论如下面

的图像: 一条曲线将 xy 区域分成两部分. 左边表示不进行股票出售的区域 (u = 0), 而右边的部分表

示将股票全部卖出的区域 (u = 1), 我们有

µ(1) > µ(2).

因此, 当 α = 1, 预期的回报比较高而且相应的控制 u 在图 3(a) 比图 3(b) 要小. 因为有高的回报率,

人们可以持有股份等待股票的价格再高一些. 图 4(a) 和 4(a) 分别表示在状态 1 和 2 中的值函数的图

像. 进而, 我们得到了类似的结论. 我们发现, 最优控制的阈值曲线几乎是垂直于 x 轴的. 我们以为这

与该例中特有的 Markov 链生成元有关. 为此, 我们保持其他参数不变, 仅改变贴现率 ρ 的值, 又进行

了几组实验, 也得到了类似图 3 和 4 的结论. 从中, 我们得出结论, 在这种生成元的条件下, 最优控制

的阈值曲线确实是垂直的.
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图 3 控制对应于例 5.2. (a) u 对应于 Markov 状态 1; (b) u 对应于 Markov 状态 2
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图 4 值函数对应于例 5.2. (a) u 对应于 Markov 状态 1; (b) u 对应于 Markov 状态 2
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Liquidation of a large block stock under a Markov chain model

ZHANG CaoJin, YIN Geroge & ZHANG Qing

Abstract This work develops an optimal liquidation rule for stock trading. There are several distinct features

compared to the existing literature. First, in lieu of a Brownian motion based model, a formulation using a

continuous-time Markov chain is proposed. Second, in this work, we focus on finding the liquidation strategies

for a large block stock. We solve the problem using a dynamic programming approach leading to the associate

HJB equations with state constraints. We design a numerical method because a closed-form solution is difficult

to obtain. Finally, Two example are provided for demonstration purpose.
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