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摘要 优化算法的收敛性分析是优化中很重要的一个领域, 然而收敛性并不足以作为比较不同算法

效率的标准, 因此需要另外一套衡量优化问题难易程度以及优化算法效率高低的理论, 这套理论被称

为优化算法的复杂度分析理论. 本文共分为 5 个部分. 第 1 节介绍复杂度分析的背景和理论框架, 给

出复杂度分析的定义、方法和例子, 并总结本文中的复杂度结论. 第 2 节介绍光滑优化问题的复杂度

分析, 给出不同优化问题的复杂度上界和下界, 并给出加速梯度法收敛性分析的框架. 第 3 节介绍非

光滑优化问题的复杂度上界,介绍次梯度法、重心法、椭球法和近似点梯度法的复杂度分析.第 4节介

绍条件梯度法的复杂度分析,介绍条件梯度法的复杂度上界和下界,以及加速条件梯度法的框架. 第 5

节介绍随机优化算法的复杂度分析, 比较随机优化算法在凸和非凸问题下收敛的置信水平和复杂度.
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1 复杂度分析的理论基础

1.1 引言

优化算法的复杂度分析一直以来是我们理解优化算法和设计新的优化算法的工具. 考虑通常形式

下的优化问题, 记作 P:

f∗ = min
x∈X

f(x). (1.1)

根据约束集合 X 类型和目标函数 f(x) 类型对上述优化问题进行分类:
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• 约束/无约束优化问题: X ⊂ Rn/X ≡ Rn;

• 光滑/非光滑优化问题: f(x) 在 X 上可/不可导;

• 凸/强凸/非凸优化问题: f(x) 是凸/强凸/非凸函数;

• 随机优化问题: f(x) = Eξ[F (x, ξ)], 其中 ξ 是一个随机变量, Eξ[F (x, ξ)] 表示 F (x, ξ) 的期望.

为了分析优化算法在求解问题 (1.1) 时的效率, 我们将引入优化算法的复杂度分析的概念.

将 (1.1) 的最优解和最优值分别记为 x∗ 和 f∗. 我们知道一旦给定 f(x) 和约束集合 X 的具体形

式, 我们可以找到不同的数值算法, 记作 S, 来求得 x∗ 和 f∗ 给定误差 ϵ 的近似值. 为了寻找更好的求

解算法, 我们需要衡量不同算法 S 的效率. 而复杂度分析理论就提供了一套衡量算法效率的框架.

当 (1.1) 中 f(x) 和 X 具体形式给定时, 我们将 (1.1) 称为问题 P. 把具备某种共同性质的问题 P
集合称为问题集合 F . 定义问题 P 的解算法集合 M := M(P, ϵ) (solution methods set), 其中包含所

有可以求解 P 到某一给定误差精度 ϵ 的解算法 (solution method), 记作 S := S(P, ϵ) ∈ M. 一个自然

的问题是, 在 P 的解算法集合M 中是否存在效率最好的解算法 S?
当然,我们还没有正式给出衡量算法效率的度量. 由于无法完全穷尽M的集合,即使我们设定了

算法效率的度量, 也很难找到效率最好的算法. 事实上, 考虑这样一个求解问题 P 的解算法 S0. 当调

用 S0 时, 它只执行一个操作: 返回 x∗ = 0. 对于最优解不是 x∗ = 0 的某些问题 P, S0 不是它的解算

法, 但是当 P 的最优解刚好是 x∗ = 0 时, 对于该问题 P 来说, S0 在其解算法集合M 中的效率是无

法超越的. 然而 S0 这样的解算法并不是我们寻找的效率最好的解算法.

因此, 我们无法寻找求解某一特定问题 P 时效率最高的解算法, 但是我们可以寻找求解某一类

问题集合 F ∋ P 时效率最好的解算法. 事实上, 设计数值优化算法的目的都是想用它求解某一类具

有相同特征的问题. 因此, 我们需要定义解算法 S 在一类问题集合 F 上的表现来衡量一个解算法的
效率.

本节介绍优化算法复杂度分析的理论基础. 复杂度分析的理论分为三个部分, 第一部分是对所要

求解的优化问题进行分类, 建立问题模型; 第二部分是对求解优化问题的数值算法进行抽象, 建立算

法模型; 第三部分是定义算法模型在问题模型上的度量, 即复杂度. 本节先分别介绍复杂度分析的三

个部分, 最后用两个具体的例子介绍复杂度分析的分析方法.

1.2 复杂度分析的问题模型

复杂度分析的问题模型分为三个部分: 全局信息、局部信息和解的精度. 问题模型是对问题集合

F 更精确的描述, 也是对所要求解的优化任务更具体的要求.

当考察数值解算法 S 在优化问题集合 F 上的表现时, 假设算法 S 无法获得所要求解的具体问题
P (P ∈ F)的全部信息,只能获取 P 在 F 中的共有特征信息,例如,问题集合 F 中的目标函数是否光
滑, 可微, 其约束集合的类型是否有界等. 我们将 F 中所具有的共有特征信息记为 Σ, 表示问题集合

F 的全局信息.

为了认识和求解 F 中的某一具体问题 P, S 需要逐步去收集有关 P 的局部信息, 获得 P 的局部
几何结构, 然后根据收集的历史局部信息给出寻找最优解的策略. 我们将解算法 S 收集局部信息数据
的过程称记作子程序 (oracle) O. 子程序 O 是一个单元, 算法 S 可以连续调用它来获得一系列有关 P
的局部信息. 一个具体的子程序例子是梯度法中求解函数导数的过程, 导数反应了目标函数的局部几

何信息, 梯度法的执行过程需要连续地调用有关求解目标函数导数的子程序.

为了衡量算法的效率, 我们需要事先给出数值算法解的精度的信息, 记作 Tϵ. 不同的问题集合 F

1272



中国科学 : 数学 第 50 卷 第 9 期

接受不同类型解的精度的度量方式. 我们也将解的精度信息固定到问题集合 F 里面, 作为算法求解

F 时可调用的信息.

因此, 我们扩充问题集合 F 得到复杂度分析理论中的问题模型 F :

F ≡ (Σ,O, Tϵ). (1.2)

在解算法 S 求解问题集合 F 中的优化问题时, 它只能连续调用有关 F 的三部分信息: 全局信息 Σ、

局部信息 O 和解的精度 Tϵ, 并利用这些信息来获得最优解的近似值. 下面对问题模型的三部分信息

做更细致的描述.

1.2.1 全局信息 ΣΣΣ

全局信息由 F 中问题的目标函数信息和约束集合信息组成. 对于目标函数信息,我们主要研究求

解下列函数空间中的问题时的算法复杂度:

• f(x) 是凸函数、强凸函数和非凸函数的情形, f(x) 是光滑函数和非光滑函数的情形.

• f(x) 是复合函数

f(x) = g(x) + h(x). (1.3)

在机器学习问题中 g(x) 光滑, 正则项 h(x) 可能光滑也可能不光滑.

• f(x) 是随机优化问题,

min
x∈X

{f(x) := E[F (x, ξ)]}, (1.4)

其中 ξ 是随机变量.

更具体地, 我们可以将凸函数空间做划分.

定义 1.1 (凸函数子集) 设 X ⊂ Rn 是闭凸集合, f : X → R 是凸函数, X∗ 是 (1.1) 最优解的集

合, x∗ 是 X 在最优解集合 X∗ 上的投影. 定义如下 f 的凸函数子集:

(1) C(X) = C0(X) 是所有连续函数的集合.

(2) CL(X) = C0,0
L (X): 若 f(x) ∈ CL(X), 则 f(x) 具有 Lipschitz 连续性:

|f(x)− f(y)| 6 L∥x− y∥, ∀x, y ∈ X. (1.5)

(3) C1,1
L (X): 若 f(x) ∈ C1,1

L (X), 则 f(x) 一阶可导且导数具有 Lipschitz 连续性:

|∇f(x)−∇f(y)| 6 L∥x− y∥, ∀x, y ∈ X. (1.6)

(4) C1,α
L (X): 若 f(x) ∈ C1,α

L (X), 则 f(x) 一阶可导且导数具有 Hölder 连续性, 其中 α ∈ (0, 1],

|∇f(x)−∇f(y)| 6 L∥x− y∥α, ∀x, y ∈ X. (1.7)

(5) F0,1
L,µ(X) 是 CL(X) 中所有强凸函数组成的集合. 若 f(x) ∈ F0,1

L,µ(X), 则

f(y) > f(x) + ⟨∂f(x), y − x⟩+ µ

2
∥y − x∥2, ∀x, y ∈ X. (1.8)

(6) F1,1
L,µ(X) 是 C1,1

L (X) 中所有强凸函数组成的集合. 若 f(x) ∈ F1,1
L,µ(X), 则

f(y) > f(x) + ⟨∂f(x), y − x⟩+ µ

2
∥y − x∥2, ∀x, y ∈ X. (1.9)
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(7) W1,1
L,µ(X) 是 C1,1

L (X) 中所有弱强凸函数组成的集合. 若 f(x) ∈ W1,1
L,µ(X), 则

f∗ > f(x) + ⟨∇f(x), x∗ − x⟩+ µ

2
∥x− x∗∥2. (1.10)

(8) S1,1
L,µ(X): 若 f(x) ∈ S1,1

L,µ(X), 则 f(x) ∈ C1,1
L (X) 且具有二阶增长性:

f(x)− f∗ > µ

2
∥x− x∗∥2. (1.11)

对于弱强凸函数集合W1,1
L,µ(X)和具有二阶增长性的函数集合 S1,1

L,µ(X),我们会在后面介绍其具体

定义. 若记 F1,1
L (X) 表示 C1,1

L (X) 与凸函数集合的交集, 文献 [1] 给出了凸函数集合之间的包含关系.

定理 1.1 F1,1
L,µ(X) ⊂ W1,1

L,µ(X) ⊂ S1,1
L,µ(X) ⊂ F1,1

L (X).

对于约束集合信息, 我们可以假定 X 是凸集且是闭的, 可以在 X 上做投影, 用投影梯度法 (pro-

jected gradient method)求解 (1.1). 另一种情形下,当X = {x ∈ Rn :
∑n

i=1 xn = 1, xi > 0, i = 1, . . . , n}
是单纯形状或凸多面体时, 我们可以使用条件梯度法 (conditional gradient method) 求解 (1.1).

1.2.2 局部信息 OOO

在复杂度分析中, 算法通过子程序来获得所求问题的局部信息. 不同的算法需要获得不同的局部

信息. 例如, 对于梯度法, 任意给定输入 x0 ∈ X, 子程序返回函数值信息 f(x0) 和梯度信息 ∇f(x0); 对

于次梯度法, 则需要返回次梯度信息 ∂f(x0); 对于 Newton 法, 需要返回二阶导数信息 ∇2f(x0).

这些子程序都是事先给定的, 复杂度分析理论并不衡量这些子程序的求解复杂度. 假设这些子程

序 O 具有局部性和黑盒性.

(1)子程序 O 是唯一局部信息来源: 数值算法唯一可获得的有关目标优化问题的局部信息来源于

子程序;

(2)子程序 O 具有局部稳定性: 调用子程序时,对测试点 x做微小扰动,返回的局部信息 O(x)变

化不大,

其中第二条是对算法进行收敛性分析的关键假设. 例如, 在分析梯度法的收敛性时, 由于 O(x) = f(x)

或 O(x) = ∇f(x), 我们需要假设存在某一常数 L 使得

∥O(x)−O(y)∥ 6 L∥x− y∥, (1.12)

也就是假设目标函数具有 Lipschitz 连续性, 或者目标函数的导数具有 Lipschitz 连续性. 对于没有这

样性质的优化问题的目标函数, 数值算法有可能很难收敛, 或者收敛性质很差.

对于不同的算法, 我们总能抽象出该算法所需要的子程序, 大致分为如下类别:

• ZO (zero order oracle) : 适用于无导数优化算法, 对于任意给定的 x0 返回函数值 f(x0).

• FO (first order oracle): 适用于梯度法, 返回函数在 x0 处的函数值和一阶导数信息, f(x0),

∇f(x0) 或 ∂f(x0).

• 2ndO (second order oracle): 适用于 Newton法,返回函数在 x0 处的函数值、一和二阶导数信息

f(x0)、∇f(x0) 和 ∇2f(x0).

• SFO (stochastic first order oracle): 适用于随机梯度法, 返回 x0 在 F (x, ξ) 的函数值和一阶随

机梯度信息 F (x0, ξ0) 和 G(xi, ξ0).

• PO (projection/prox-operator oracle): 适用于投影梯度法, 返回 x0 在 X 上的投影

y ∈ argmin
x∈X

∥x0 − x∥2. (1.13)
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对于求解复合函数 f(x) = g(x) + h(x) 的邻近点梯度法, 返回 x0 的邻近点投影

y ∈ argmin
x

{
h(x) + g(x0) + ⟨∇g(x0), x− x0⟩+

L

2
∥x0 − x∥2

}
. (1.14)

• LO (linear optimization oracle): 适用于条件梯度法, 当 X 是多面体时, 对给定 x0 返回 y, 其中

y 是线性规划的解:

y ∈ argmin
x∈X

⟨x0, x⟩.

• SO (separation oracle): 适用于椭球法, 对于有界闭约束集合 X ⊂ Rn, 给定点 c0 ∈ Rn, 如果

c0 ∈ X, 则返回真, 否则返回一个向量 w, 在 c0 处形成一个分割超平面:

wT(x− c0) 6 0, ∀x ∈ X. (1.15)

上述子程序的任意组合可以形成不同算法所需要的子程序. 例如, FO + SO 组成椭球法和重心
法每一步所需要调用的子程序; FO + PO 组成投影梯度法所需的子程序; FO + LO、SFO + PO 和
SFO + LO 分别组成条件梯度法、随机梯度法和随机条件梯度法所需要调用的子程序.

1.2.3 解的精度 TϵTϵTϵ

对于每个求解 (1.1) 的算法, 我们都会要求其求解精度. 对于不同的问题, 我们会使用不同解的精

度来衡量算法的复杂度. 大致分为以下两类.

•确定性的优化问题,当目标函数 f(x)是凸函数时, 所求局部最优解也是全局最优解, 所以,算法

第 k 步输出 xk 满足如下条件之一时停止算法:

f(xk)− f∗ 6 ϵ,
f(xk)− f∗

f(xk)
6 δ, ∥∇f(xk)∥ 6 ϵ, ∥xk − x∗∥ 6 ϵ. (1.16)

当目标函数 f(x) 是非凸函数时, 局部最优解不一定是全局最优解, 因此, 对于某一局部极小值 f∗, 会

出现 f(xk)− f∗ 6 0 的情形, 因此不采用目标函数的误差来衡量解的精度, 而是采用 (1.16) 后两个条

件, 解梯度的范数或解与最优解误差来作为停止条件.

• 随机优化问题,由于随机优化算法的解是一个随机变量, 我们不光需要衡量解的精度,还需要衡

量解的置信度. 采取两种衡量解的条件, 其中一个是 ϵ 解:

E[f(xk)− f∗] 6 ϵ 或 E[∥∇f(xR)∥2] 6 ϵ. (1.17)

ϵ 解衡量的是算法多次运行求得解的期望收敛效率. 另一个 (ϵ, δ) 衡量的是算法一次运行求得的解精

度达到 ϵ 的置信率:

Prob{f(xk)− f∗ > ϵ} 6 δ 或 Prob{∥∇f(xR)∥2 > ϵ} 6 δ. (1.18)

1.3 复杂度分析的算法模型

为了求解问题 P ∈ F , 我们可以采用迭代过程, 即迭代调用子程序的策略. 我们对梯度法和随机

梯度法等迭代的优化算法的步骤进行抽象, 得到迭代算法框架, 以此来衡量优化算法在执行过程中的

复杂度. 首先, 给出确定优化问题的抽象迭代算法的框架 (算法 1.1).
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算法 1.1 抽象迭代算法 S 的框架 (确定优化问题)

输入: 给定精度 ϵ > 0 和初始点 x0 ∈ X, 以及初始信息集合 I−1 = ∅.
对于 k = 0, 1, . . . 执行迭代,

1. 在 xk 处调用子程序 O, 获得目标函数 f(x) 和约束集合 X 在 xk 处的局部信息 O(xk);

2. 更新收集的信息集合 Ik = Ik−1 ∪ (xk,O(xk));

3. 应用算法 S 规则处理信息集合 Ik 得到新的迭代点 xk+1;

4. 验证是否满足停止条件 Tϵ, 如果满足, 输出 xk, 否则 k := k + 1 转步 1.

输出: x̄ = S(x0).

对于随机优化问题,需要对上述算法 1.1做一些更改.在执行上述算法框架的第 1步时,需首先根

据 ξ 的分布随机抽样出 ξk (如果分布未知, 则采用 Monte Carlo 方法抽样), 然后调用子程序 SFO 得
到局部信息 SFO(xk, ξk). 然后执行第 2 步, 更新信息集合 Ik = Ik−1 ∪ (xk, ξk,SFO(xk, ξk)). 后面的

算法步与确定优化问题相同.

有了抽象迭代算法的框架,我们可以定义解算法 S 和解算法集合M. 对于无约束的梯度法,迭代

过程为

xk+1 = xk − γk∇f(xk). (1.19)

可以看到 xk+1 是 xk 和 ∇f(xk) 的函数, 即

xk+1 = Fk(xk,∇f(xk)). (1.20)

我们将 Fk 称为迭代规则函数. 实际上, 在抽象迭代算法 1.1 中,

xk+1 = Fk(x0, . . . , xk,∇f(x0), . . . ,∇f(xk), f(x0), . . . , f(xk)). (1.21)

每一个具体的解算法 S 都对应着一组迭代规则函数 F = (F1, F2, . . .). 我们将不同 F 的集合对应的解

算法 S 的集合记作解算法集合M. 例如,

xk+1 = x0 + span{∇f(x0),∇f(x1), . . . ,∇f(xk)} (1.22)

就对应一个解算法集合M.

1.3.1 复杂度分析的度量

有了问题模型和算法模型, 我们就可以定义算法 S 在问题 P 上的效率. 对于算法 1.1, 注意到其

计算主要集中在两个迭代步骤. 一个是步 1, 调用子程序, 另一个是步 3, 更新新的迭代点. 因此, 我们

可以定义两种测度来衡量算法 S 在问题 P 上的计算复杂度.

• 分析复杂度 (analytical complexity): 将问题 P 求解到精度 ϵ 总共所需要调用子程序 O 的次数.

• 算术复杂度 (arithmetical complexity): 将问题 P 求解到精度 ϵ 总共所需要执行的算术操作 (包

括子程序 O 内部的操作和算法本身的操作).

比较上面两种衡量算法效率的复杂度概念, 我们发现算术复杂度更能实际体现算法的效率. 但当

我们用特定算法 S 求解某一具体问题 P ∈ F 时, 如果可以知道子程序 O 的复杂度, 则我们可以很容

易地从分析复杂度推出算术复杂度. 因此, 本文主要研究算法 S 在问题集合 F 上的分析复杂度.

至此,我们给了问题集合 F、具体问题 P (P ∈ F)、解算法集M := M(P, ϵ)和解算法 S := S(P, ϵ)

(S ∈ M) 4 个概念的定义. 记解算法 S 求解 P 的分析复杂度为 NS(P, ϵ). 我们定义问题集合 F 的复
杂度上界和下界如下.
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• F 的复杂度上界: 对 F 某一给定的解算法 S, F 的复杂度上界定义为

ComplS(ϵ) = sup
P∈F

NS(P, ϵ). (1.23)

• F 的复杂度下界: 对 F 某一给定的解算法集M, F 的复杂度上界定义为

Compl(ϵ) = inf
S∈M

ComplS(ϵ) := inf
S∈M

sup
P∈F

NS(P, ϵ). (1.24)

为了求 F 的复杂度上界, 我们需要找到可以求解 F 中所有问题 P 的解算法 S. 而求解 F 的复
杂度下界, 我们需要找到 F 中的一类病态问题, 使得解算法集合M 中的算法的效率都很低.

分析复杂度与优化收敛性分析理论中的收敛率有一定的关系.

• 次线性收敛率 (sublinear rate): f(xk)− f∗ 6 c√
k
, 其中 c 为常数, 令 c√

k
6 ϵ, 得到 k > c2

ϵ2 , 对应

的分析复杂度为 O( 1
ϵ2 ).

• 线性收敛率 (linear rate): ∥xk − x∗∥ 6 c(1 − q)k, 其中 c 为常数, 令 6 c(1 − q)k 6 ϵ, 得到

k > 1
q (ln c+ ln 1

ϵ ), 对应的分析复杂度为 O(ln 1
ϵ ).

• 二阶收敛率 (quadratic rate): ∥xk+1 − x∗∥ 6 c∥xk − x∗∥2, 对应的分析复杂度为 O(ln ln 1
ϵ ).

1.4 复杂度分析的简单例子

复杂度分析的研究可以参见文献 [2–7] 等. 本小节利用文献 [3, 4] 中的两个例子来应用前面的复

杂度分析理论.

例 1.1 (盒约束全局优化问题的复杂度上界和下界) 考虑如下全局优化问题:

min
x∈Bn

f(x), (1.25)

其中约束集合 Bn 是一个 n 维的盒子 Bn = {x ∈ Rn | 0 6 x(i) 6 1, i = 1, . . . , n}, 其中 x(i) 表示 x 第

i 个元素的值. 在 Rn 中, 我们使用 ℓ∞ 范数来作为距离的度量. 假设函数 f(x) 在 Bn 上相对于 ℓ∞ 范

数是 Lipschitz 连续的,

|f(x)− f(y)| 6 L∥x− y∥∞, ∀x, y ∈ Bn. (1.26)

问题模型 1.1 考虑盒约束全局优化问题模型 F = (Σ,O, Tϵ):
• 全局信息 Σ: f(x) 在 Bn 上 ℓ∞-Lipschitz 连续;

• 局部信息 O: ZO 子程序, 对于任意给定的 x0 返回函数值 f(x0);

• 解的精度 Tϵ: 求近似解 x̄ ∈ Bn, 使得 f(x̄)− f∗ 6 ϵ.

对于问题集合 F 中的任意一个具体优化问题 P ∈ F , 考虑求解它的一个简单解算法 S(p) (算

法 1.2).

算法 1.2 无导数全局优化算法 S(p)

输入: 盒约束集合每一维划分数 p, 问题维数 n.

1. 构造包含 (p+ 1)n 个点的测试点列:

x(i1,...,in) =

(
i1

p
,
i2

p
, . . . ,

in

p

)
, (1.27)

其中 (i1, . . . , in) ∈ {0, . . . , p}n;
2. 遍历点列 x(i1,...,in), 寻找使目标函数值 f(x(i1,...,in)) 最小的点, 记为 x̄.

输出: (x̄, f(x̄)).
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无导数全局优化算法 S(p) 将 Bn 均匀分成 (p+ 1)n 个网格点, 然后计算每个网格点上的函数值,

最后返回函数值最小的网格点作为 (1.25) 的近似解. 容易看到, S(p) 也属于我们的抽象迭代算法框
架, 它需要迭代 (p + 1)n 次, 全部遍历测试点列才能找到函数值最小的点. 只是它是按顺序更新新的

点, 并未对收集的历史点列信息做任意实际操作. 于是, 我们可以衡量算法 S(p) 的效率.

定理 1.2 记 f∗ 为问题模型 (1.25) 的全局最优解, 利用无导数全局优化算法 1.2 求解 (1.25), 有

f(x̄)− f∗ 6 L

2p
. (1.28)

对于问题模型 (1.25) 中的每一个具体问题 P ∈ F , 算法 S(p) 的分析复杂度满足

NS(p)(P, ϵ) 6
(⌊

L

2ϵ

⌋
+ 2

)n

, (1.29)

其中 ⌊a⌋ 表示 a 的整数部分.

证明 由算法 1.2 不难看出问题模型 (1.25) 的全局最优解 x∗ 要么落在测试点列上, 要么被测试

点列组成的网格包含, 即存在 (i1, . . . , in) ∈ {0, . . . , p}n 使得

x ≡ x(i1,...,in) 6 x∗ 6 x(i1+1,...,in+1) ≡ y, (1.30)

其中 a ≡ (a(1), . . . , a(n)) 6 b ≡ (b(1), . . . , b(n)), a, b ∈ Rn 当且仅当 a(i) 6 b(i) 对任意 i = 1, . . . , n 成立.

注意到 y(i) − x(i) = 1
p 对任意 i = 1, . . . , n 成立, 且

x
(i)
∗ ∈ [x(i), y(i)], i = 1, . . . , n. (1.31)

记 x̂ = (x+ y)/2, 构造点 x̃ 如下:

x̃(i) =

y(i), 如果 x
(i)
∗ > x̂(i),

x(i), 其他.
(1.32)

可以看到 |x̃(i) − x
(i)
∗ | 6 1

2p , i = 1, . . . , n. 因此,

∥x̃− x∗∥∞ = max
16i6n

|x̃(i) − x
(i)
∗ | 6 1

2p
. (1.33)

注意到 x̃ 也属于测试点列, 因此,

f(x̄)− f(x∗) 6 f(x̃)− f(x∗) 6 L∥x̃− x∗∥∞ 6 L

2p
. (1.34)

当 n = 2 时 x、y、x̃、x̂ 和 x∗ 的关系如图 1. 取 p = ⌊ L
2ϵ⌋+ 1, 则 p > L

2ϵ . 由定理 1.2 有

f(x̄)− f∗ 6 L

2p
6 ϵ. (1.35)

注意到我们需要调用 (p+ 1)n 次的函数值, 因此, 算法 S(p) 的分析复杂度满足 (1.29).

可以看出算法 S(p) 的收敛速度与盒约束集合每一维划分点数 p 有关. 也就是与网格的划分密度

有关. 复杂度分析中, 我们更关心算法的分析复杂度, 也就是 S(p) 在得到 ϵ 精度的近似解时, 需要调

用多少次 ZO 子程序. 于是有如下关于 F 复杂度上界的推论.
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图 1 当 n = 2 时, x、y、x̃、x̂ 和 x∗ 示意图

在 (1.29) 两边关于问题集合 F 取极大, 我们可以得到问题集合 F 的复杂度上界的一个估值:

ComplS(p)(ϵ) = max
P∈F

NS(p)(P, ϵ) 6
(⌊

L

2ϵ

⌋
+ 2

)n

. (1.36)

也就是说,存在一个算法 (如 S(p))在解决 F 中每一个具体问题 P 时 (近似解满足 f(x̄)− f∗ 6 ϵ, x̄ ∈
Bn), 所需要调用 ZO 子程序的次数至多不超过 (⌊ L

2ϵ⌋+ 2)n.

关于结论 (1.36),我们会提出一些问题.第一,我们在估计算法 S(p)时太过粗略,是否存在比 (1.36)

更好的界? 第二, 是否存在其他算法, 其效率比 S(p) 要好? 要回答这两个问题, 我们就需要推导问题

集合 F 的复杂度下界.

我们首先需要定义问题集合 F 的解算法集合M.

定理 1.3 令 ϵ < 1
2L, 对于 (1.25) 对应的问题集合 F 来说, 对其中每一个具体问题 P ∈ F , 其解

算法集合M := M(F ,ZO) 中的任意一个算法 S ∈ M 的分析复杂度满足(⌊
L

2ϵ

⌋)n

6 NS(P, ϵ). (1.37)

证明 考虑 ZO 子程序定义的解算法集合 M := M(F ,ZO) 中的任意一个解算法 S. S 通过对
约束集合 Bn 进行采样得到测试点列 {xk}, 然后在每个测试点列上调用 ZO 子程序, 通过处理 (排序)

子程序返回的信息 (函数值信息) 得到最优近似解. M中解算法之间的差异仅在于测试点列的选取方

式, 例如, 算法 1.2 是在 Bn 上采取均匀采样的方式. 我们利用反证法证明定理 1.3.

若存在M中的一个解算法 S0 在求解问题模型 1.1得到 ϵ精度时调用 ZO子程序的次数 N < pn,

令采样的测试点列个数 p = ⌊ L
2ϵ⌋ > 1. 我们只需要证明存在某一目标函数, 使得 S0 在求解该目标函数

时的精度大于等于 ϵ.

由于 S0 在 Bn 上采样的测试点列个数 N < pn, 因此存在某一非测试点 x̂ 和集合

B =

{
x

∣∣∣∣ x̂ 6 x 6 x̂+
1

p
e

}
⊆ Bn,
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使得 B 中不包含任意测试点. 令 x∗ = x̂+ 1
2pe, 在集合 B 上构造函数

fp(x) = min{0, L∥x− x∗∥∞ − ϵ}, 当 x ∈ B. (1.38)

当 x ∈ Bn \ B, 令 fp(x) = 0 时, 注意到 ∥x∗ − x̂∥∞ > ϵ
L , 因此, fp(x̂) = 0 的图像如图 2 所示. 注意到

fp(x) 是 ℓ∞-Lipschitz 连续 (Lipschitz 常数为 L), 全局最优解为 fp(x∗) = −ϵ. 利用 S0 求解 fp(x) 时,

由于在所要测试点列处调用 ZO 子程序都返回 fp(xk) = 0, 因此求得近似最优解为 fp(x̄) = 0, 于是有

fp(x̄)− fp(x∗) > ϵ. (1.39)

因此得到结论: 若测试点列的个数 N < (⌊ L
2ϵ⌋)

n (子程序 ZO 的调用次数), 则对应的解算法求得的精

度不可能比 ϵ 更好, 即问题模型 1.1 的复杂度下界为 (⌊ L
2ϵ⌋)

n.

例 1.2 (一维凸优化问题的复杂度上界和下界) 考虑一维凸优化问题

min
x∈[a,b]

f(x). (1.40)

问题模型 1.2 考虑一维凸优化问题模型 F = (Σ,O, Tϵ):
• 全局信息 Σ: 求优化问题 min{f(x) | x ∈ [a, b]}, f(x) 是凸函数、连续, 且满足 0 6 f(x) 6 V ,

a < b 是任意常数;

• 局部信息 O: FO 子程序, 对于任意给定的 x0 返回函数值 f(x0) 和 x0 处次梯度 ∂f(x0);

• 解的精度 Tϵ: 求近似解 x̄ ∈ [a, b], 使得 f(x̄)− f∗ 6 ϵ.

文献 [4] 给出了问题模型 1.2 的复杂度上下界.

定理 1.4 对于问题模型 1.2 来说, 其复杂度满足⌈
1

5
log2

(
V

ϵ

)⌉
6 N(ϵ) 6

⌊
log2

(
V

ϵ

)⌋
. (1.41)

证明 复杂度上界: 为了求得问题模型 1.2 的复杂度上界, 我们只需要提出问题模型 1.2 的一个

解算法 S(ϵ), 它求解问题模型 1.2 时的复杂度就是该问题模型的复杂度上界. 我们利用最简单的二分

+

  f
p 
( )  = − ε

图 2 fp(x) 在集合 B 上的示意图
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法来作为解算法,其求解步骤如下: 记目标集合为 Xk = [lk, uk],迭代点为 xk,取 X0 = [a, b],即 l0 = a,

u0 = b, 对 k = 1, . . . , N 执行迭代,

(1) 更新 xk = (lk−1 + uk−1)/2;

(2) 更新 Xk: 在 xk 处调用子程序得到次梯度 f ′(xk), 按图 3 所示三种情形: 若 f ′(xk) < 0, 则

lk = lk−1, uk = xk; 若 f ′(xk) = 0, 则输出 x̄ = xk, 停止迭代; 若 f ′(xk) > 0, 则 lk = xk, uk = uk−1. 最

后输出解 x̄ ∈ {x1, . . . , xN} 满足

f(x̄) = min
16i6N

f(xi). (1.42)

首先可以看到迭代集合 Xk 的长度为 (b− a)/2k. 同时对任意的 x ∈ X \Xk,

f(x) > f(x̄) = min
16i6N

f(xi)

成立. 取 α 满足 2−N < α < 1, 构造约束集合 X = [a, b] 的 α 倍收缩集合,

Xα = (1− α)x∗ + αX ≡ {(1− α)x∗ + αz | z ∈ X}. (1.43)

不难证明 Xα 是 x∗ 处长度为 α(b− a)的线段. 考虑到 α的取值,可以知道 Xα 无法包含在 XN 中,即

存在 y ∈ Xα 使得 y /∈ XN . 设 y = (1− α)x∗ + αz 对某一 z ∈ X 成立. 由 f 的凸性, 有

f(y) 6 (1− α)f(x∗) + αf(z). (1.44)

可以推出

f(y)− f(x∗) 6 α(f(z)− f∗) 6 αV. (1.45)

因此, y 是原问题的一个 αV 精度的近似解. 注意到 y /∈ XN , 因此有 f(x̄) 6 f(y), 即

f(x̄)− f∗ 6 f(y)− f∗ 6 αV. (1.46)

(a) (b) (c)

图 3 二分法示意图
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由于 α 可以无限接近 2−N , 因此取 N = ⌊log2(Vϵ )⌋, 有

f(x̄)− f∗ 6 2−NV 6 2−⌊log2(
V
ϵ )⌋V 6 ϵ. (1.47)

我们证明了问题模型 1.2 的复杂度上界为 ⌊log2(Vϵ )⌋.
复杂度下界: 与证明复杂度上界不同, 复杂度下界的证明需要构造问题模型 1.2 中一个最坏情形

的函数. 不失一般性,令 X = [−1, 1], V = 1,则我们需要证明对任意给定的精度 ϵ ∈ (0, 1),问题集合 1.2

的复杂度都不小于 ⌈
1

5
log2

(
1

ϵ

)⌉
. (1.48)

也就是说, 我们需要证明对于问题模型 1.2 任意的解算法 S(ϵ), 总能构造问题模型 1.2 中的一个函数,

使得 S(ϵ) 在求解该函数时的分析复杂度都不小于 (1.48).

令 N = ⌈ 1
5 log2(

1
ϵ )⌉, 对任意的 0 6 i 6 N 构造函数 fi(x) 满足如下性质.

(1) fi(x) 凸、连续且存在长度为 δi = 21−2i 的子集合 ∆i ⊆ X = [−1, 1] 使得

fi(x) = ai + 2−3i|x− ci|, x ∈ ∆i, (1.49)

其中 ci 是 ∆i 的中点.

(2) 解算法 S(ϵ) 求解 fi(x) 时产生的前 i 个点列 x1, . . . , xi 落在 X \∆i 上. 我们用递推法证明存

在这样的函数序列 fi(x). 当 i = 0 时, 取

f0(x) = |x|, ∆0 = X = [−1, 1], (1.50)

满足性质 (1)和 (2). 假设存在 fi 和 ∆i 满足性质 (1)和 (2), 我们利用 fi 和 ∆i 来构造 fi+1 和 ∆i+1 .

令 x1, . . . , xi+1 表示解算法 S(ϵ) 求解 fi(x) 时产生的前 i+ 1 个点列. 由假设可知搜索点列 x1, . . . , xi

落在 X \∆i 上, 我们根据 xi+1 的位置构造 fi+1, 满足如下性质:

(1) 当 x ∈ X \∆i 时 fi+1(x) = fi(x);

(2) 若 xi+1 落在 ci 右边, 取 ci+1 为 ∆i 左半边中点, 构造如图 4 的函数 fi+1 和 ∆i+1. 其中

ab、bci+1、ci+1d 和 cie 的斜率依次为 −2−3i、−2−3(i+1)、2−3(i+1) 和 2−3i;

(3) 若 xi+1 落在 ci 左边, 构造方式与落在右边对称.

我们可以得到满足性质的 fi+1 和 ∆i+1. 注意到 fi 是凸函数,可以知道 ci 是 fi 的全局最优解. 考

虑 fN 和 ∆N , 由于 x1, . . . , xN 都落在 X \∆N 上, 因此, 解算法 S(ϵ) 求解 fN (x) 时产生的解 x̄(S, fN )

(由 x1, . . . , xN 得到) 与最优解 cN 之间的函数值差至少为 2−3N × 2−2N = 2−5N (线段 acN 的垂直高

度). 因此,

fN (x̄(S, fN ))− f∗
K > 2−5N . (1.51)

令 2−5N < ϵ, 得到 N > 1
5 log(

1
ϵ ). 我们得到问题模型 1.2 的算法复杂度下界至少为 (1.48).

1.5 算法复杂度表

我们将文献中研究的优化算法求解确定性优化问题的收敛性和复杂度列在表 1中,其中 gravity代

表重心法, ellipsoid代表椭球法, PGD (projected gradient)代表投影梯度法, AGD (accelerated gradient)

代表加速梯度法, CndG (conditional gradient) 代表条件梯度法, CGS (conditional gradient sliding) 代

表加速条件梯度法. 表中求解的函数都是凸函数, X ⊆ Rn 是闭且凸的满足 B(r) ⊆ X ⊆ B(R). 其中
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b

a

d

e

ci

ci+1

f
i+1

f
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图 4 由 fi 构造 fi+1 示意图

Q = L/µ, L 表示梯度的 Lipschitz 常数, µ 表示强凸函数对应的常数, 表中重心法、椭球法和 AGD 算

法求解 C1,α
L (Rn) 的复杂度结论来自文献 [2, 4–6]. PGD 算法求解 S1,1

L,µ(X) 和 W1,1
L,µ(X) 函数类的复杂

度结论来自文献 [1]. CSG 和 CndG 算法的复杂度结论来自文献 [8–10]. 其余 PGD 和 AGD 算法求解

凸函数类的复杂度结论来自于文献 [3, 4, 11–17].

表 1 确定性优化问题的复杂度分析表

问题集合 F 算法 S 子程序 O 收敛速率 分析复杂度

C0(X) gravity FO + SO exp(− k
n
) n log(B

ϵ
)

C0(X) ellipsoid FO + SO R
r
exp(− k

n2 ) n2 log(BR
rϵ

)

C0,1
L (X) PGD FO + PO LR√

k

L2R2

ϵ2

F0,1
L,µ(X) PGD FO + PO L2

µk
L2

µϵ

C1,1
L (X) PGD FO + PO LR2

k
LR2

ϵ

C1,1
L (X) AGD FO + PO LR2

k2

√
LR√
ϵ

C1,1
L (X) CndG FO + LO LR2

k
LR2

ϵ

C1,1
L (X) CGS FO + LO LR2

k2 FO :
√

LR2/ϵ, LO : LR2

ϵ

S1,1L,µ(X) PGD FO + PO LR2( Q
Q+1

)k log(LR2

ϵ
)/ log(Q+1

Q
)

W1,1
L,µ(X) PGD FO + PO LR2(Q−1

Q+1
)k log(LR2

ϵ
)/ log(Q+1

Q−1
)

F1,1
L,µ(X) PGD FO + PO LR2(Q−1

Q+1
)2k log(LR2

ϵ
)/ log(Q+1

Q−1
)2

F1,1
L,µ(X) AGD FO + PO LR2(

√
Q−1√
Q

)k log(LR2

ϵ
)/ log(

√
Q√

Q−1
)

F1,1
L,µ(X) CndG FO + LO µR/2t Q log(µR

ϵ
)

F1,1
L,µ(X) CGS FO + LO δ0/2t FO :

√
Q log δ0

ϵ
, LO : LR2

ϵ

C1,α
L (Rn) AGD FO 2LR1+α

(1+3α) log k
(LR1+α

ϵ
)(2/1+3α)
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2 光滑优化问题的复杂度分析

2.1 引言

本节给出光滑优化问题的复杂度分析. 考虑优化问题

f∗ = min
x∈X

f(x). (2.1)

本节考虑优化问题 (2.1) 中目标函数 f(x) 是光滑的情形. 首先定义光滑函数的一些子集合, 并列出它

们的一系列性质, 用于收敛性分析. 这些性质的证明可以在文献 [11] 中找到.

定义 2.1 (光滑函数子集合) 设 X 为 Rn 的一个子集, 记 Ck,p
L (X) 为具有如下性质的函数集合:

(1) 任意函数 f ∈ Ck,p
L (X) 在 X 上 k 次连续可微;

(2) 任意函数 f ∈ Ck,p
L (X) 的 p 阶导数在 X 上 Lipschitz 连续 (对于某常数 L),

∥f (p)(x)− f (p)(y)∥ 6 L∥x− y∥, 对任意 x, y ∈ X. (2.2)

记 Fk,p
L (X) 表示函数集合 Ck,p

L (X) 与凸函数集合的交集.

性质 2.1 若 f1 ∈ Ck,p
L1

(X), f2 ∈ Ck,p
L2

, 且 α, β ∈ R1, 则对 L3 = |α|L1 + |β|L2, 有 αf1 + βf2

∈ Ck,p
L3

(X).

性质 2.2 f ∈ C2,1
L (Rn) ⊂ C1,1

L (Rn) 当且仅当对任意 x ∈ Rn, ∥∇2f(x)∥ 6 L.

性质 2.3 令 f ∈ C1,1
L (Rn), 则对任意 x, y ∈ Rn, 有

|f(y)− f(x)− ⟨∇f(x), y − x⟩| 6 L

2
∥y − x∥2. (2.3)

性质 2.4 令 f ∈ C2,2
L (Rn), 则对任意 x, y ∈ Rn, 有

∥∇f(y)−∇f(x)− ⟨∇2f(x), y − x⟩∥ 6 L

2
∥y − x∥2, (2.4)∣∣∣∣f(y)− f(x)− ⟨∇f(x), y − x⟩ − 1

2
⟨∇2f(x)(y − x), y − x⟩

∣∣∣∣ 6 L

6
∥y − x∥3. (2.5)

性质 2.5 令 f ∈ C2,2
L (Rn) 且 ∥y − x∥ = r, 则有

∇2f(x)− LrIn ≼ ∇2f(y) ≼ ∇2f(x) + LrIn. (2.6)

性质 2.6 令 f ∈ F1,1
L (Rn), 则对任意 x, y ∈ Rn, α ∈ [0, 1], 下列不等式成立:

0 6 |f(y)− f(x)− ⟨∇f(x), y − x⟩| 6 L

2
∥y − x∥2, (2.7)

f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩+ 1

2L
∥∇f(x)−∇f(y)∥2 6 f(y), (2.8)

1

L
∥∇f(y)−∇f(x)∥2 6 ⟨∇f(x)−∇f(y), x− y⟩, (2.9)

⟨∇f(x)−∇f(y), x− y⟩ 6 L∥x− y∥2, (2.10)

αf(x) + (1− α)f(y) 6 f(αx+ (1− α)y) +
α(1− α)

2L
∥∇f(x)−∇f(y)∥2, (2.11)

αf(x) + (1− α)f(y) 6 f(αx+ (1− α)y) + α(1− α)
L

2
∥x− y∥2. (2.12)
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2.2 复杂度上界

本小节分析不同算法在不同光滑函数子集合中的收敛性和复杂度,并给出不同光滑函数子集合的

复杂度上界. 考虑 X = Rn 情形的优化问题

min
x∈Rn

f(x).

我们分析梯度算法 (算法 2.1) 在求解上述问题时的复杂度.

算法 2.1 梯度法

输入: x0 ∈ Rn, 步长序列 {hk}.
对 k = 0, 1, . . . 执行迭代,

xk+1 = xk − hk∇f(xk). (2.13)

梯度法的步长 hk 有如下 3 种选择方式:

(1) 固定步长和变步长策略: 取固定步长 hk = h > 0, 取变步长 hk = h√
k+1

;

(2) 精确先搜索步长法: hk = argminh>0 f(xk − h∇f(xk));

(3) Goldenstein-Armijo 准则: 令 xk+1 = xk − hk∇f(xk), 寻找 hk 满足不等式

α⟨∇f(xk), xk − xk+1⟩ 6 f(xk)− f(xk+1), (2.14)

β⟨∇f(xk), xk − xk+1⟩ > f(xk)− f(xk+1), (2.15)

其中 0 < α < β < 1 为固定常数.

下面列出算法 2.1 在求解无约束和约束优化问题时的复杂度结论.

问题模型 2.1 考虑无约束非凸优化问题集合 F = (Σ,O, Tϵ):
• 全局信息 Σ: 目标函数 f ∈ C1,1

L (Rn), 且 f(x) 不一定是凸函数; f(x) 下有界 (存在常数 M 使得

f(x) > M, ∀x ∈ Rn), 约束集合 X ≡ Rn;

• 局部信息 O: FO 子程序, 对于任意给定的 x0 返回函数值 f(x0) 和一阶导数 ∇f(x0);

• 解的精度 Tϵ: 求局部极小值的近似解 x̄ ∈ Rn, 使得 ∥∇f(x̄)∥ 6 ϵ.

定理 2.1 算法 2.1 在求解问题模型 2.1 时, 取 x̄ 满足 ∥∇f(x̄)∥ = min06k6N ∥∇f(xk)∥, 则算法
的收敛速度为

∥∇f(x̄)∥ 6 1√
N + 1

[
L

ω
(f(x0)− f∗)

]1/2
. (2.16)

问题模型 2.1 的分析复杂度上界为

N(ϵ) 6 L(f(x0)− f∗)

ωϵ2
, (2.17)

其中 ω 为常数.

证明 首先, 我们可以估计梯度法迭代一步的下降量. 对于固定步长 hk ≡ h, 在性质 2.3 中取

y = xk+1 = xk − h∇f(xk) 和 x = xk, 有

f(xk+1) 6 f(xk) + ⟨∇f(xk), xk+1 − xk⟩+
L

2
∥xk+1 − xk∥2

= f(xk)− h∥∇f(xk)∥2 +
h2

2
L∥∇f(xk)∥2
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= f(xk)− h

(
1− h

2
L

)
∥∇f(xk)∥2. (2.18)

将 (2.18) 右边关于 h 求极小, 我们可以得到梯度法迭代一步时, 目标函数的最优下降量

min
h>0

{
f(xk)− h

(
1− h

2
L

)
∥∇f(xk)∥2

}
= f(xk)−

1

2L
∥∇f(xk)∥2 (2.19)

当 h∗ = 1
L 时取到最小值. 因此, 取恒定步长 h ≡ 1

L , 则梯度法迭代一步的估计为

f(xk)− f(xk+1) >
1

2L
∥∇f(xk)∥2. (2.20)

同样地, 我们可以取固定步长 hk ≡ 2α
L , α ∈ (0, 1), 则

f(xk)− f(xk+1) >
2

L
α(1− α)∥∇f(xk)∥2. (2.21)

对于精确线搜索步长, 下降量不会比固定步长 hk ≡ 1
L 差, 因此也有下降量不等式 (2.20). 对于

Goldenstein-Armijo 准则, 结合不等式 (2.15) 和 (2.18), 有

β⟨∇f(xk), xk − xk+1⟩ > f(xk)− f(xk+1) > hk

(
1− hk

2
L

)
∥∇f(xk)∥2. (2.22)

由于 β⟨∇f(xk), xk − xk+1⟩ = βhk∥∇f(xk)∥2 > hk(1− hk

2 L)∥∇f(xk)∥2 , 我们得到 hk > 2
L (1− β), 结合

不等式 (2.14) 得到

f(xk)− f(xk+1) > αhk∥(xk)∥2 > 2α(1− β)

L
∥∇f(xk)∥2. (2.23)

综上, 梯度法的 3 种步长选择都有如下下降量估计:

f(xk)− f(xk+1) >
ω

L
∥∇f(xk)∥2. (2.24)

现在可以估计梯度法的复杂度了, 将上述不等式对 k = 0, . . . , N 求和, 得到

ω

L

N∑
k=0

∥∇f(xk)∥2 6 f(x0)− f(xN+1) 6 f(x0)− f∗. (2.25)

由于上式右边是常数, 因此, 当 N → ∞ 时, ∥∇f(xN )∥ → 0. 注意到 ∥∇f(x̄)∥ = min06k6N ∥∇f(xk)∥,
利用不等式 (2.25) 可以得到不等式 (2.16).

注意到梯度法求解该问题模型时, 表现为全局次线性收敛, 分析复杂度上界为 O( L
ϵ2 ).

问题模型 2.2 考虑无约束非凸优化问题集合 F = (Σ,O, Tϵ):
• 全局信息 Σ: 目标函数 f ∈ C2,2

L (Rn), 且 f(x) 不一定是凸函数; f(x) 存在局部极小点 x∗, 且

∇2f(x∗)正定; 存在常数 0 < m 6 M < ∞使得 mIn ≼ ∇2f(x∗) ≼ MIn; 初始点 x0 距离 x∗ 足够近;约

束集合 X ≡ Rn;

• 局部信息 O: FO 子程序, 对于任意给定的 x0 返回函数值 f(x0) 和一阶导数 ∇f(x0);

• 解的精度 Tϵ: 求局部极小值的近似解 x̄ ∈ Rn, 使得 ∥x̄− x∗∥ 6 ϵ.

定理 2.2 假设梯度法的初始点 x0 距离局部极小点 x∗ 足够近, 满足 r0 = ∥x0 − x∗∥ < r̄ = 2m
L ,

且步长取 hk ≡ 2
m+M , 则梯度法求解问题模型 2.2 的收敛速率为

∥xk − x∗∥ 6 r̄r0
r̄ − r0

(
1− 2m

M + 3m

)k

. (2.26)
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复杂度上界为
M + 3m

2m

[
ln

(
r̄r0

r̄ − r0

)
+ ln

1

ϵ

]
. (2.27)

该定理的证明可以在文献 [11] 中找到. 注意到梯度法求解该问题模型时, 表现为局部线性收敛,

且复杂度上界为 O(ln 1
ϵ ).

考虑定义 1.1 中强凸函数集合 F1,1
L,µ(Rn), 若 f ∈ F1,1

L,µ(Rn), 则 f ∈ C1,1
L (Rn) 且 f 是强凸函数, 即

满足

f(y) > f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩+ µ

2
∥x− y∥2. (2.28)

我们可以将强凸函数的条件放松, 得到弱强凸函数和二阶增长函数. 记 X∗ 表示凸函数 f(x) 在

Rn 上最小值对应的点组成的集合. 文献 [1] 给出了弱强凸函数集合 W1,1
L,µ(Rn) 和二阶增长函数集合

S1,1
L,µ(Rn) 的定义, 并分析梯度法在该函数集合上的复杂度上界.

考虑弱强凸函数 W1,1
L,µ(Rn), 若 f ∈ W1,1

L,µ(Rn), 则 f ∈ C1,1
L (Rn) 且对任意 x ∈ Rn 满足

f∗ > f(x) + ⟨∇f(x), x̄− x⟩+ µ

2
∥x− x̄∥2, (2.29)

其中 x̄ = argminy∈X∗ ∥y − x∥, 即 x 在 X∗ 的投影. 可以看到弱强凸函数只是在最优点处满足不等式

(2.28), 因此, F1,1
L,µ(Rn) ⊂ W1,1

L,µ(Rn).

考虑二阶增长函数集合 S1,1
L,µ(Rn), 若 f ∈ S1,1

L,µ(Rn), 则 f ∈ C1,1
L (Rn) 且对任意 x ∈ Rn 满足

f(x)− f∗ > µ

2
∥x− x̄∥2. (2.30)

文献 [1] 证明了包含关系

F1,1
L,µ(R

n) ⊂ W1,1
L,µ(R

n) ⊂ S1,1
L,µ(R

n) ⊂ F1,1
L (Rn). (2.31)

问题模型 2.3 考虑优化问题集合模型 F = (Σ,O, Tϵ):
• 全局信息 Σ: f ∈ F1,1

L (Rn) (或 f ∈ F1,1
L,µ(Rn), 或 f ∈ W1,1

L,µ(Rn), 或 f ∈ S1,1
L,µ(Rn));

• 局部信息 O: FO 子程序 (或 PO 子程序);

• 解的精度 Tϵ: 求全局极小点 x̄ ∈ Rn, 使得 f(x̄)− f∗ 6 ϵ (或 ∥x̄− x∗∥ 6 ϵ).

由文献 [1, 11] 可以得到强凸函数集合、弱强凸函数集合和二阶增长函数集合的复杂度上界. 定

理 2.3–2.5 给出了这 3 类集合的复杂度分析结论, 其证明可以在文献 [1, 11] 中找到.

定理 2.3 若 f ∈ F1,1
L (Rn), 令步长取 hk ≡ h = 2

L , 则梯度法求解问题模型 2.3 的收敛速率为

f(xk)− f∗ 6 2L∥x0 − x∗∥2

k + 4
. (2.32)

记 D0 = ∥x0 − x∗∥, 则复杂度上界为

O
(
LD0

ϵ

)
. (2.33)

注意到梯度法求解该问题模型时, 表现为全局次线性收敛, 且复杂度上界为 O( 1ϵ ). 令 Q = L/µ.

定理 2.4 若 f ∈ F1,1
L,µ(Rn), 令步长取 hk ≡ h = 1

L , 则梯度法求解问题模型 2.3 的收敛速率为

∥xk − x∗∥2 6
(
Q− 1

Q+ 1

)2k

∥x0 − x∗∥2, (2.34)
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f(xk)− f∗ 6 L

2

(
Q− 1

Q+ 1

)2k

∥x0 − x∗∥2. (2.35)

目标函数值对应的复杂度上界为

log

(
LD2

0

ϵ

)/
log

(
Q− 1

Q+ 1

)2

. (2.36)

注意到梯度法求解该问题模型时, 表现为全局线性收敛, 且复杂度上界为 O(ln 1
ϵ ).

定理 2.5 若 f ∈ W1,1
L,µ(Rn), 令步长取 hk ≡ h = 1

L , 则梯度法求解问题模型 2.3 的收敛速率为

∥xk − x̄k∥2 6
(
Q− 1

Q+ 1

)k

∥x0 − x̄k∥2, (2.37)

f(xk)− f∗ 6 L

2

(
Q− 1

Q+ 1

)k−1

∥x0 − x̄k∥2. (2.38)

对应的复杂度上界分别为

log

(
LD2

0

ϵ

)/
log

(
Q− 1

Q+ 1

)
. (2.39)

注意到梯度法求解该问题模型时, 表现为全局线性收敛, 且复杂度上界为 O(ln 1
ϵ ).

定理 2.6 若 f ∈ S1,1
L,µ(Rn), 令步长取 hk ≡ h = 1

L , 则梯度法求解问题模型 2.3 的收敛速率为

∥xk − x̄k∥2 6
(

Q

Q+ 1

)k

∥x0 − x̄k∥2, (2.40)

f(xk)− f∗ 6 L

2

(
Q

Q+ 1

)k−1

∥x0 − x̄k∥2. (2.41)

对应的复杂度上界分别为

log

(
LD2

0

ϵ

)/
log

(
Q

Q+ 1

)
. (2.42)

注意到梯度法求解该问题模型时, 表现为全局线性收敛, 且复杂度上界为 O(ln 1
ϵ ).

比较定理 2.4–2.6, 注意到

log

(
Q− 1

Q+ 1

)2

6 log

(
Q− 1

Q+ 1

)
6 log

(
Q

Q+ 1

)
. (2.43)

因此, F1,1
L,µ(Rn)、W1,1

L,µ(Rn) 和 S1,1
L,µ(Rn) 的复杂度上界依次递减.

文献 [3] 给出了 Newton 法 (算法 2.2) 的复杂度分析. 首先我们给出 Newton 法的具体形式.

算法 2.2 Newton 法

输入: x0 ∈ Rn.

对 k = 0, 1, . . . 执行迭代,

xk+1 = xk − [∇2f(xk)]
−1∇f(xk). (2.44)

问题模型 2.4 考虑无约束非凸优化问题集合 F = (Σ,O, Tϵ):
• 全局信息 Σ: 目标函数 f ∈ C2,2

L (Rn), 且 f(x) 不一定是凸函数; f(x) 存在局部极小点 x∗, 且

∇f(x∗) 正定; 存在常数 m > 0 使得 ∇2f(x∗) ≽ mIn; 初始点 x0 距离 x∗ 足够近; 约束集合 X ≡ Rn;
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•局部信息 O: 2ndO 子程序,返回 f(x)在 x0 处的函数值、一阶梯度信息和二阶梯度信息分别为

f(x0)、∇f(x0) 和 ∇2f(x0);

• 解的精度 Tϵ: 求局部极小值的近似解 x̄ ∈ Rn, 使得 ∥x̄− x∗∥ 6 ϵ.

定理 2.7 假设 Newton 法的初始点 x0 距离局部极小点 x∗ 足够近, 满足 ∥x0 − x∗∥ < r̄ = 3m
L ,

则对任意 k 满足 ∥xk − x∗∥ 6 r̄. Newton 法求解问题模型 2.4 的收敛速率为

∥xk+1 − x∗∥ 6 L∥xk − x∗∥2

2(m− L∥xk − x∗∥)
. (2.45)

复杂度上界为 c ln ln γ
ϵ , 其中 c 和 γ 为常数.

定理 2.7的证明可以在文献 [3]中找到. 注意到 Newton法求解该问题模型时, 表现为局部二阶收

敛, 且复杂度上界为 O(ln ln 1
ϵ ).

2.3 复杂度下界

Nesterov [3] 给出了光滑凸优化问题和光滑强凸优化问题的复杂度下界.

定理 2.8 (光滑凸优化问题的复杂度下界) 对任意 x0 ∈ Rn 和 1 6 k 6 1
2 (n − 1), 存在 f ∈

C∞,1
L (Rn), 使得对任意 xk ∈ x0 + span{∇f(x0), . . . ,∇f(xk−1)} 都有

f(xk)− f∗ > 3L∥x0 − x∗∥2

32(k + 1)2
. (2.46)

令 D0 = ∥x0 − x∗∥, 令定理 2.8 不等式 (2.46) 右端等于 ϵ, 可以得到一阶算法 (只利用梯度信息的

算法) 求解凸优化问题 C∞,1
L (Rn) 的复杂度下界为

O
(√

L

ϵ
D0

)
. (2.47)

与梯度法的复杂度上界 (2.33) O(LD0/ϵ) 比较, 发现梯度法并不是最优算法.

定理 2.9 (光滑强凸优化问题的复杂度下界) 对任意 x0 ∈ R∞, µ,L > 0 和 Q = L/µ > 1, 存在

f ∈ C∞,1
L,µ (R∞), 使得对任意 xk ∈ x0 + span{∇f(x0), . . . ,∇f(xk−1)} 都有

f(xk)− f∗ > µ

2

(√
Q− 1√
Q+ 1

)2k

∥x0 − x∗∥2. (2.48)

令不等式 (2.48) 右端等于 ϵ, 利用不等式 (1 + a)k 6 eka 可以得到一阶算法 (只利用梯度信息的算

法) 求解强凸优化问题 F∞,1
L,µ (Rn) 的复杂度下界为

O
[√

L

µ
max

(
log

µD0

ϵ
, 1

)]
. (2.49)

2.4 Nesterov 加速梯度法框架

由于现实问题中数据量规模的增加, 优化算法越来越对迭代速度有了要求. 因此, 加速一阶优化

算法在近 10 年内受到了非常广泛的关注. 文献 [3, 11–14, 18] 介绍了加速一阶优化算法的发展历史和

分析技巧.
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2.4.1 凸优化问题

上一节分析了光滑凸优化问题的复杂度下界. 由定理 2.8 知函数集合 C∞,1
L (Rn) 相对于解算法

集合 xk ∈ x0 + span{∇f(x0), . . . ,∇f(xk−1)} 的复杂度下界是 O(1/
√
ϵ). 又由 (2.33) 知梯度法相对于

C∞,1
L (Rn) 的复杂度上界为 O(1/ϵ). 因此, 梯度法相对于该解算法集合不是最优的, 我们需要寻找达到

函数集合 C∞,1
L (Rn) 复杂度下界的最优解算法. Nesterov 在文献 [11] 中提出了可以达到 O(1/

√
ϵ) 复

杂度的加速梯度法. 为了将 Nesterov加速梯度法移植到其他新的算法中,我们需要总结文献 [11]中加

速梯度法的结构, 构造 Nesterov 加速梯度法的一般框架, 并给出加速类优化算法收敛性统一的分析工

具和技巧. 首先, 我们给出求解问题 (2.1) 的 Nesterov 加速梯度法框架 (算法 2.3).

算法 2.3 Nesterov 加速梯度算法框架

输入: 令 x0 = y0, 选取序列 {γk} 和 {βk} 使其满足 Lγk 6 βk, γ1 = 1.

对于k = 1, . . . , N 执行迭代,

1. zk = (1− γk)yk−1 + γkxk−1;

2. xk = argminx∈X{⟨∇f(zk), x⟩+
βk
2
∥x− xk−1∥22};

3. yk = (1− γk)yk−1 + γkxk.

输出: yN .

算法 2.3 共有三个迭代序列 {xk}、{yk} 和 {zk}, 以及两个待定参数序列 {γk} 和 {βk}, 其中收敛
点列为 {yk}. 如果约束集合 X ≡ Rn, 则迭代的第二步等价于 xk = xk−1 − 1

βk
∇f(zk), 此时我们可以画

出迭代序列的关系图如图 5 所示.

注意到 yk、zk 和 yk−1 组成的三角形与 xk、xk−1 和 yk−1 组成的三角形相似, 且线段 zkyk−1 与

xk−1yk−1 的比为 γk.

通过选取不同的参数 γk 和 βk, 我们可以得到加速梯度算法框架不同的收敛速度. 下面给出一般

性的分析工具, 通过构造序列 {Γk} 来分析收敛性.

引理 2.1 令 γt ∈ (0, 1], t = 1, 2, . . . , 构造序列

Γt =

1, t = 1,

(1− γt)Γt−1, t > 2.
(2.50)

y
κ
−1

图 5 Nesterov 加速梯度法图
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如果序列 {∆t}t>0 满足

∆t 6 (1− γt)∆t−1 +Bt, t = 1, 2, . . . , (2.51)

则对任意的 k, 对 ∆k 有估计

∆k 6 Γk(1− γ1)∆0 + Γk

k∑
t=1

Bt

Γt
. (2.52)

在分析算法的收敛速度时, 我们一般根据所要估计的收敛序列, 令 ∆k = f(xk) − f(x∗) 或 ∆k

= ∥xk − x∗∥22, 然后代入构造引理 2.1 中的不等式 (2.51) 得到

f(xk)− f(x∗) 6 (1− γk)(f(xk−1)− f(x∗)) +Bk, (2.53)

或者

∥xk − x∗∥22 6 (1− γk)∥xk−1 − x∗∥22 +Bk. (2.54)

通常, 我们构造序列 {γt}t>1 使其满足 γ1 = 1. 根据引理 2.1 不等式 (2.52) 可以得到收敛速度的估计

不等式

f(xk)− f(x∗) 6 Γk

k∑
i=1

Bi

Γi
, (2.55)

或者

∥xk − x∗∥22 6 Γk

k∑
i=1

Bi

Γi
. (2.56)

通过估计上式右端的收敛阶数, 我们可以得到算法的收敛速度. 可以看到收敛速度与 Bk 和 Γk 有关.

对于 Bk, 我们需要通过放缩估计其上界; 而对于 Γk, 我们可以采取不同的构造方式. 由 (2.50) 可得

Γk = (1− γk)(1− γk−1) · · · (1− γ2), k = 2, . . . (2.57)

因此在保证 γ1 = 1 的情形下, 我们可以构造序列 {γt}t>1 和 {Γt}t>1, 例如,

γk =
1

k
⇒ Γk =

1

k
, (2.58)

γk =
2

k + 1
⇒ Γk =

2

k(k + 1)
, (2.59)

γk =
3

k + 2
⇒ Γk =

6

k(k + 1)(k + 2)
. (2.60)

令 DX = supx,y∈X ∥x− y∥, 下面证明算法 2.3 在取不同 βk 和 γk 序列时的收敛速度.

定理 2.10 若 f ∈ C1,1
L (Rn) 且是凸函数, 则 Nesterov 加速梯度算法求解问题模型 2.3 的收敛速

率如下.

(1) 取 βk = L, γk = 1
k , 则 Γk = 1

k ,
βkγk

Γk
= L, 我们有

f(yk)− f(x∗) 6 L

2k
D2

X , f(yk)− f(x∗) 6 L

2k
∥x0 − x∗∥2. (2.61)

(2) 取 βk = 2L
k , γk = 2

k+1 , 则 Γk = 2
k(k+1) ,

βkγk

Γk
= 2L, 我们有

f(yk)− f(x∗) 6 2L

k(k + 1)
D2

X , f(yk)− f(x∗) 6 4L

k(k + 1)
∥x0 − x∗∥2. (2.62)
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(3) 取 βk = 3L
k+1 , γk = 3

k+2 , 则 Γk = 6
k(k+1)(k+2) ,

βkγk

Γk
= 3Lk

2 > βk−1γk−1

Γk−1
, 我们有

f(yk)− f(x∗) 6 9L

2(k + 1)(k + 2)
D2

X . (2.63)

证明 对于算法 2.3, 其收敛点列为 {yk}, 如果我们可以证明不等式

f(yk)− f(x∗) 6 (1− γk)[f(yk−1)− f(x∗)] +Bk (2.64)

成立. 令 ∆k = f(yk) − f(x∗), 利用引理 2.1 并取 γk 满足 γ0 = 1, 由 (2.52) 可以得到收敛速度的估计

不等式

f(yk)− f(x∗) 6 Γk

k∑
i=1

Bi

Γi
. (2.65)

选择合适的 γk 使得上式右端收敛, 我们就可以得到 Nesterov 加速梯度算法的收敛性.

至此, 我们可以用的条件为 f(x) ∈ C1,1
L (X), f(x) 的凸性, 算法第 1 和 3 步的迭代关系, 算法第 2

步的最优性条件. 首先, 利用 f(x) ∈ C1,1
L (X), 有

f(yk) 6 f(zk) + ⟨∇f(zk), yk − zk⟩+
L

2
∥yk − zk∥2. (2.66)

用迭代步 3 减去步 1 有 yk − zk = γk(xk − xk−1), 将此等式和 yk = (1− γk)yk−1 + γkxk 代入上式右端,

可得

f(yk) 6 f(zk) + ⟨∇f(zk), (1− γk)yk−1 + γkxk − zk⟩+
Lγ2

k

2
∥xk − xk−1∥2. (2.67)

注意到

f(zk) + ⟨∇f(zk), (1− γk)yk−1 + γkxk − zk⟩

= (1− γk)[f(zk) + ⟨∇f(zk), yk−1 − zk⟩] + γk[f(zk) + ⟨∇f(zk), xk − zk⟩]. (2.68)

由 f(x) 的凸性有

f(yk) 6 (1− γk)f(yk−1) + γk[f(zk) + ⟨∇f(zk), xk − zk⟩] +
Lγ2

k

2
∥xk − xk−1∥2. (2.69)

由步 2, xk = argminx∈X{⟨∇f(zk), x⟩+ βk

2 ∥x− xk−1∥22}, 其最优性条件为

⟨∇f(zk) + βk(xk − xk−1), xk − x⟩ 6 0, ∀x ∈ X, (2.70)

即

⟨xk−1 − xk, xk − x⟩ 6 1

βk
⟨∇f(xk), x− xk⟩. (2.71)

由

1

2
∥xk − xk−1∥2 =

1

2
∥xk−1 − x∥2 − ⟨xk−1 − xk, xk − x⟩ − 1

2
∥xk − x∥2

6 1

2
∥xk−1 − x∥2 + 1

βk
⟨∇f(zk), x− xk⟩ −

1

2
∥xk − x∥2 (2.72)

左右两边同乘 Lγ2
k, 考虑到 Lγk 6 βk, 有

Lγ2
k

2
∥xk − xk−1∥2 6 Lγ2

k

2
∥xk−1 − x∥2 + γk⟨∇f(zk), x− xk⟩ −

Lγ2
k

2
∥xk − x∥2. (2.73)
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将 (2.69) 与 (2.73) 相加, 利用 f(x) 的凸性 f(zk) + ⟨∇f(zk), x− zk⟩ 6 f(x) 得

f(yk)− f(x) 6 (1− γk)[f(yk−1)− f(x)] +
Lγ2

k

2
(∥xk−1 − x∥2 − ∥xk − x∥2). (2.74)

令 ∆k = f(yk)− f(x), Bk =
Lγ2

k

2 (∥xk−1 − x∥2 − ∥xk − x∥2), 利用引理 2.1, 有

f(yk)− f(x) 6 Γk(1− γ1)

Γ1
(f(y0)− f(x)) +

Γk

2

k∑
i=1

βiγi
Γi

(∥xi−1 − x∥2 − ∥xi − x∥2). (2.75)

分析上面不等式, 注意到,

k∑
i=1

βiγi
Γi

(∥xi−1 − x∥2 − ∥xi − x∥2)

=
β1γ1
Γ1

∥x0 − x∥2 +
k∑

i=2

(
βiγi
Γi

− βi−1γi−1

Γi−1

)
∥xi−1 − x∥2 − βkγkΓk∥xk − x∥2

6 β1γ1
Γ1

∥x0 − x∥2 +
k∑

i=2

(
βiγi
Γi

− βi−1γi−1

Γi−1

)
·D2

X

6 βkγk
Γk

D2
X . (2.76)

因此, 对任意序列 {βk}、{γk} 和 {Γk} 满足 Lγk 6 βk 时, 有

f(yk)− f(x) 6 βkγk
2

D2
X . (2.77)

若序列 {βk}、{γk} 和 {Γk} 满足 Lγk 6 βk 且

βkγk
Γk

> βk−1γk−1

Γk−1
, 对任意 k > 2, (2.78)

则有

f(yk)− f(x) 6 Γk
β1γ1
2

∥x0 − x∥2. (2.79)

综上, 我们可以通过构造序列 {βk} 和 {γk} 来得到算法的收敛速度, 将 βk、γk 和 Γk 分别代入不等式

(2.77) 和 (2.79) 即得收敛性.

2.4.2 非凸优化问题

上一节介绍了 Nesterov加速梯度算法框架在凸函数上的收敛性质. 对于非凸函数, 如果直接利用

Nesterov 加速梯度算法框架, 不一定有收敛性结果. 对于非凸函数, 我们衡量 min06k6N ∥∇f(xk)∥ 的
收敛速度. 由 (2.1), 我们知道梯度算法对于非凸和凸情形下的函数集合 C1,1

L (Rn), 近似解 xk 满足

min
06k6N

∥∇f(xk)∥2 6 2L(f(x0)− f∗)

N + 1
. (2.80)

文献 [15]给出了 Nesterov加速梯度算法框架的变形,从而得到求解无约束非凸优化问题的收敛性. 首

先, 我们给出非凸优化问题模型.
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问题模型 2.5 考虑无约束非凸优化问题集合 F = (Σ,O, Tϵ):
• 全局信息 Σ: 目标函数 f ∈ C1,1

L (Rn), 可能为非凸函数; 约束集合 X ≡ Rn;

• 局部信息 O: FO 子程序;

• 解的精度 Tϵ: 求局部极小点 x̄ ∈ Rn, 使得 ∥∇f(x̄)∥ 6 ϵ.

我们对 Nesterov加速梯度算法框架做一些变形,加入新的参数序列 λk 并修改 yk 的更新方式,得

到非凸函数的加速梯度法 (算法 2.4).

算法 2.4 非凸函数的加速梯度法

输入: 令 x0 = y0, γk ∈ (0, 1].

对于k = 1, . . . , N 执行迭代,

1. zk = (1− γk)yk−1 + γkxk−1;

2. xk = xk−1 − 1
βk
∇f(zk);

3. yk = zk − 1
λk
∇f(zk).

输出: zN .

定理 2.11 取 γk = 2
k+1 和 λk = 2L, 利用算法 2.4 求解问题模型 2.5 有如下收敛性结果:

(1) 若取 βk ∈ [4k+4
2k+3L, 2L], 则

min
06k6N

∥∇f(zk)∥2 6 6L(f(x0)− f∗)

N
. (2.81)

(2) 如果问题模型 2.5 中 f(x) 是凸函数, 取 βk = 4L
k , 则

min
06k6N

∥∇f(zk)∥2 6 96L2∥x0 − x∗∥2

N(N + 1)(N + 2)
. (2.82)

该定理的证明可以在文献 [15] 中找到. 注意到, 在凸函数情形下, 算法 2.4 迭代点梯度 ∥∇f(zk)∥
的收敛速度为 O(1/N3/2), 而梯度法的收敛速度为 O(1/N1/2). 而在非凸函数情形下, 算法 2.4 与梯度

法的收敛速度相同.

3 非光滑优化问题的复杂度分析

本节研究非光滑优化问题的复杂度分析. 我们介绍三部分内容: 次梯度法和镜像梯度法的收敛性

和复杂度, 求解非光滑优化问题的重心法和椭球法, 复合优化问题的加速算法. 次梯度法和镜像梯度

法可以参见文献 [2, 3, 12], 非光滑优化问题的复杂度下界可以参见文献 [3, 12], 重心法和椭球法可以参

见文献 [5, 19,20], 复合优化问题可参见文献 [3, 12–15,17,21–23].

3.1 次梯度法与镜像梯度法

考虑优化问题

f∗ = min
x∈X

f(x). (3.1)

当目标函数光滑且无约束时, 对给定初始点 x0 ∈ Rn, 梯度法根据如下迭代公式更新迭代点 xk:

xk+1 = xk − γk∇f(xk), (3.2)
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其中 γk > 0 是第 k 步迭代的步长. 为了求解非光滑有约束的优化问题 (3.1), 我们需要对梯度法 (3.2)

做两个改变. 第一, 由于目标函数 f 不一定可导, 我们需要将导数 ∇f(xk) 用一个次梯度 gk ∈ ∂f(xk)

替换. 第二, 由于迭代公式 (3.2) 只适用于无约束情形, 对于有约束问题 X ̸= Rn, (3.2) 确定的新迭代

点 xk+1 有可能落在约束集合 X 外面, 因此需要将 xk+1 投影回约束集合 X. 我们得到非光滑约束优

化问题的投影次梯度算法 (参见算法 3.1).

算法 3.1 投影次梯度法

输入: x0 ∈ Rn.

对 k = 0, 1, . . . 执行迭代,

xk+1 = argmin
x∈X

∥x− (xk − γkg(xk))∥2, (3.3)

其中 γk > 0 且 g(xk) ∈ ∂f(xk).

我们可以用对目标函数做近似逼近的角度来理解投影次梯度法的迭代 (3.3). 事实上, (3.3) 可以

被写成

xk+1 = argmin
x∈X

1

2
∥x− (xk − γkg(xk))∥22

= argmin
x∈X

γk⟨g(xk), x− xk⟩+
1

2
∥x− xk∥22

= argmin
x∈X

γk⟨g(xk), x⟩+
1

2
∥x− xk∥22

= argmin
x∈X

f(xk) + ⟨g(xk), x− xk⟩+
1

2γk
∥x− xk∥22. (3.4)

这意味着我们需要最小化 f(x) 在 X 上的线性近似 f(xk) + ⟨g(xk), x − xk⟩, 同时求得的解 xk+1 离上

一步迭代点 xk 不能太远 (被 1
2γk

∥x− xk∥22 控制). 为了得到投影梯度法的收敛速率, 我们需要对 xk+1

的性质做一定的刻画, 有下述引理.

引理 3.1 投影次梯度法 (3.3) 确定的 xk+1, 对任意 x ∈ X, 有

γk⟨g(xk), xk+1 − x⟩+ 1

2
∥xk+1 − xk∥22 6 1

2
∥x− xk∥22 +

1

2
∥x− xk+1∥22. (3.5)

证明 记 ϕ(x) = γk⟨g(xk), x⟩+ 1
2∥x− xk∥22, 由 ϕ(x) 的强凸性, 有

ϕ(x) > ϕ(xk+1) + ⟨ϕ′(xk+1), x− xk+1⟩+
1

2
∥x− xk+1∥22. (3.6)

注意到 xk+1 = argminx∈X ϕ(x), 由其一阶最优性条件, 有

⟨ϕ′(xk+1), x− xk+1⟩ > 0, 对任意 x ∈ X. (3.7)

因此,

ϕ(x)− ϕ(xk+1) >
1

2
∥x− xk+1∥22. (3.8)

整理上式即可得 (3.5).

考虑 X ⊂ Rn 闭且凸, f : X → Rn 连续且凸, 其次梯度满足

∥g(x)∥ 6 M (3.9)

对任意 x ∈ X 成立.
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定理 3.1 令 xk (k = 1, . . . , N) 由 (3.3) 产生, 且定义

x̄N
s =

γsxs + · · ·+ γNxN

γs + · · ·+ γN
=

( N∑
k=s

γk

)−1 k∑
k=s

γkxk, (3.10)

则有

f(x̄N
s )− f∗ 6

(
2

N∑
k=s

γk

)−1[
∥xs − x∗∥22 +M2

N∑
k=s

γ2
k

]
. (3.11)

证明 由 f 的凸性, 以及引理 3.1, 有

γk[f(xk)− f(x)] 6 γk⟨g(xk), xk − x⟩

= γk⟨g(xk), xk − xk+1⟩+ γk⟨g(xk), xk+1 − x⟩

6 γk⟨g(xk), xk − xk+1⟩ −
1

2
∥xk+1 − xk∥22 +

1

2
∥x− xk∥22 −

1

2
∥x− xk+1∥22

6 γ2
k

2
∥g(xk)∥22 +

1

2
∥x− xk∥22 −

1

2
∥x− xk+1∥22

6 M2

2
∥g(xk)∥22 +

1

2
∥x− xk∥22 −

1

2
∥x− xk+1∥22, (3.12)

其中不等式 (3.12) 成立是因为 bc2 + ac2/2 6 b2/(2a). 将上式对 k = s 到 N 求和, 并利用 f 的凸性,

我们可以得到不等式 (3.11).

推论 3.1 对于算法 3.1, 选取不同的步长策略, 有如下收敛性结果.

(1) 固定步长策略: 假设算法 3.1 的总迭代步数 N 固定, 令 DX = maxx1,x2∈X ∥x1 − x2∥, 取固定
步长,

γk =

√
D2

X

NM2
, k = 1, . . . , N, (3.13)

则

f(x̄N
1 )− f∗ 6 MDX

2
√
N

, 对任意 N > 1. (3.14)

(2) 变步长策略: 取变步长,

γk =

√
D2

X

kM2
, k = 1, . . . , (3.15)

则

f(x̄N
⌈k/2⌉)− f∗ 6 O(1)

MDX√
k

, (3.16)

其中 O(1) 是固定常数.

证明 当固定步长时, 令 γk = γ, k = 1, . . . , N , 代入定理 3.1 得不等式

f(x̄N
1 )− f∗ 6 1

2

[
D2

X

Nγ
+M2γ

]
.

对上式右端求极小, 可得所求的固定步长 γ 取值. 对变步长策略, 只需代入验证即可.

考虑到算法 3.1 与 Rn 的结构有关. 更确切地说, 其中的投影步的距离度量选择的是 Euclid 范数

(即 ℓ2 范数), 同时 DX 与 M 的值也是在 ℓ2 范数下计算的. 这就提醒我们可以对投影次梯度法做一

定的推广, 使得其在非 Euclid 结构下执行, 这就是镜像梯度法的由来.
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令 ∥ · ∥ 是 Rn 上的一个范数, ∥ξ∥∗ = max{⟨ξ, x⟩ : ∥x∥ 6 1} 是它的对偶范数. 定义相对于该范数

∥ · ∥ 的距离生成函数 ω : X → R, ω(x) 连续可微且强凸 (相对于范数 ∥ · ∥ 和参数 µ), 即

⟨∇ω(x)−∇ω(y), x− y⟩ > µ∥x− y∥2, 对任意 x, y ∈ X. (3.17)

最简单的距离生成函数是 ω(x) = ∥x∥22/2 (取 ℓ2 范数且 µ = 1). 有了距离生成函数, 我们可以定义

Bregman 距离,

V (x, y) = ω(y)− [ω(x) + ⟨∇ω(x), y − x⟩]. (3.18)

注意到 V (x, ·) 是强凸函数 (相对于范数 ∥ · ∥ 和参数 µ). 当取 ω(x) = ∥x∥22/2 时, V (x, y) = ∥y− x∥22/2.
注意到投影次梯度法 (算法 3.1)等价于 (3.4), 利用 Bregman距离, 我们可以构造在新的范数 ∥ · ∥

下的投影次梯度法 (即镜像梯度法, 见算法 3.2).

算法 3.2 镜像梯度法

输入: x0 ∈ Rn.

对 k = 0, 1, . . . 执行迭代,

xk+1 = argmin
x∈X

γk⟨g(xk), x⟩+ V (xk, x), (3.19)

其中 γk > 0 且 g(xk) ∈ ∂f(xk).

注意到当算法 3.2 中 V (x, y) = ∥y − x∥22/2 时, 算法 3.2 就是算法 3.1. 与引理 3.1 类似, 我们也有

对镜像梯度法 xk+1 性质的刻画, 有下述引理.

引理 3.2 镜像梯度法确定的 xk+1, 对任意 x ∈ X, 有

γk⟨g(xk), xk+1 − x⟩+ V (xk, xk+1) 6 V (xk, x)− V (xk+1, x). (3.20)

证明 由 (3.19) 的最优性条件, 对任意 x ∈ X, 不等式

⟨γkg(xk) +∇V (xk, xk+1), x− xk⟩ > 0 (3.21)

成立, 其中 ∇V (xk, xk+1) 表示 V (xk, ·) 在 xk+1 处的导数. 由 V (x, y) 的定义 (3.18), 对任意 x ∈ X,

等式

V (xk, x) = V (xk, xk+1) + ⟨∇V (xk, xk+1), x− xk+1⟩+ V (xk+1, x) (3.22)

成立. 将 (3.19) 代入上面等式即得结果.

定理 3.2 令 xk (k = 1, . . . , N) 由 (3.19) 产生, 且定义

x̄N
s =

γsxs + · · ·+ γNxN

γs + · · ·+ γN
=

( N∑
k=s

γk

)−1 k∑
k=s

γkxk, (3.23)

则有

f(x̄N
s )− f∗ 6

( N∑
k=s

γk

)−1[
V (xs, x

∗) +
M2

2µ

N∑
k=s

γ2
k

]
. (3.24)

仿照定理 3.1 的证明方式, 利用引理 3.2 可以证明定理 3.2.
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推论 3.2 对于算法 3.2, 选取不同的步长策略, 令 D2
ω,X = maxx1,x2∈X V (x1, x2), 取步长

γk =

√
2µD2

ω,X

kM2
, k = 1, . . . , (3.25)

则

f(x̄k
1)− f∗ 6

√
2MDω,X√

µk
, 对任意 k > 1. (3.26)

证明 将 (3.25) 代入 (3.24) 即得 (3.26) 结果.

3.2 重心法与椭球法

本小节列出重心法 (算法 3.3) 和椭球法的收敛性和复杂度, 其收敛性证明可以在文献 [5] 中找到.

算法 3.3 重心法

令 S1 = X, 对 k = 1, . . . , N 执行迭代.

1. 计算集合 Sk 的重心
ck =

1

vol(Sk)

∫
x∈Sk

xdx; (3.27)

2. 在 ck 处调用 FO 子程序得 wk ∈ ∂f(ck), 更新集合 Sk+1,

Sk+1 = Sk ∩ {x ∈ Rn : (x− ck)
Twk 6 0}, (3.28)

输出: xN ∈ argmin16r6N f(cr).

问题模型 3.1 考虑约束凸优化问题集合 F = (Σ,O, Tϵ):
• 全局信息 Σ: 目标函数 f(x) ∈ C(X) 且是凸函数, 存在常数 B > 0 使得对任意 x ∈ X 有 −B

6 f(x) 6 B; 约束集合 X ⊂ Rn 闭且凸;

• 局部信息 O: FO 子程序, 对于任意给定的 x0 返回函数值 f(x0) 和次梯度 ∂f(x0);

• 解的精度 Tϵ: 求全局极小点 x̄ ∈ Rn, 使得 f(x̄)− f∗ 6 ϵ.

引理 3.3 设 S 是重心在原点的凸集合, 即
∫
x∈S xdx = 0, vol(S) 表示 S 的体积, 则对任意

w ∈ Rn, w ̸= 0, 有

vol(S ∩ {x ∈ Rn : xTw > 0}) > 1

e
vol(S). (3.29)

定理 3.3 重心法 3.3 在求解问题模型 3.1 时的收敛速率为

f(xN )− f∗ 6 2B

(
1− 1

e

)N/n

. (3.30)

复杂度上界为

O
(
n log

2B

ϵ

)
. (3.31)

从计算角度来说,由于每一步都需要计算集合的体积,即进行积分计算,因此,重心法计算量过大,

往往很难执行. 重心法只是提供一个理论上的可行策略. 而椭球法借用了重心法的思想, 改进了其计

算可行性.

椭球是具有如下形式的凸集合:

E = {x ∈ Rn : (x− c)TH−1(x− c) 6 1}, (3.32)
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其中 c ∈ Rn, H 是一个对称正定矩阵. 几何上 c 是椭球 E 的重心, 而 H 的特征向量是椭球 E 的半轴,

半轴的长度是对应特征值的正平方根.

引理 3.4 令 E0 = {x ∈ Rn : (x− c0)
TH−1

0 (x− c0) 6 1}, 对任意 w ∈ Rn, ω ̸= 0, 可以构造椭球

E 使得
E ⊃ {x ∈ E0 : wT(x− c0) 6 0}, (3.33)

且原椭球 E0 与新椭球 E 之间体积有如下关系:

vol(E) 6 exp

(
− 1

2n

)
vol(E0). (3.34)

当 n > 2 时, 新椭球 E = {x ∈ Rn : (x− c)TH−1(x− c) 6 1}, 其中

c = c0 −
1

n+ 1

H0w√
wTH0w

, (3.35)

H =
n2

n2 − 1

(
H0 −

2

n+ 1

H0ww
TH0)

wTH0w

)
. (3.36)

问题模型 3.2 考虑约束凸优化问题集合 F = (Σ,O, Tϵ):
• 全局信息 Σ: 目标函数 f(x) ∈ C(X) 且是凸函数, 存在常数 B > 0 使得对任意 x ∈ X 有

−B 6 f(x) 6 B; 约束集合 X ⊂ Rn 闭且凸, 且 B(r) ⊂ X ⊂ B(R).

• 局部信息 O: FO 子程序, 对于任意给定的 x0 返回函数值 f(x0) 和次梯度 ∂f(x0); SO 子程序,

返回分割平面垂直向量 ω 使得

wT(x− c0) 6 0, ∀x ∈ X. (3.37)

• 解的精度 Tϵ: 求全局极小点 x̄ ∈ Rn, 使得 f(x̄)− f∗ 6 ϵ.

我们可以估计椭球法 (算法 3.4) 的如下收敛速率和复杂度.

算法 3.4 椭球法 (ellipsoid method)

输入: 令 E0 为包含约束集合 X 且半径为 R 中心为 c0 的球, 令 H0 = R2In.

对 k = 1, . . . , N 执行迭代,

1. 若 ck /∈ X, 则调用子程序返回向量 wk ∈ Rn, 过 ck 且垂直 wk 的平面将椭球 Ek 分割, 使得约束集 X ⊂ {x :

(x− ck)
Twk 6 0}; 若 ck ∈ X, 则调用子程序返回向量 wk ∈ ∂f(ck).

2. 构造新的椭球 Ek+1 = {x : (x− ck+1)
TH−1

k+1(x− ck+1) 6 1} 使得

{x ∈ Ek : (x− ck)
Twk 6 0} ⊂ Ek+1, (3.38)

其中 ck+1 和 Hk+1 满足

ck+1 = ck −
1

n+ 1

Hkw√
wTHkw

, (3.39)

Hk+1 =
n2

n2 − 1

(
Hk −

2

n+ 1

HkwwTHk)

wTHkw

)
. (3.40)

输出: 若 {c1, . . . , cN} ∩X ̸= ∅, 则输出
xN ∈ argmin

c∈{c1,...,cN}∩X
f(c). (3.41)

定理 3.4 算法 3.4 在求解问题模型 3.2 时的收敛速率为

f(xN )− f∗ 6 2BR

r
exp

(
− N

2n2

)
. (3.42)
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复杂度上界为

O
(
n2 log

BR

rϵ

)
. (3.43)

从上面的定理可以看出,

(1)从子程序调用的分析复杂度看,椭球法要比重心法差,前者需调用 FO 子程序 O(n2 log( 2BR
rϵ ))

次, 而后者仅需要 O(n log( 2Bϵ )) 次;

(2) 从计算角度来看, 椭球法要比重心法更容易执行.

3.3 复合优化的 Nesterov 加速算法

本小节介绍复合优化问题的复杂度分析. 考虑复合优化问题

min
x∈Rn

Φ(x) := ϕ(x) + h(x), ϕ(x) = f(x) + g(x), (3.44)

其中 f(x) ∈ C1,1
Lf

(Rn)是非凸函数, g(x) ∈ C1,1
Lg

(Rn)是凸函数, 于是有 ϕ(x) ∈ C1,1
Lϕ

, 其中 Lϕ = Lf +Lg.

h(x) 是定义域有界的简单凸函数且有可能不光滑 (例如, h(x) = IX(·), 其中 IX(·) 是凸紧集合 X 的

示性函数; h(x) = ∥x∥1, 是机器学习损失函数中常用的 ℓ1 正则项). 可以看到优化问题 (3.44) 由光

滑部分 ϕ(x) 和非光滑部分 h(x) 组成, 其中光滑部分又分为非凸函数 f(x) 和凸函数 g(x). 本小节

介绍复合优化问题的复杂度分析. 当 f(x) = 0 时, 目标函数 (3.44) 是凸函数, 我们使用近似点梯度法

(proximal gradient method)和加速梯度法 (快速迭代阈值收缩算法 (fast iterative shrinkage-thresholding

algorithm, FISTA) 和 Nesterov 加速算法) 求解, 具体可参见文献 [3, 12–14, 21, 22]. 当 f(x) ̸= 0 时, 目

标函数 (3.44) 是非凸函数, 文献 [15, 17,23] 给出了非凸函数情形下的复杂度分析.

3.3.1 凸复合优化问题

当 f(x) = 0 时, 复合优化问题 (3.44) 是一个凸优化问题

min
x∈Rn

Φ(x) := g(x) + h(x). (3.45)

令 proxh(·) 是函数 h(x) 的近似点算子. 对任意 x ∈ Rn, 函数 h(x) 的近似点 proxh(x) 定义为

proxh(x) = argmin
u

(
h(u) +

1

2
∥u− x∥22

)
. (3.46)

当 h(x) 是闭凸函数时, proxh(x) 存在且唯一. 我们可以用如下近似点梯度法 (算法 3.5) 求解问题

(3.45).

算法 3.5 近似点梯度法

输入: x0 ∈ Rn, 步长序列 {tk}.
对 k = 1, 2, . . . 执行迭代,

xk = proxtkh
(xk−1 − tk∇g(xk−1)). (3.47)

当 h(x) = 0时, proxh(x) = x,算法 3.5等价于光滑函数的梯度法. 当 h(x) = IC(x)时, proxh(x) =

argminu∈C ∥u − x∥2, 算法 3.5 等价于光滑函数的投影梯度法. 当 h(x) = ∥x∥1 时, proxh(x) 被称为软

阈算子 (soft-threshold operator), 算法 3.5 可以用来求解机器学习中带 ℓ1 正则的目标优化函数.
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定理 3.5 算法 3.5 求解凸复合优化问题 (3.45) 时, 若取固定步长 tk = 1
Lg

, 则

Φ(xk)− Φ(x∗) 6
Lg

2k
∥x0 − x∗∥2. (3.48)

可以看到, 算法 3.5 的复杂度为 O( 1ϵ ). 文献 [14] 给出了如下加速版本的近似点梯度法 FISTA (算

法 3.6).

算法 3.6 FISTA

输入: x0 = x−1 ∈ Rn.

对 k = 1, 2, . . . 执行迭代,

y = xk−1 +
k − 2

k + 1
(xk−1 − xk−2), (3.49)

xk = proxtkh
(y − tk∇g(y)). (3.50)

下面定理给出了 FISTA 算法的复杂度结果.

定理 3.6 算法 3.6 求解凸复合优化问题 (3.45) 时, 若取固定步长 tk = 1
Lg

, 则

Φ(xk)− Φ(x∗) 6
2Lg

(k + 1)2
∥x0 − x∗∥2. (3.51)

复合优化问题 (3.45) 还有另一种加速算法形式 (算法 3.7).

算法 3.7 复合函数的 Nesterov 加速算法

输入: 令 x0 = y0, 选取序列 {γk} 和 {βk} 使其满足 γk 6 Lgβk, γ1 = 1.

对于k = 1, . . . , N 执行迭代,

1. zk = (1− γk)yk−1 + γkxk−1;

2. xk = prox(βk/γk)h
(xk−1 − βk

γk
∇g(zk));

3. yk = (1− γk)yk−1 + γkxk.

输出: yN .

同样, 该算法也有 O( 1√
ϵ
) 复杂度结果.

定理 3.7 算法 3.7 求解凸复合优化问题 (3.45) 时, 取 γk = 2
k+1 , βk = 1

Lg
, 则

Φ(xk)− Φ(x∗) 6
2Lg

(k + 1)2
∥x0 − x∗∥2. (3.52)

3.3.2 非凸复合优化问题

当 f(x) ̸= 0 时, 复合优化问题 (3.44) 是一个非凸优化问题. 在非凸函数设定下, 我们无法用函数

值与最优值的差来衡量优化算法解的精度, 因为 f(xk)− f(x∗) 并非恒大于 0. 类似于非凸光滑函数利

用梯度作为停止准则, 对于非凸复合函数 (3.44), 利用梯度映射 (gradient mapping) 作为停止准则, 其

定义如下:

Gα(x, y) =
1

α
[x− proxαh(x− αy)]. (3.53)

由近似点梯度法 (算法 3.5) 可以看到 Gtk(xk−1) 是近似点迭代步的负方向, 即

xk − xk−1 = proxtkh
(xk−1 − tk∇g(xk−1))− xk−1
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= −tkGtk(xk−1,∇g(xk−1)). (3.54)

同时, 由近似点算子次梯度的定义, 有

Gα(x,∇ϕ(x)) ∈ ∇ϕ(x) + ∂h(x− αGα(x,∇ϕ(x))). (3.55)

由此可以得到结论: Gα(x,∇ϕ(x)) = 0 当且仅当 x 是 ϕ(x) + h(x) 的局部极小点. 将算法 2.4 做一些

修改, 文献 [15] 给出了非凸复合函数的加速梯度法框架, 并用梯度映射作为停止条件分析了算法的复

杂度.

我们利用 ∥Gβk
(zk,∇ϕ(zk))∥ 作为算法 3.8 的停止准则. 注意到

Gβk
(zk,∇ϕ(zk)) =

1

βk
(zk − yk), (3.56)

该停止条件实际上等价于解序列 {zk} 与 {xk} 之间的距离.

算法 3.8 复合函数的加速算法框架

输入: 令 x0 = y0 ∈ Rn, 取 {γk} 使得 γ1 = 1, 且当 k > 2 时 γk ∈ (0, 1).

对 k = 1, . . . , N , 执行迭代,

1. zk = (1− γk)yk−1 + γkxk−1;

2. xk = proxλkh(xk−1 − λk∇ϕ(zk));
3. yk = proxβkh

(zk − βk∇ϕ(zk)).
输出: zN .

定理 3.8 假设对任意 α ∈ (0,+∞)和任意 x, y ∈ Rn 存在常数 M > 0使得 ∥proxαh(x−αy)∥ 6
M , 算法 3.8 求解复合优化问题 (3.44) 时, 取 γk = 2

k+1 , βk = 1
2Lϕ

, λk = kβk

2 , 则对任意的 N > 1, 有

min
k=1,...,N

∥Gβk
(zk,∇ϕ(zk))∥2 6 24Lϕ

[
4Lϕ∥x0 − x∗∥2

N2(N + 1)
+

Lf

N
(∥x∗∥2 + 2M2)

]
. (3.57)

另外, 当 f(x) = 0 时,

Φ(yN )− Φ(x∗) 6
4Lg∥x0 − x∗∥2

N(N + 1)
. (3.58)

由定理 3.8可以看出,当目标函数 (3.44)凸时 (f(x) = 0),算法 3.8的复杂度与 FISTA相同,两者都

为 O(L2
g/
√
ϵ). 当目标函数 (3.44)非凸时 (f(x) ̸= 0),算法 3.8也收敛,且复杂度为 O(L

2
3

ϕ/ϵ
1
3 +LϕLf/ϵ).

4 条件梯度算法的复杂度分析

4.1 引言

考虑带线性约束的优化问题:

min
x∈X

f(x), (4.1)

其中 X 是线性约束集合. 我们可以用投影梯度法求解上述问题. 设上述问题的线性约束集合为 X, 在

第 k 步迭代点 xk 处, 通过极小化目标函数的局部二次逼近来更新

xk+1 = argmin
x∈X

{
f(xk) + ⟨∇f(xk), x− xk⟩+

1

2αk
∥y − xk∥2

}
, (4.2)
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即投影梯度迭代

xk+1 = PX(xk − αk∇f(xk)). (4.3)

注意到约束集合 X 都是线性约束, X 的几何形状是一个多面体. 而子迭代 (4.2) 是一个二次规划问

题. 如果线性约束集合 X 很复杂, 则 (4.3) 投影步的计算量很大, 投影梯度法效率会很低. 但是注意到

子迭代步 (4.2) 是对优化问题 (4.1) 的一个局部二次逼近, 如果去掉其二次项只做一次逼近, 则子问题

(4.3) 会变成一个线性规划问题:

xk+1 = argmin
x∈X

{f(xk) + ⟨∇f(xk), x− xk⟩}. (4.4)

这样,子迭代的复杂度会降低很多. 这就是条件梯度法的核心思想,通过局部线性逼近来更新 xk+1. 这

样不必做约束集合的投影计算, 降低了子问题的计算复杂度.

本节主要用复杂度分析的框架来研究条件梯度法的复杂度. 注意到子迭代 (4.4) 实际上等价于

xk+1 = argmin
x∈X

⟨∇f(xk), x⟩. (4.5)

在做复杂度分析时, 假设存在一个关于线性约束集合 X 的子程序 LO, 对任意给定向量 p ∈ Rn 返回

线性规划的解 y, 满足

y ∈ argmin
x∈X

⟨p, x⟩. (4.6)

对任意给定的线性约束集合 X 和向量 p ∈ Rn, 我们很容易确定子程序 LO 的计算复杂度 (如内点法

求解线性规划的计算复杂度). 因此, 我们可以研究条件梯度法关于子程序 LO 的分析复杂度 (即条件

梯度法为了达到解精度 ϵ所需调用子程序 LO 的次数),以及条件梯度法的复杂度下界,并且研究加速

条件梯度法的可能性.

条件梯度法又被称为 Frank-Wolfe 算法, 其算法原型由 Frank 和 Wolfe [8] 提出, 其发展历史和近

几年的研究可以参见文献 [9, 10, 24–31]. 近几年来, 条件梯度法受到了机器学习和优化领域的广泛关

注, 主要由于如下原因.

• 子迭代复杂度低: 条件梯度法的子问题是求解一个线性逼近问题, 在很多情形下会比梯度法的

非线性逼近子问题要简单. 在下一节里面, 我们会给出带范数不等式约束优化问题的例子, 比较投影

梯度法和条件梯度法在求解它们时的效率.

• 简单性: 条件梯度法在实现时不需要精心挑选步长, 且步长不依赖于导数的 Lipschitz 常数. 而

梯度法的实现却非常依赖步长的选择, 需要反复地调整以达到收敛的目的. 文献 [29–31] 给出了更详

细的解释.

• 解具有结构性: 下一节可以看到, 条件梯度法的解是约束集合 X 极点的凸组合, 因此具有稀疏

性和低秩性.

本节主要介绍条件梯度法在凸函数和强凸函数下的复杂度分析,具有 LO 子程序的算法在求解约
束光滑优化问题时的复杂度下界, 以及利用 Nesterov 加速梯度法框架导出加速条件梯度法, 并分析其

复杂度.

4.2 条件梯度法

4.2.1 凸优化问题

本小节研究条件梯度法求解凸函数和强凸函数问题时的收敛性和复杂度, 详细内容可参见文

献 [9, 10]. 首先给出条件梯度法求解凸函数优化问题的具体算法 (算法 4.1).
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算法 4.1 条件梯度法 (CndG, 凸函数版本)

输入: 给定 x0 ∈ X, 令 y0 = x0, 取步长 αk ∈ [0, 1].

对 k = 1, . . . , N 执行迭代,

1. 在 yk−1 处调用子程序 FO, 返回 ∇f(yk−1);

2. 在 ∇f(yk−1) 处调用子程序 LO, 返回
xk ∈ argmin

x∈X
⟨∇f(yk−1), x⟩;

3. 令 yk = (1− αk)yk−1 + αkxk.

输出: yN .

条件梯度法有两个迭代点列 {xk} 和 {yk}, 其中 {yk} 是收敛点列. 经过简单变化可以得到 yk =

conv{x0, x1, . . . , xk}, 即收敛点 yk 是点集合 {x0, x1, . . . , xk} 的凸组合. 另外, 由 yk = yk−1 + αk(xk −
yk−1), 条件梯度法可以看作 yk 沿 xk − yk−1 的方向按照步长 αk 进行更新. 为了保证条件梯度法的收

敛性, 我们有两种步长的选择方式, 一种是选取严格递减到零的变步长序列:

αk =
2

k + 1
, k = 1, 2, . . . ; (4.7)

另一种是采取精确搜索的步长, 求解一个一维的优化问题

αk = argmin
α∈[0,1]

f((1− α)yk−1 + αxk). (4.8)

在研究条件梯度法的收敛性和复杂度之前, 我们给出几个条件梯度法比投影梯度法效率高的例子.

例 4.1 (范数约束问题) 考虑带某一范数 ∥ · ∥ 约束的凸优化问题

min
x

f(x)

s.t. ∥x∥ 6 t.
(4.9)

用条件梯度法求解该问题时, 需要计算子问题

xk ∈ argmin
∥x∥6t

⟨∇f(yk−1), x⟩ = −t ·
(
argmax
∥x∥61

⟨∇f(yk−1), x⟩
)
= −t · ∂∥∇f(yk−1)∥∗, (4.10)

其中 ∥z∥∗ = sup{zTx, ∥x∥ 6 1} 是 ∥ · ∥ 的对偶范数. 注意到 (4.10) 条件梯度法的子问题相当于计算一

个对偶范数的次梯度. 如果计算 ∥ · ∥ 范数的次梯度比计算在约束集合 X = {x ∈ Rn : ∥x∥ 6 t} 上的
投影要简单, 那么条件梯度法比投影梯度法效率更高.

例 4.2 (ℓ1 范数约束问题) 考虑带 ℓ1 范数约束的凸优化问题

min
x

f(x)

s.t. ∥x∥1 6 t.
(4.11)

由于 ℓ1 范数的对偶范数是 ℓ∞ 范数, 因此用条件梯度法求解该问题时, 子问题为

xk ∈ −t · ∂∥∇f(yk−1)∥∞. (4.12)

考虑到 ℓ∞ 范数的次梯度为 ∂∥x∥∞ = {v : ⟨v, x⟩ = ∥x∥∞, ∥v∥1 6 1}, 子问题等价于

ik ∈ argmax
i=1,...,n

|∇if(yk−1)|, (4.13)
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xk = −t · sign[∇ikf(yk−1)] · eik , (4.14)

其中 ∇if(yk−1) 表示向量 ∇f(yk−1) 的第 i 个元素, ei 表示第 i 个元素为 1 的单位向量. 可以看到计

算 ∥ · ∥∞ 的次梯度和计算集合 X := {x ∈ Rn : ∥x∥1 6 t} 上的投影都需要 O(n) 的计算复杂度, 但是

条件梯度法子问题计算 (4.13) 和 (4.14) 明显要更简单直接.

例 4.3 (ℓp 范数约束问题) 考虑带 ℓp 范数约束的凸优化问题, 其中 1 6 p 6 ∞,

min
x

f(x)

s.t. ∥x∥p 6 t.
(4.15)

由于 ℓp 范数的对偶范数是 ℓq 范数, 其中 1/p+ 1/q = 1, 因此用条件梯度法求解该问题时, 子问题为

xk ∈ −t · ∂∥∇f(yk−1)∥q. (4.16)

注意到 ℓq 范数的次梯度为 ∂∥x∥q = {v : ⟨v, x⟩ = ∥x∥q, ∥v∥p 6 1}, 子问题等价于

x
(i)
k = −β · sign[∇if(yk−1)] · |∇if(yk−1)|p/q, (4.17)

其中 β 是使得 ∥xk∥q = t 的归一化常数. 可以看到, 除 p = 1, 2,∞ 这些特殊情形, 条件梯度法的子问

题计算复杂度比直接计算点在集合 X = {x ∈ Rn : ∥x∥p 6 t} 上的投影要简单, 后者投影计算需要单

独解一个优化问题.

例 4.4 (核范数约束问题) 考虑带核范数约束的矩阵优化问题

min
X

f(X)

s.t. ∥X∥∗ 6 t,
(4.18)

其中 X ∈ Rm×n, 矩阵核范数 ∥ · ∥∗ 的对偶范数是其谱范数 ∥ · ∥2, 它们的定义如下:

∥X∥∗ =

min{m,n}∑
i=1

σi(X), ∥X∥2 = max
i=1,...,min{m,n}

σi(X). (4.19)

因此, 条件梯度法的子问题为

Xk ∈ −t · ∂∥∇f(Yk−1)∥2. (4.20)

对矩阵范数的次梯度 ∂∥X∥ = {Y : ⟨Y,X⟩ = ∥X∥, ∥Y ∥∗ 6 1}, 设 u 和 v 分别是矩阵 ∇f(Yk−1) 最大奇

异值对应的左、右奇异向量, 注意到,

⟨uvT,∇f(Yk−1)⟩ = uT∇f(Yk−1)v = σmax(∇f(Yk−1)) = ∥∇f(Yk−1)∥2, (4.21)

且 ∥uvT∥∗ = 1, 因此, 矩阵 uvT ∈ ∂∥∇f(Yk−1)∥2, 则条件梯度法子问题等价于

Xk ∈ −t · uvT. (4.22)

可以看到, 条件梯度法计算子问题时只需要计算矩阵最大的奇异值对应的左、右奇异向量. 如果采用

投影梯度法, 其子问题是计算 X 到集合 {X ∈ Rm×n : ∥X∥∗ 6 t} 的投影, 需要对矩阵做全奇异值分

解, 计算量比条件梯度法复杂很多.
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现在给出条件梯度法的收敛性和复杂度分析, 首先按照复杂度分析的框架给出问题模型 F . 考虑

凸函数和强凸函数两种情形, 对于强凸函数, 条件梯度法无法在理论上建立线性收敛的性质, 因此需

要对条件梯度法进行改进, 引入改进的 LO 子程序. 首先, 给出凸函数情形下的问题模型.

问题模型 4.1 考虑约束凸优化问题集合 F = (Σ,O, Tϵ):
• 全局信息 Σ: 目标函数 f ∈ C1,1

L (X), 且 f(x) 是凸函数 (或强凸函数), 约束集合 X 凸且闭有界;

• 局部信息 O: FO 子程序和 LO 子程序 (或改进的 LO 子程序);

• 解的精度 Tϵ: 求全局极小点 x̄ ∈ Rn, 使得 f(x̄)− f∗ 6 ϵ.

衡量条件梯度法的分析复杂度时, 我们需要分别衡量 FO 和 LO 子程序的调用次数. 对于凸优化

问题, 我们有如下收敛性质和分析复杂度.

定理 4.1 设 f(x)是凸函数,条件梯度法 (算法 4.1)在求解问题模型 4.1时取步长 (4.7)或 (4.8),

则产生的序列 {xk} 对任意 k = 1, 2, . . . 满足

f(yk)− f∗ 6 2L

k(k + 1)

k∑
i=1

∥xi − yi−1∥2 6 2L

k + 1
D2

X , (4.23)

且为达到 ϵ 精度需要调用 FO 和 LO 子程序的次数至多为⌈
2LD2

X

ϵ

⌉
− 1. (4.24)

证明 令 γk = 2
k+1 , 记 ȳk = (1− γk)yk−1 + γkxk, 则不管 αk 按下列哪种方式选取:

αk =
2

k + 1
或 αk = argmin

α∈[0,1]

f((1− α)yk−1 + αxk),

对 yk = (1−αk)yk−1+αkxk,都有 f(yk) 6 f(ȳk). 注意到 ȳk−yk−1 = γk(xk−yk−1),由 f(x) ∈ C1,1
L (X),

利用性质 2.6, 有

f(yk) 6 f(ȳk) 6 f(yk−1) + ⟨∇f(yk−1), ȳk − yk−1⟩+
L

2
∥ȳk − yk−1∥2

6 (1− γk)f(yk−1) + γk[f(yk−1) + ⟨∇f(yk−1), x− yk−1⟩] +
Lγ2

k

2
∥xk − yk−1∥2

6 (1− γk)f(yk−1) + γkf(x) +
Lγ2

k

2
∥xk − yk−1∥2, 对任意 x ∈ X, (4.25)

其中不等式 (4.25) 的第 3 个小于等于号成立是因为 xk ∈ minx∈X⟨∇f(yk−1), x⟩, 由最优性条件可以得
到对任意 x ∈ X, 有 ⟨x− xk,∇f(yk−1)⟩ > 0. 将不等式 (4.25) 稍做变换, 对任意 x ∈ X, 有

f(yk)− f(x) 6 (1− γk)[f(yk−1)− f(x)] +
L

2
γ2
k∥xk − yk−1∥2. (4.26)

由引理 2.1 有

f(yk)− f(x) 6 Γk(1− γ1)[f(y0)− f(x)] +
ΓkL

2

k∑
i=1

γ2
i

Γi
∥xi − yi−1∥2. (4.27)

由 γk = 2
k+1 和 γ1 = 1 得到 Γk = 2

k(k+1) , 从而可以得到收敛性不等式

f(yk)− f∗ 6 2L

k(k + 1)

k∑
i=1

∥xi − yi−1∥2 6 2L

k + 1
D2

X . (4.28)

令 2L
k+1D

2
X 6 ϵ, 可以得到分析复杂度结论.
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通过定理 4.1 可以看到, 首先, 条件梯度法寻找 ϵ 近似解所需要调用子程序 LO 和 FO 的次数相
同, 都不超过

O
(
LD2

X

ϵ

)
. (4.29)

在下一节可以看到, 在函数集合 C1,1
L (X) 条件下, 条件梯度法关于子程序 LO 的调用次数 O(1/ϵ) 达

到了算法复杂度下界, 因此是最优的. 但 FO 的调用次数 O(1/ϵ) 并没有达到 C1,1
L (X) 函数集合的复

杂度下界 O(1/
√
ϵ). 其次, 注意到 Lipschitz 常数 L 和 DX 都与设定的范数 ∥ · ∥ 有关, 即 L ≡ L∥·∥,

DX ≡ DX,∥·∥. 尽管条件梯度法的分析复杂度结论 (4.29) 与范数无关, 但实际上, 可以利用这一性质选

择合适的范数, 使得分析复杂度关于范数达到极小

O(1) inf
∥·∥

{
L∥·∥DX,∥·∥

ϵ

}
. (4.30)

例如, 当约束集合 X 是单纯形时, 可以选取 ∥ · ∥ = ∥ · ∥1. 最后, 注意到 (4.23) 中收敛速度依赖于

∥xi − yi−1∥2, 但实际上其值并不一定随着 k 增加而趋于 0. 例如, 设 X 是多面体, 则由子问题是线性

规划, 知道其解 xi 是 X 的顶点. 考虑到 {yi} → y∗, 其中 x∗ 是最优解, 除非 x∗ 也是 X 多面体的顶

点, 则当 k 足够大时, ∥xi − yi−1∥ 并不会趋于 0.

4.2.2 强凸优化问题

本小节考虑条件梯度法求解强凸优化问题的收敛性. 为此, 我们需要对 LO 子程序做一些改进,

从而改善条件梯度法在求解强凸问题时的 LO 分析复杂度. 更具体地, 对改进的 LO 子程序输入某一
给定的 p ∈ Rn 和 x0 ∈ X , 能够返回下列优化问题的最优解:

min{⟨p, x⟩ : x ∈ X, ∥x− x0∥ 6 R}. (4.31)

改进的 LO 子程序的复杂度与范数的选择有关. 实际上, 可以选择特定的范数来降低优化问题 (4.31)

的复杂度. 例如, 当 X 是多面体时, 我们可以取 ∥ · ∥ = ∥ · ∥∞ 或 ∥ · ∥ = ∥ · ∥1, 则改进的 LO 子程序
与原 LO 的复杂度相同, 都是求解一个线性规划问题. 但是 ∥ · ∥ 的选取会改变 L 和 µ 的值. 在改进

的 LO 基础上, 文献 [10] 给出了求解强凸优化问题的收缩条件梯度法 (shrinking conditional gradient

(S-CndG) method), 见算法 4.2.

算法 4.2 收缩条件梯度法 (S-CndG)

输入: p0 ∈ X, 令 R0 = DX .

对 t = 1, 2, . . . 执行迭代,

令 y0 = pt−1.

对 k = 1, . . . , 8L/µ 执行迭代,

1. 调用改进的 LO 子程序计算
xk ∈ argmin

x∈Xt−1

⟨∇f(yk−1), x⟩,

其中 Xt−1 := {x ∈ X : ∥x− pt−1∥ 6 Rt−1};
2. 令 yk = (1− αk)yk−1 + αkxk, 其中 αk ∈ [0, 1].

令 pt = yk 和 Rt = Rt−1/
√
2.

定理 4.2 设 f(x) ∈ F1,1
L,µ, 收缩条件梯度法 4.2 在求解问题模型 4.1 时取步长 (4.7) 或 (4.8), 产
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生的序列 {pt} 对任意 t = 1, 2, . . . 满足

f(pt)− f∗ 6 µR0

2t
, (4.32)

且为达到 ϵ 精度需要调用 FO 和改进的 LO 子程序的次数至多是

8L

µ

⌈
max

(
log2

µR0

ϵ
, 1

)⌉
. (4.33)

证明 令 K ≡ 8L/µ, 首先证明对任意的 t > 0 有 x∗ ∈ Xt. 使用归纳法, 当 t = 0 时,

∥x∗ − p0∥ 6 R0 = DX ,

因此, x∗ ∈ X0. 假设对任意 t > 1, x∗ ∈ Xt−1 成立. 在定理 4.1 的证明过程中令 X = Xt, 可知第 t 次

外迭代, 对 k = 1, . . . ,K, 有

f(yk)− f∗ 6 2L

k(k + 1)

k∑
i=1

∥xi − yi−1∥2 6 2L

k + 1
R2

t−1, k = 1, . . . ,K. (4.34)

当 k = K 时, pt = yK , 由强凸函数的性质 f(yK)− f∗ > µ
2 ∥yK − x∗∥2, 有

∥pt − x∗∥2 6 2

µ
[f(pt)− f∗] 6 4L

µ(K + 1)
R2

t−1 6 1

2
R2

t−1 = R2
t . (4.35)

因此, 我们证明了 x∗ ∈ Xt 对任意 t > 0 成立. 我们现在可以给出 ϵ 近似解所需要的 LO 和 FO 上界.

注意到 (4.35) 以及 Rt 的定义, 有

f(pt)− f∗ 6 µ

2
R2

t =
µR0

2t
. (4.36)

因此为得到 ϵ近似解所需要的外迭代次数不超过 ⌈max{log2(µR0/ϵ), 1}⌉,考虑到内迭代次数恒定为 K,

可以证明改进的 LO 子程序调用次数不超过 (4.33).

4.2.3 加速框架下的条件梯度法

本小节在加速梯度法框架中引入条件梯度法的 LO 子程序, 具体地, 在加速梯度法中, 将非线性

逼近子问题修改为线性逼近的子问题, 从而可以得到不同的收敛性结果. 加速框架下的条件梯度法

(primal averaging conditional gradient (PA-CndG) method) 由文献 [10] 提出, 具体算法见算法 4.3.

算法 4.3 加速框架下的条件梯度法 (PA-CndG)

输入: x0 ∈ X, 步长序列 {αk}, αk ∈ [0, 1], 令 y0 = x0.

对 k = 1, 2, . . . 执行迭代,

1. zk = k−1
k+1

yk−1 + 2
k+1

xk−1;

2. 令 pk = ∇f(zk), 调用 LO 子程序计算
xk ∈ argmin

x∈X
⟨pk, x⟩;

3. yk = (1− αk)yk−1 + αkxk.

输出
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定理 4.3 算法 4.3 在求解问题模型 4.1 时取步长 (4.7) 或 (4.8), 则产生的序列 {xk} 和 {yk} 对
任意 k = 1, 2, . . . 满足

f(yk)− f∗ 6 2L

k(k + 1)

k∑
i=1

∥xi − xi−1∥2 6 2L

k + 1
D2

X . (4.37)

证明 令 γk = 2
k+1 , 记 ȳk = (1 − γk)yk−1 + γkxk, 则不管 αk 按 (4.7) 或 (4.8) 哪种方式选取, 对

yk = (1 − αk)yk−1 + αkxk, 都有 f(yk) 6 f(ȳk). 由算法 4.3 的定义, 有 zk−1 = (1 − γk)yk−1 + γkxk−1,

因此, ȳk − zk−1 = γk(xk − xk−1). 由性质 2.6 有

f(yk) 6 f(ȳk) 6 f(zk−1) + ⟨∇f(zk−1), ȳk − zk−1⟩+
L

2
∥ȳk − zk−1∥2

= (1− γk)[f(zk−1) + ⟨∇f(zk−1), yk−1 − zk−1⟩]

+ γk[f(zk−1) + ⟨∇f(zk−1), xk − zk−1⟩] +
Lγ2

k

2
∥xk − xk−1∥2

6 (1− γk)f(yk−1) + γk[f(zk−1) + ⟨∇f(zk−1), x− zk−1⟩] +
Lγ2

k

2
∥xk − xk−1∥2

6 (1− γk)f(yk−1) + γkf(x) +
Lγ2

k

2
∥xk − xk−1∥2, 对任意 x ∈ X, (4.38)

其中不等式 (4.38) 的第 3 个小于等于号成立是利用了 f 的凸性以及 xk ∈ minx∈X⟨∇f(zk−1), x⟩ 的最
优性条件.由最优性条件,对任意的 x ∈ X, 不等式 ⟨x− xk,∇f(zk−1)⟩ > 0成立. 将不等式 (4.38)两边

同时减去 f(x), 对任意的 x ∈ X, 有

f(yk)− f(x) 6 (1− γk)[f(yk−1)− f(x)] +
L

2
γ2
k∥xk − xk−1∥2. (4.39)

由引理 2.1, 有

f(yk)− f(x) 6 Γk(1− γ1)[f(y0)− f(x)] +
ΓkL

2

k∑
i=1

γ2
i

Γi
∥xi − xi−1∥2. (4.40)

由 γk = 2
k+1 和 γ1 = 1 得到 Γk = 2

k(k+1) , 于是, 对任意 x ∈ X, 有

f(yk)− f∗ 6 2L

k(k + 1)

k∑
i=1

∥xi − xi−1∥2 6 2L

k + 1
D2

X . (4.41)

上述收敛性不等式成立.

比较条件梯度法的收敛性结果 (4.23) 和加速框架下的条件梯度法收敛性结果 (4.37), 我们可以发

现: 对于条件梯度法, 收敛性速度与 ∥xk − yk−1∥ 的变化有关, 而 ∥xk − yk−1∥ 不一定随着 k 增加收敛

到 0; 对于加速框架下的条件梯度法, 收敛速度与 ∥xk − xk−1∥ 有关, 而 ∥xk − xk−1∥ 是否随 k 增加收

敛到 0 依赖于约束集合 X 的结构以及 ∥pk+1 − pk∥. 令 γk = 2
k+1 , 注意到 zk = (1− γk)yk−1 + γkxk−1,

yk = (1− αk)yk−1 + αkxk, 因此,

zk+1 − zk = (yk − yk−1) + γk+1(xk − yk−1) + γk(xk−1 − yk−1)

= αk(xk − yk−1) + γk+1(xk − yk−1) + γk(xk−1 − yk−1). (4.42)
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令 αk = γk, 则有 ∥zk+1 − zk∥ 6 3γkDX , 注意到 f(x) ∈ C1,1
L (X),

∥pk+1 − pk∥∗ = ∥∇f(zk+1)−∇f(zk)∥∗ 6 3γkLDX . (4.43)

因此, pk+1 和 pk 的差随着 k 增加趋向 0 (因为 γk 随着 k 增加单调递减到 0). 我们可以加入一些关于

LO 更强的假设 (在某些局部下满足) 来提高 PA-CndG 的收敛性. 例如,

∥xk − xk−1∥ 6 Q∥pk − pk−1∥ρ∗, 对某一 k > N. (4.44)

文献 [10] 给出了类似 (4.44) 条件下加速框架下条件梯度法的收敛速度. 可以看到, 在此类条件下, 收

敛速度有了明显的提高.

定理 4.4 算法 4.3 取步长 αk = 2
k+1 , 假设子程序 LO 满足

∥xk − xk−1∥ 6 Q∥pk − pk−1∥ρ∗, k > 2. (4.45)

对某些给定的 ρ ∈ (0, 1] 和 Q > 0, 对任意的 k > 1, 有如下收敛性结果:

f(yk)− f∗ 6 O(1)



Q2L2ρ+1D2ρ
X

(1− 2ρ)k2ρ+1
, ρ ∈ (0, 0.5),

Q2L2DX log(k + 1)

k2
, ρ = 0.5,

Q2L2ρ+1D2ρ
X

(2ρ− 1)k2
, ρ ∈ (0.5, 1].

4.3 复杂度下界

本小节研究问题模型 4.1 关于 LO 子程序的分析复杂度下界. 首先定义带 LO 子程序的解算法
S, 考虑其最一般的框架形式 (算法 4.4).

算法 4.4 条件梯度法的一般框架

输入: x0 ∈ X.

对 k = 1, . . . , N 执行迭代,

1. 确定线性逼近函数 ⟨pk, ·⟩;
2. 调用 LO 子程序计算 xk ∈ argminx∈X⟨pk, x⟩;
3. 输出 yk ∈ conv{x0, . . . , xk}.

注意到上述算法框架的变化形式很多. 首先, 算法 4.1 和 4.3 都是其特殊情形. 其次, 对于线性逼

近函数 ⟨pk, ·⟩ 没有任意限制. 例如, 当 f 光滑时, pk 可以是某个可行点处的梯度, 或者是历史梯度的

一些线性组合. 当 f 非光滑时, pk 可以是 f 光滑逼近函数的梯度. 我们也可以考虑 pk 包含噪声, 或者

一些二阶梯度信息.最后, 输出的解 yk 是点集合 {x0, . . . , xk}的凸组合,因此, 输出的解可以有多种多

样的组合方式, 与 {xk} 中任意一个点都不同.

将上述算法框架与一阶算法进行比较可以发现, 一方面, 条件梯度法的一般框架求解线性逼近的

子问题, 而一阶算法需要求解非线性子问题 (投影或近似点算子的计算); 另一方面, 条件梯度法的一

般框架对于算法的迭代方向 pk 和输出的点 yk 比一阶算法更为灵活.

为了研究优化问题关于 LO 子程序分析复杂度下界, 按照复杂度分析理论, 我们需要定义问题模

型 F、解算法 S 和解算法集合M. 对于问题模型 F , 考虑其中全局信息为 f ∈ C1,1
L,∥·∥(X) 且是凸函数
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的情形. 具体的解算法 S 定义为算法 4.4 框架里可以将问题模型 F 求解到 ϵ 精度的算法. 解算法集

合M 定义为所有这样形式的解算法 S 组成的集合. 因此需要估计

Compl(ϵ) = inf
S∈M

ComplS(ϵ), (4.46)

其中 ComplS(ϵ) 是解算法 S 求解问题集合 F 时 LO 分析复杂度的上界. 我们无法直接计算出

Compl(ϵ), 只能给出 Compl(ϵ) 的一个下界估计. 但按照复杂度分析理论 [3, 6], 我们需要构造 F 中
的一个函数, 对该函数调用子程序 LO 所获得的局部信息很少, 导致解算法集合 M 中的所有算法在

求解它时的效率都不高. 文献 [10] 给出了如下复杂度下界结果.

定理 4.5 (光滑优化问题的 LO 复杂度下界) 为了达到 ϵ > 0 近似解, 解算法集合M 中的任意

解算法 S 在求解全局信息为凸函数和 C1,1
L,∥·∥(X)的问题模型 F 时所调用的 LO子程序次数 ComplS(ϵ)

满足

ComplS(ϵ) >
⌊
min

{
n

4
,
LD2

X

8ϵ

}⌋
− 1 (4.47)

对任意 S ∈ M 成立.

证明 考虑凸优化问题

f∗ = min
x∈X

{
f(x) :=

L

2

n∑
i=1

(x(i))2
}
, (4.48)

其中 x(i) 是 x 的第 i 个元素, X := {x ∈ Rn :
∑n

i=1 x
(i) = D,x(i) > 0}, D > 0, 容易看到 (4.48) 的最优

解 x∗ 和最优值 f∗ 分别为

x∗ =

{
D

n
, . . . ,

D

n

}
, f∗ =

LD2

n
, (4.49)

且函数 f(x) ∈ C1,1
L,∥·∥(X), 其中 ∥ · ∥取 ∥ · ∥2. 不失一般性, 我们可以假设算法的初始点是 x0 = De1, 其

中 e1 = (1, 0, . . . , 0) 是单位向量. 如果选择随机初始点 x0 ∈ X, 我们可以构造相似问题

min
x

(x(1))2 +

n∑
i=2

(x(i) − x
(i)
0 )2

s.t. x(1) +
n∑

i=2

(x(i) − x
(i)
0 ),

x(1) > 0,

x(i) − x
(i)
0 > 0, i = 2, . . . , n.

(4.50)

然后对该问题进行分析.

现用算法集合M 中的解算法 S 求解 (4.48). 在第 k 次迭代, 算法调用 LO 子程序, 对任意的输

入 pk 输出新的迭代点 xk ∈ Argminx∈X⟨pk, x⟩. 由于 X 是单纯形, 则 xk ∈ {De1, De2, . . . , Den}, ei
(i = 1, . . . , n)是 Rn 第 i个单位向量. 注意到 xk 会有重复相同的情形,记 xk = Depk

,其中 1 6 pk 6 n.

由算法 4.4 定义有 yk ∈ D Conv{x0, x1, . . . , xk}. 因此,

yk ∈ D Conv{e1, ep1 , . . . , epk
}. (4.51)

假设 {e1, ep1 , . . . , epk
}中 q个向量线性独立,其中 1 6 q 6 k+1 6 n. 不失一般性,记 {e1, ep1 , . . . , epq−1}

线性独立. 因此,

f(yk) > min
x

{f(x) : x ∈ D · conv{e1, ep1 , . . . , epk
}}
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= min
x

{f(x) : x ∈ D · conv{e1, ep1 , . . . , epq−1}}

=
LD2

2q
> LD2

2(k + 1)
. (4.52)

上述不等式与 (4.49) 结合, 对任意 k = 1, . . . , n− 1,

f(yk)− f∗ > LD2

2(k + 1)
− LD2

n
(4.53)

成立. 注意到 DX =
√
2D, 定义

K :=

⌊
min

{
n

4
,
LD2

X

8ϵ

}⌋
− 1. (4.54)

由 (4.53), 对任意的 1 6 k 6 K, 有

f(yk)− f∗ > LD2

2(K + 1)
− LD2

n

> LD2

min{n
2 ,

LD2

2ϵ }
− LD2

n

=
LD2

min{n, LD2

ϵ }
+

(
LD2

min{n, LD2

ϵ }
− LD2

n

)
> LD2

LD2

ϵ

+

(
LD2

n
− LD2

n

)
.

证毕.

由上述定理可以看出, 当 n 足够大时, 光滑优化问题的 LO 复杂度下界为

O
(
LD2

X

ϵ

)
. (4.55)

4.4 加速条件梯度法

利用加速梯度法框架, 同样可以得到加速的条件梯度法. 这里的加速, 指的是 FO 的调用次数减
少, 算法效率的提高. 从上一节可知条件梯度法已经在 LO 的调用次数上达到了最优, 但对于 FO 的
调用次数并没有达到最优. 因此, 我们可以利用加速梯度法的框架来减少对 FO 的调用次数. 文献 [9]

给出了加速条件梯度法的框架,又称为条件梯度滑动算法 (conditional gradient sliding (CGS) method),

见算法 4.5.

算法 4.5 加速条件梯度法

输入: x0 ∈ X 和总迭代次数 N , 取 βk > 0, ηk > 0, γk ∈ [0, 1], 令 y0 = x0.

对 k = 1, . . . , N 执行迭代,

zk = (1− γk)yk−1 + γkxk−1, (4.56)

xk = CndG(f ′(zk), xk−1, βk, ηk), (4.57)

yk = (1− γk)yk−1 + γkxk. (4.58)

输出: yN .
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加速条件梯度法也有 3 个迭代序列 {xk}、{yk} 和 {zk}, 以及 3 个待定的参数序列 {γk}、{βk} 和
{ηk}. 与算法 2.3不同之处在于算法 4.5第二步中 xk 的更新方式. 加速梯度法通过直接精确求解非线

性优化问题得到 xk, 而加速条件梯度法实际上是通过非精确求解非线性优化问题来更新 xk, 具体来

说, 加速条件梯度法是用条件梯度法来求解非线性优化的子问题, 其中更新 xk 的子程序 CndG 如下:

子程序 CndG u+ = CndG(g, u, β, η)

1. 令 u1 = u 和 t = 1;

2. 调用 LO 求解下面子问题, 令 vt 表示其最优解,

Vg,u,β(ut) = max
x∈X
⟨g + β(ut − u1), ut − x⟩; (4.59)

3. 若 Vg,u,β(ut) 6 η, 令 u+ = ut 并且停机;

4. 令 ut+1 = (1− αt)ut + αtvt, 其中

αt = min

{
1,
⟨β(u− ut)− g, vt − ut

β∥vt − ut∥2

}
; (4.60)

5. 取 t← t+ 1 转步 2.

可以看到子程序 CndG 的收敛点列是 {ut}. 记 ϕ(x) := ⟨g, x⟩+ β
2 ∥x− u∥2, 子程序 CndG 可以被

看成是利用条件梯度法求解 minx∈X ϕ(x). 注意到 ∇ϕ(x) = g + β⟨x− u⟩, 因此, (4.59) 等价于

vt ∈ argmax
x∈X

⟨∇ϕ(ut), ut − x⟩ = argmin
x∈X

⟨∇ϕ(ut), x⟩. (4.61)

因此可以写出子程序 CndG 更新 xk 的等价形式. 求解优化问题

min
x∈X

{
ϕ(x) := ⟨g, x⟩+ βk

2
∥x− u1∥2

}
, (4.62)

其中 g = ∇f(zk), u1 = xk−1, 对 t = 1, 2, . . . 执行迭代,

(1) vt = argminx∈X⟨∇ϕ(ut), x⟩;
(2) ut+1 = (1− αt)ut + αtvt;

(3) 当 Vg,u1,β(ut) := maxx∈X⟨∇ϕ(ut), ut − x⟩ 6 η 时停止迭代, 其中 Vg,u,β 又被称为 Wolfe 间隔,

表示约束优化问题最优性条件的满足程度. 步长 αt 的选取实际上等价于下面的优化问题:

αt = argmin
α∈[0,1]

ϕ((1− α)ut + αvt). (4.63)

可以看出, 加速条件梯度法的迭代点 xk 是非线性投影子问题

min
x∈X

{
ϕk(x) := ⟨∇f(zk), x⟩+

βk

2
∥x− xk−1∥2

}
(4.64)

满足约束条件

⟨∇ϕk(xk), xk − x⟩ := ⟨∇f(zk) + βk⟨xk − xk−1, xk − x⟩ 6 ηk, ∀x ∈ X (4.65)

的近似解.

为了证明加速条件梯度法的收敛性和复杂度,我们采取分步的策略.第一步,确定子程序 CndG的

收敛性和复杂度; 第二步, 确定外迭代的收敛性和复杂度. 记 ϕ∗
k 表示第 k 步所近似求解的非线性投影

问题 (4.64) 的精确解. 首先考虑内迭代子程序 CndG 的收敛性和复杂度.
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子程序 CndG 的复杂度:

首先,考虑子程序求解的优化问题 (4.64) minx∈X ϕk(x)的收敛性,即 ϕk(ut)−ϕ∗
k 的收敛性和复杂

度. 为了简化记号, 我们在分析中省略外迭代下标 k, 即用 ϕ(x) 代替 ϕk(x), 用 β 和 η 分别代替 βk 和

ηk. 利用引理 2.1 的分析方法, 构造序列 {λt} 和 {Γt}, 满足

Λt+1 = Λt(1− λt+1), ∀ t > 2. (4.66)

我们可以取 λt := 2/t, 于是 Λt = 2/[t(t− 1)]. 令 ūt+1 = (1− λt+1)ut + λt+1vt, 可以推出

ūt+1 − ut = λt+1(vt − ut).

注意到 ut+1 = (1− αt)ut + αtvt 和 αt = argminα∈[0,1] ϕ((1− α)ut + αvt), 可以推出 ϕ(ut+1) 6 ϕ(ūt+1).

由 ϕ(x) ∈ C1,1
L (X), 利用引理 2.1, 有

ϕ(ut+1) 6 ϕ(ūt+1) 6 ϕ(ut) + ⟨ϕ′(ut), ūt+1 − ut⟩+
β

2
∥ūt+1 − ut∥2

= ϕ(ut) + λt+1⟨ϕ′(ut), vt − ut⟩+
βλ2

t+1

2
∥vt − ut∥2

6 (1− λt+1)ϕ(ut) + λt+1[ϕ(ut) + ⟨ϕ′(ut), vt − ut⟩] +
βλ2

t+1

2
∥vt − ut∥2

6 (1− λt+1)ϕ(ut) + λt+1ϕ(x) +
βλ2

t+1

2
∥vt − ut∥2. (4.67)

上面不等式两边同时减去 ϕ(x) 可以得到 ϕk(ut+1)− ϕ∗
k 误差的估计不等式

ϕ(ut+1)− ϕ(x) 6 (1− λt+1)[ϕ(ut)− ϕ(x)] +
βλ2

t+1

2
∥vt − ut∥2, ∀x ∈ X. (4.68)

将上式从 1 到 t 求和得到

ϕ(ut+1)− ϕ(x) 6 Λt+1(1− λ2)[ϕ(u1)− ϕ(x)] + Λt+1β
t∑

j=1

λ2
j+1

2Λj+1
∥vj − uj∥2 6 2βD2

X

t+ 1
. (4.69)

取 x = x∗, 我们得到 ϕk(ut)− ϕ∗
k 的收敛速度估计为

ϕ(ut+1)− ϕ∗ 6 2βD2
X

t+ 1
. (4.70)

有了收敛速度,我们可以估计子程序的复杂度.注意到子程序 CndG的复杂度的停止条件为 Vg,u1,β(ut)

6 η,因此需要建立 Vg,u1,β(ut)与 ϕ(ut)−ϕ∗ 之间的关系.记 ∆t := ϕ(ut)−ϕ∗ 和 V (ut) := Vg,u1,β(ut) =

⟨∇ϕ(ut), ut − vt⟩, 代入不等式 (4.67) 得到

λt+1V (ut) 6 ϕ(ut)− ϕ(ut+1) +
βλ2

t+1

2
∥vt − ut∥2

= ∆t −∆t+1 +
βλ2

t+1

2
∥vt − ut∥2. (4.71)

将上式两边同除以 Λt+1 并从 t = 1 加到某一给定的 t, 可得

t∑
j=1

λj+1

Λj+1
V (uj) 6

t∑
j=1

(
∆j

Λj+1
− ∆j+1

Λj+1

)
+

t∑
j=1

βλ2
j+1

2Λj+1
∥vj − uj∥2
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= −∆t+1

Λt+1
+

t∑
j=2

(
1

Λj+1
− 1

Λj

)
∆j +

∆1

Λ2
+

t∑
j=1

βλ2
j+1

2Λj+1
∥vj − uj∥2

6
t∑

j=1

j∆j + tβD2
X . (4.72)

不等式 (4.72) 成立是因为 λt := 2/t 和 Λt = 2/[t(t − 1)], 因此, Λ2 = 1, 1/Λj+1 − 1/Λj = j. 由 (4.70),

可得

∆j = ϕ(uj)− ϕ∗ 6 2βD2
X

t+ 1
,

因此有
t∑

j=1

j∆j + tβD2
X 6 2βD2

X

t+ 1

t∑
j=1

j + tβD2
X = 3tβD2

X . (4.73)

将不等式 (4.73) 代入 (4.72) 可以得到

min
j=1,...,t

V (uj)
t∑

j=1

λj+1

Λj+1
6

t∑
j=1

λj+1

Λj+1
V (uj) 6 3tβD2

X . (4.74)

注意到
t∑

j=1

λj+1

Λj+1
=

t(t+ 1)

2
, (4.75)

代入 (4.74) 得

min
j=1,...,t

V (uj) 6
6βD2

X

t+ 1
. (4.76)

考虑在外迭代第 k 步时, 令上面不等式右端小于给定 ηk, 我们可以得到子程序 CndG 的复杂度 Tk 为

Tk =

⌈
6βkD

2
X

ηk

⌉
. (4.77)

外迭代的复杂度:

对于外迭代, 其框架与加速梯度法相同. 由 (2.69) 可以得到

f(yk) 6 (1− γk)f(yk−1) + γk[f(zk) + ⟨∇f(zk), xk − zk⟩] +
Lγ2

k

2
∥xk − xk−1∥2. (4.78)

由于 xk 是子问题 minx∈X{⟨∇f(zk), x⟩+ βk

2 ∥x− xk−1∥22} 的 ηk 精度的近似解, 即最优性条件满足

⟨∇f(zk) + βk(xk − xk−1), x− xk⟩ > ηk, ∀x ∈ X, (4.79)

等价于

⟨xk−1 − xk, xk − x⟩ 6 1

βk
⟨∇f(xk), x− xk⟩+

ηk
βk

. (4.80)

利用上述不等式, 我们可以估计 xk 与 xk−1 的逼近程度,

1

2
∥xk − xk−1∥2 =

1

2
∥xk−1 − x∥2 − ⟨xk−1 − xk, xk − x⟩ − 1

2
∥xk − x∥2

6 1

2
∥xk−1 − x∥2 + 1

βk
⟨∇f(zk), x− xk⟩ −

1

2
∥xk − x∥2 + ηk

βk
. (4.81)
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上述不等式两边同乘以 Lγ2
k, 并注意到 Lγk 6 βk, 我们可以推出

Lγ2
k

2
∥xk − xk−1∥2 6 Lγ2

k

2
∥xk−1 − x∥2 + γk⟨∇f(zk), x− xk⟩ −

Lγ2
k

2
∥xk − x∥2 + γkηk. (4.82)

将 (4.82) 代入 (4.78) 并利用 f(x) 的凸性, 可以得到

f(yk)− f(x) 6 (1− γk)[f(yk−1)− f(x)] +
βkγk
2

(∥xk−1 − x∥2 − ∥xk − x∥2) + γkηk. (4.83)

利用引理 2.1 得到收敛性估计的不等式

f(yk)− f(x) 6 Γk(1− γ1)

Γ1
(f(y0)− f(x))

+
Γk

2

k∑
i=1

βiγi
Γi

(∥xi−1 − x∥2 − ∥xi − x∥2) + Γk

k∑
i=1

γiηi
Γi

. (4.84)

令 DX = supx,y∈X ∥x− y∥, D0 = ∥x0 − x∗∥2, 分析上面不等式, 注意到,

k∑
i=1

βiγi
Γi

(∥xi−1 − x∥2 − ∥xi − x∥2)

=
β1γ1
Γ1

∥x0 − x∥2 +
k∑

i=2

(
βiγi
Γi

− βi−1γi−1

Γi−1

)
∥xi−1 − x∥2 − βkγkΓk∥xk − x∥2

6 β1γ1
Γ1

∥x0 − x∥2 +
k∑

i=2

(
βiγi
Γi

− βi−1γi−1

Γi−1

)
·D2

X

6 βkγk
Γk

D2
X . (4.85)

因此, 对任意序列 {βk}、{γk} 和 {Γk} 满足 Lγk 6 βk 时有

f(yk)− f(x) 6 βkγk
2

D2
X + Γk

k∑
i=1

γiηi
Γi

. (4.86)

若序列 {βk}、{γk} 和 {Γk} 满足 Lγk 6 βk 且

βkγk
Γk

> βk−1γk−1

Γk−1
, 对任意 k > 2, (4.87)

则有

f(yk)− f(x) 6 Γk
β1γ1
2

∥x0 − x∥2 + Γk

k∑
i=1

γiηi
Γi

. (4.88)

综上, 我们可以通过构造序列 {βk}、{γk} 和 {ηk} 来得到算法的收敛速率.

定理 4.6 若 f ∈ C1,1
L (Rn) 且是凸函数, 则加速条件梯度法求解问题模型 2.4 的收敛速率如下.

(1) 取 βk = 3L
k+1、γk = 3

k+2 和 ηk =
LD2

X

k(k+1) 时, 外迭代收敛速度为

f(yk)− f(x∗) 6 15LD2
X

2(k + 1)(k + 2)
. (4.89)
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若外迭代总次数 (FO 的分析复杂度) 为 N , 则内迭代总次数 (LO 的分析复杂度) 上界为

N∑
k=1

Tk 6 9N2 + 10N. (4.90)

加速条件梯度法为了得到 ϵ 近似解所需要的 FO 和 LO 复杂度上界分别为

N(FO) =

√
15LD2

X

2ϵ
, N(LO) =

135LD2
X

2ϵ
+ 10

√
15LD2

X

2ϵ
. (4.91)

(2) 令外迭代总次数 N 固定, 取 βk = 2L
k 、γk = 2

k+1 和 ηk =
2LD2

0

Nk , 则外迭代收敛速度为

f(yN )− f∗ 6 6LD2
0

N(N + 1)
. (4.92)

内迭代总次数 (LO 的分析复杂度) 为

N∑
k=1

Tk 6 6N2D2
X

D2
0

+N. (4.93)

加速条件梯度法为了得到 ϵ 近似解所需要的 FO 和 LO 复杂度上界分别为

N(FO) = O
(
D0

√
L

ϵ

)
, N(LO) = O

(
LD2

X

ϵ
+D0

√
L

ϵ

)
. (4.94)

证明 对于定理的第一部分, 当取 βk = 3L
k+1、γk = 3

k+2 和 ηk =
LD2

X

k(k+1) 时满足 Lγk 6 βk, 根据 Γk

的定义, 有

Γk =
6

k(k + 1)(k + 2)
,

ηiγi
Γi

= 3LD2
X . (4.95)

因此, 由 (4.86), 有

f(yk)− f(x∗) 6 9LD2
X

2(k + 1)(k + 2)
+

6

k(k + 1)(k + 2)

k∑
i=1

ηiγi
Γi

6 15LD2
X

2(k + 1)(k + 2)
. (4.96)

令不等式 (4.96) 右端小于 ϵ, 则可以得到子程序 FO 的分析复杂度为

N(FO) =

√
15LD2

X

2ϵ
. (4.97)

若外迭代次数为 N , 则内迭代总次数的上界为

N∑
k=1

Tk 6
N∑

k=1

(
6βkD

2
X

ηk
+ 1

)
= 18

N∑
k=1

k +N = 9N2 + 10N. (4.98)

而子程序 LO 的分析复杂度为

N(LO) = 9N2(FO) + 10N(FO) =
135LD2

X

2ϵ
+ 10

√
15LD2

X

2ϵ
. (4.99)

对于定理的第二部分, 当外迭代总次数 N 提前固定, 取 βk = 2L
k 、γk = 2

k+1 和 ηk =
2LD2

0

Nk , 则

Γk =
2

k(k + 1)
,

γkηk
Γk

=
2LD2

0

N
.
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于是, 由 (4.88) 外迭代收敛速度为

f(yN )− f∗ 6 β1ΓN

2
∥x0 − x∥2 + ΓN

N∑
i=1

γiηi
Γi

=
6LD2

0

N(N + 1)
. (4.100)

令不等式 (4.100) 右端小于 ϵ, 则可以得到子程序 FO 的分析复杂度为

N(FO) = O
(
D0

√
L

ϵ

)
. (4.101)

由 (4.77) 得到内迭代总次数 (LO 的分析复杂度) 为

N∑
k=1

Tk 6
N∑

k=1

(
6βkD

2
X

ηk
+ 1

)
=

6N2D2
X

D2
0

+N. (4.102)

因此, 子程序 LO 的分析复杂度为

N(LO) =
6D2

X

D2
0

N2(FO) +N(FO) = O
(
LD2

X

ϵ
+D0

√
L

ϵ

)
. (4.103)

证毕.

由上述定理可以看出,加速条件梯度法的 FO 和 LO 分析复杂度分别达到了函数集合 C1,1
L (X)对

应的复杂度下界, 即 O(1/
√
ϵ) 和 O(1/ϵ).

5 随机优化算法的复杂度分析

5.1 引言

本节研究随机优化问题的复杂度分析. 首先, 定义随机优化问题的具体形式. 考虑随机优化问题

min
x∈X

{f(x) := Eξ[F (x, ξ)]}, (5.1)

其中 X ⊂ Rn 是一个非空有界闭凸集合; ξ 是一个随机向量, 其分布 P 的支撑集满足 Ξ ⊂ Rd. 定义函

数 F : X × Ξ → R, 对任意 ξ ∈ Ξ, F (x, ξ) 都是凸函数, 且关于 ξ 的期望

E[F (x, ξ)] =

∫
Ξ

F (x, ξ)dP (ξ) (5.2)

是有意义的, 且对任意 x ∈ X 都为有限值. 因此, 我们可以推出 f(·) 在 X 上是凸的并且具有有限值.

同样, 由凸函数在有界闭集上连续, 我们推出 f(·) 在 X 上连续.

有了这些假设, (5.1) 变成了一个确定的凸优化问题. 但在求解优化问题 (5.1) 前, 我们需要首先

计算出期望 (5.2) 的具体形式. 从计算复杂度角度讲, 即使 ξ 的分布 P 已知, 随着维数的增加, (5.2)

的计算也会变得很困难. 事实上, 对任意 x ∈ X, 我们需要计算 f(x) 的一个近似逼近值 f̂(x), 使得

|f̂(x)− f(x)| 6 ϵ, 而这需要在不同的 ξ ∈ Ξ 处计算 O( 1
ϵm ) 次 f(x, ξ). 因此在高维情形下, 直接求解优

化问题 (5.1)很困难,我们需要采用随机算法,例如, Monte Carlo抽样技巧来降低求解 (5.1)的复杂度.

为此, 我们需要对问题 (5.1) 做如下假设:

(A1)对于随机向量 ξ, 存在已知的 Monte Carlo策略,能够产生一系列独立同分布的样本 {ξi}Ni=1.

对于随机优化问题 (5.1),我们给出随机向量 ξ 分布已知和未知情形下的两个常见例子: 随机效用

模型 (stochastic utility model) 和机器学习模型.
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例 5.1 (随机效用模型) 常见的形式是

min
x∈X

{
f(x) = Eξ

[
ϕ

( n∑
i=1

(
i

n
+ ξi

)
xi

)]}
, (5.3)

其中

X =

{
x ∈ Rn : x > 0,

n∑
i=1

xi = 1

}
,

ξi 独立且 ξi ∼ N(0, 1), ϕ(·) 是逐段线性的凸函数,

ϕ(t) = max{a1t+ b1, . . . , amt+ bm}, (5.4)

其中 ai 和 bi 是已知常数.

例 5.2 (机器学习模型) 对于机器学习中的分类或回归问题,我们有 n个训练样本 {(x1, y1), . . . ,

(xn, yn)}, 其中样本特征 xi ∈ X , 样本标签 yi ∈ Y. 假设其中的样本 (xi, yi)都是从某一未知分布 D 中

独立抽样出来. 我们需要求解分类或回归模型 h( · ;ω) : X → Y , 其中 ω 是预测函数的参数. 为此, 我

们构造误差函数 ℓ(h( · ;ω), · ) : X × Y → R, 并定义其在分布 D 上的期望风险 (expected risk)

R(w) = E(x,y)∼D[ℓ(h(x;ω), y)]. (5.5)

通过求解优化问题

min
w

R(w) + r(w) (5.6)

求得分类或回归模型 h(x;ω)的最优参数 w∗,其中 r(·)是正则项,可以取 r(w) = ∥w∥22 或 r(w) = ∥w∥1,
用来控制模型 h( · ;ω) 的复杂度, 防止过拟合.

对例 5.2 来说, 由于数据分布 D 未知, 期望风险 (5.5) 无法计算, 但考虑到数据集 (xi, yi) ∼ D 独

立同分布, 因此, 我们用经验风险 (empirical risk)

Rn(w) :=
1

n

n∑
i=1

ℓ(h(xi;ω), yi) (5.7)

近似 R(w), 通过求解优化问题

min
w

Rn(w) + r(w) (5.8)

得到 h(x;ω∗) 的一个近似. 这样会出现一个问题, 我们如何衡量优化问题 (5.8) 的解与优化问题 (5.6)

解之间的关系?

这时, 我们需要首先定义随机优化问题 (5.1) 解的概念. 如果将随机优化问题 (5.1) 看成是一个确

定性问题, 先计算出 (5.1) 期望的具体形式, 再用确定性优化算法 (如梯度法和 Newton 法) 求解其 ϵ

近似解, 即

寻找 x̄ ∈ X : f(x̄)− f∗ 6 ϵ. (5.9)

然而计算 (5.1)的具体形式非常困难.因此,为了绕过积分计算,我们需要采用一些随机算法求解 (5.1).

由假设 (A1), 对随机变量 ξ 采样得到样本数据 {ξi}, 通过处理 {f(x, ξi)}, 我们可以得到 (5.1) 的一个

近似解 x̃. 注意到近似解 x̃是一个关于 ξ 的函数,因此,它是一个随机变量. 传统确定性优化问题的解

概念 (5.9) 不再适应于 x̃. 我们可以引入如下解概念.
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定义 5.1 由随机优化算法产生的随机变量 x̃ ∈ X, 如果其满足

Ex̃[f(x̃)− f∗] 6 ϵ, (5.10)

则称其为随机优化问题 (5.1) 的 ϵ 近似解.

由于同样无法精确计算期望, 解概念 (5.10) 与 (5.9) 并没有很大的区别. 因此, 我们可以弱化用期

望来衡量随机变量解 x̃ 的精确性, 使用关于解不等式成立的概率置信水平来衡量其解的好坏, 即引入

(ϵ, δ) 近似解.

定义 5.2 由随机优化算法产生的随机变量 x̃ ∈ X, 如果其满足

Prob(f(x̃)− f∗ > ϵ) 6 δ, (5.11)

则称其为随机优化问题 (5.1) 的 (ϵ, δ) 近似解.

在随机优化问题的 (ϵ, δ) 近似解概念中, δ 代表解收敛到 ϵ 精度的置信水平. 当 δ = 0 时, 近似解

(5.11) 等价于解 (5.9). 当 δ 越趋近于 0, 表示随机算法得到的近似解 x̃ 收敛到 ϵ 精度的可能性越高

(置信水平越高).

有了上述随机优化问题的解概念, 我们可以研究随机优化算法的收敛性和复杂度. 本节的结构如

下. 我们先介绍求解随机优化问题的两个策略: 采样平均逼近和随机逼近算法, 并比较它们收敛性的

置信水平; 然后介绍随机梯度法在非光滑问题中的复杂度; 最后介绍随机梯度法在光滑凸问题和光滑

非凸问题中的复杂度分析.

5.2 随机优化算法

本小节介绍 3种不同的随机优化算法: 采样平均逼近算法 (sample average approximation method)、

随机逼近算法 (stochastic approximation method) 和集成随机逼近算法 (ensemble stochastic approxi-

mation method). 其中采样平均逼近算法首先通过采样 (如 Monte Carlo 算法) 对目标函数进行近似,

然后求解近似函数的最优值, 更详细的可以参见文献 [32–36]. 随机逼近算法的一个典型例子是随机梯

度法, 它直接利用目标函数的随机梯度信息来更新迭代点求解最优近似解. 随机逼近算法的历史可以

追溯到 1951年 Robbins和 Monro的开创性工作 [37],此后随机逼近算法 (随机梯度法)被广泛应用于

求解随机优化问题, 可参见文献 [38–40]. 随着随机梯度法在机器学习问题中的广泛应用, 产生了一些

新形式的随机梯度法,具体可以参见文献 [15–18,39,41–46]. 集成随机逼近算法是利用机器学习中集成

算法的思想, 将多次随机逼近算法的解综合起来得到置信水平最高的近似解, 具体的可参见文献 [47].

5.2.1 采样平均逼近算法的复杂度分析

在求解随机优化问题 (5.1)时, 采样平均逼近算法利用假设 (A1)产生样本序列 {ξi}Ni=1, 构造目标

函数 (5.1) 的逼近,

f̂N (x) =
1

N

N∑
i=1

F (x, ξi). (5.12)

然后再用确定的优化算法 (如梯度法和 Newton 法) 求 f̂N (x) 在 X 上的极小值. 例如, 在例 5.2 中, 我

们采用经验风险 Rn(w) 来逼近期望风险 R(w). 采样平均逼近算法 (算法 5.1) 具体如下.
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算法 5.1 采样平均逼近算法

1. 对随机变量 ξ 进行抽样, 产生样本序列 ξi, i = 1, . . . , N ;

2. 构造 f(x) 的逼近函数:

f̂N (x) =
1

N

N∑
i=1

F (x, ξi); (5.13)

3. 求解确定优化问题:

min
x∈X

{
f̂N (x) =

1

N

N∑
i=1

F (x, ξi)

}
. (5.14)

当采样的样本总量 N 变大时, 对任意的 x ∈ X 和 ϵ > 0, 有结论

Prob

(∣∣∣∣ 1N
N∑
i=1

F (x, ξi)− f(x)

∣∣∣∣ > ϵ

)
→ 0. (5.15)

从计算角度来讲, 上述结论非常弱, 因为当 ξ 的维数很高时在某一确定的点 x 处对 (5.1) 中 f(x) 做逼

近会很困难. 但是, 当 f(x, ξ) 关于 ξ 一致有界时, 我们可以得到比 (5.14) 更强的结论: 可以设计在多

项式时间内逼近 f(x) 的方法. 我们可以衡量 f̂(x) 逼近 f(x) 的复杂度.

定理 5.1 假定 (5.1) 中函数 F (x, ξ) 任意变差有界, 即存在 V < ∞, 其中

V = max{F (x1, ξ1)− F (x2, ξ2) : x1, x2 ∈ X, ξ1, ξ1 ∈ Ξ}, (5.16)

则对任意 ϵ > 0 和 δ ∈ (0, 1), 当抽样样本数量取 N = ⌈ V 2

2ϵ2 log(
2
δ )⌉ 时, 有

Prob{|f̂N (x)− f(x)| > ϵ} 6 δ. (5.17)

为了证明定理 5.1, 我们需要介绍随机优化算法收敛性证明的常用概率分析工具: Hoeffding 不

等式.

引理 5.1 (Hoeffding 不等式) 设 Z1, . . . , ZN 是具有相同期望 µ > 0、相互独立的随机变量, 且

Prob(0 6 Zi 6 V ) = 1, i = 1, . . . , N , 则对于 Z̄N = Z1+···+ZN

N , 有

Prob(Z̄N − µ > ϵ) 6 exp

(
− 2Nϵ2

V 2

)
. (5.18)

有了引理 5.1 的不等式工具, 我们可以证明定理 5.1 的收敛性结果.

证明 令 f = infx,ξ F (x, ξ), 定义随机变量 Z(ξ) = F (x, ξ) − f 和 W (ξ) = V − Z(ξ), 我们有

0 6 Z(ξ) 6 V 和 0 6 W (ξ) 6 V , 同时,

µ = E(Z) = f(x)− f 和 µ′ = E(W ) = V − µ. (5.19)

注意到,

Prob(|Z̄N − µ|) = Prob(Z̄N − µ > ϵ) +Prob(Z̄N − µ 6 −ϵ)

= Prob(Z̄N − µ > ϵ) +Prob(W̄N − µ′ > ϵ). (5.20)

对 Z 和 W 利用引理 5.1, 并取 N = ⌈ V 2

2ϵ2 log(
2
δ )⌉, 有

Prob{|f̂N (x)− f(x)| > ϵ} 6 2 exp

(
− 2Nϵ2

V 2

)
6 δ. (5.21)

证毕.
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由定理 5.1 可知, 对任意 x ∈ X, 为了对 (5.1) 中 f(x) 做 ϵ 精度的逼近, 且逼近的置信水平为 δ,

我们需要至少对随机变量抽样 ⌈ V 2

2ϵ2 log(
2
δ )⌉ 次. 设 x∗ 表示优化问题 (5.1) 的最优解, x̂∗ 表示优化问题

(5.14) 的最优解. 定理 5.1 告诉我们,

Prob{|f̂N (x∗)− f(x∗)| > ϵ} 6 δ. (5.22)

而我们更关注是否有

Prob{|f̂N (x̂∗)− f(x∗)| > ϵ} 6 δ (5.23)

成立. 因为采样平均逼近算法实际中求解的是优化问题 (5.14). 另外, 考虑到数值优化算法只能对 x̂∗

求解到某一 ϵ精度,我们需要知道 x̂∗ 的 ϵ近似解是否也是 x∗ 的 (ϵ, δ)近似解? Shapiro和 Nemirovski

在文献 [48] 中给出了如下定理.

定理 5.2 若 X ⊂ Rn,令 D := supx,y∈X ∥x− y∥,假设存在 L > 0,使得对任意 x, y ∈ X 和 ξ ∈ Ξ,

有 |F (x, ξ)− F (y, ξ)| 6 L∥x− y∥. 如果 (5.14) 中 N 满足

N > O(1)

(
DL

ϵ

)2[
n ln

(
DL

ϵ

)
+ ln

(
1

δ

)]
, (5.24)

则优化问题 (5.14) 每个精度为 ϵ/2 的近似解都是随机优化问题 (5.1) 的 (ϵ, δ) 近似解.

有了上述定理 5.2, 我们就可以分析抽样平均逼近算法的复杂度. 考虑为求得随机优化问题 (5.1)

的 (ϵ, δ)近似解需要对 F (x, ξ)求导多少次. 对 f̂N (x)求一次导数需要求 N 次 F (x, ξ)的导数. 于是有

如下复杂度结论:

(1) 若 f̂N (x) ∈ C0,1
L (X) 且是凸函数, 利用投影次梯度法求 (5.14) 精度为 ϵ/2 的近似解需要对

f̂N (x) 求 O(L2D2/ϵ2) 次导数, 若使该解为 (5.1) 的 (ϵ, δ) 近似解, 则总共需要对 F (x, ξ) 求导的次数不

少于

O
(
D4L4

ϵ4

[
n ln

(
DL

ϵ

)
+ ln

(
1

δ

)])
. (5.25)

忽略常数项后, 抽样平均逼近算法求解随机优化问题 (5.1) 的复杂度为

O
(
n

ϵ4
ln

1

ϵ
+

1

ϵ4
ln

1

δ

)
. (5.26)

(2) 若 f̂N (x) ∈ C1,1
L (X) 且是凸函数, 利用加速投影次梯度法求 (5.14) 精度为 ϵ/2 的近似解需要

对 f̂N (x)求 O(L
1
2D/ϵ

1
2 )次导数,若使该解为 (5.1)的 (ϵ, δ)近似解,则总共需要对 F (x, ξ)求导的次数

不少于

O
(
D3L2.5

ϵ2.5

[
n ln

(
DL

ϵ

)
+ ln

(
1

δ

)])
. (5.27)

忽略常数项后, 抽样平均逼近算法求解随机优化问题 (5.1) 的复杂度为

O
(

n

ϵ2.5
ln

1

ϵ
+

1

ϵ2.5
ln

1

δ

)
. (5.28)

5.2.2 随机逼近算法的复杂度分析

随机逼近算法是随机梯度算法的原型, 它与采样平均逼近算法的区别在于每次迭代不用计算 N

次 F (x, ξ)的导数,而是利用产生一个随机梯度来近似 f(x)的梯度.例如,当 (5.1)的目标函数 f(x)非

光滑时, 随机逼近算法利用如下假设.
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(A2) 存在子程序 SFO 对任意 x ∈ X 和随机样本 ξ ∈ Ξ, 返回函数值 F (x, ξ) 和一阶随机次梯度

G(x, ξ), 满足

Eξ[G(x, ξ)] = g(x) ∈ ∂f(x). (5.29)

在假设 (A2) 下, 随机逼近算法 (算法 5.2) 通过调用子程序 SFO 产生随机次梯度 G(x, ξ) 信息,

每次迭代只有一次次梯度计算过程, 而采样平均逼近算法需要计算 N 次.

算法 5.2 随机逼近算法框架 S

输入: x0 ∈ X, 初始信息集合 I−1 = ∅.
对 k = 0, 1, . . . , N 执行迭代,

1. 根据 ξ 的分布生成样本 ξk;

2. 在 ξk 处调用子程序 SFO, 更新信息集合 Ik+1 = Ik ∪ (xk, ξk,SFO(xk, ξk));

3. 根据信息集合 Ik+1 更新迭代点 xk+1.

输出: x̄ = S(x0).

利用机器学习中集成学习的概念,我们可以对随机逼近算法进行集成,得到集成随机逼近算法 (算

法 5.3). 该算法最早被 Nesterov 和 Vial [47] 提出.

算法 5.3 集成随机逼近算法M

输入: x0 ∈ Rn, 随机逼近基算法 S, 每个基算法迭代次数 N , 集成次数 K.

对 j = 1, . . . ,K 执行迭代,

1. 调用随机逼近基算法 S, 得到近似解 x̄j = S(x0).

输出: x̂ =M(x0) =
1
K

∑K
j=1 x̄j .

我们可以研究算法 5.3 的解 x̂ = M(x0) 与算法 5.2 的解 x̄ = S(x0) 之间的关系, 并比较它们求

(ϵ, δ) 近似解的复杂度. 为了分析复杂度, 我们对 (5.1) 的目标函数做如下假设:

(1) f(x) 在 X 上的总变差有界, 即 Vf = sup{f(x)− f∗ : x ∈ X} < ∞;

(2) F (x, ξ) 在 X × Ξ 上的任意变差有界.

对算法 5.2 的解 x̄, 若我们可以证明存在关于迭代次数 N 的单调递减函数 CS(N), 使得

E [f(x̄)− f∗] 6 CS(N), (5.30)

则当 N 满足 CS(N) 6 ϵδ 时, x̄ 是 (5.1) 的 (ϵ, δ) 近似解. 因此由 Markov 不等式, 有

Prob{f(x̄)− f∗ > ϵ} 6 E[f(x̄)− f∗]

ϵ
6 CM(N)

ϵ
6 δ. (5.31)

而对于算法 5.3 的解 x̂, 我们有如下引理.

引理 5.2 设 x̂ 为算法 5.3 的解, 则对任意 β > 0, 有

Prob{f(x̂)− f∗ > CM(N) + β} 6 exp

{
− 2Kβ2

V 2
f

}
. (5.32)

证明 利用 f(x) 的凸性得到 f(x̂) 6 1
K

∑K
j=1 f(x̄j), 于是,

Prob{f(x̂)− f∗ > CM(N) + β} 6 Prob

{
1

K

K∑
j=1

f(x̄j)− f∗ > CM(N) + β

}
. (5.33)
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令 Z = f(x̄)− f∗, Z̄K = 1
K

∑K
j=1 f(x̄j)− f∗, µ = E[f(x̄)− f∗] = E(Z), 由假设有 0 6 Z 6 Vf . 对 Z 利

用 Hoeffding 不等式, 可得

Prob

{
1

K

K∑
j=1

f(x̄j)− f∗ > CM(N) + β

}
= Prob{Z̄K > E[f(x̄)− f∗] + β} 6 Prob{Z̄K > µ+ β}

6 exp

{
−2Kβ2

V 2
f

}
. (5.34)

于是得到不等式 (5.32).

定理 5.3 令 N 和 K 按如下方式选取:

N =

⌈
C−1

S

(
ϵVf

2

)⌉
, K =

⌈
2

ϵ2
ln

1

δ

⌉
, (5.35)

则算法 5.3 的解 x̂ 是随机优化问题 (5.1) 的 (ϵVf , δ) 近似解, 即

Prob{f(x̂)− f∗ > ϵVf} 6 δ. (5.36)

且算法 5.3 总共需要调用子程序 SFO 的次数, 即计算复杂度 T 满足

T = K ·N 6
(
1 + C−1

S

(
ϵVf

2

))
·
(
1 +

2

ϵ2
ln

1

δ

)
. (5.37)

证明 令 β = 1
2ϵVf , 根据引理 5.2, 将 N 和 K 的取值 (5.35) 代入 (5.32) 即得结论.

由随机梯度法的收敛性结论:

E[f(x̄k
1)− f∗] 6 DM√

k
, (5.38)

因此有 CS(N) = DM/
√
N . 由 (5.31), 令 CS(N) 6 ϵVfδ, 则为了得到 (ϵVf , δ) 近似解, 算法 5.2 迭代次

数 N 需要满足

N = O
[

1

ϵ2δ2

(
DM

Vf

)2]
. (5.39)

若基算法 S (算法 5.2) 是随机梯度法, 则可以考虑算法M (算法 5.3) 求解 (ϵVf , δ) 近似解的复杂

度, 由定理 5.35 得

N = O
[
1

ϵ2

(
MR

Vf

)2]
, T = K ·N = O

[
1

ϵ4
ln

1

δ

(
MR

Vf

)2]
. (5.40)

我们将算法 S 与M 的复杂度结论总结到表 2.

表 2 随机次梯度法与集成随机次梯度法计算复杂度的比较

算法 S 算法M

基算法个数 K 1 1
ϵ2

ln 1
δ

基算法迭代次数 N 1
ϵ2δ2

(MR
Vf

)2 1
ϵ2

(MR
Vf

)2

总计算复杂度 1
ϵ2δ2

(MR
Vf

)2 1
ϵ4

ln 1
δ
(MR

Vf
)2

1324



中国科学 : 数学 第 50 卷 第 9 期

5.3 非光滑随机优化问题

与梯度法和镜像下降法类似, 我们可以推广得到随机逼近算法框架下的随机梯度法 (算法 5.4) 和

随机镜像下降法 (算法 5.5).

算法 5.4 随机梯度法 (stochastic gradient method)

输入: x0 ∈ Rn 和步长序列 {γk}.
对 k = 0, 1, . . . 执行迭代,

1. 生成样本 ξk;

2. 在 (xk, ξk) 处调用子程序 SFO 得到随机梯度 G(xk, ξk), 并更新

xk+1 = argmin
x∈X

∥xk − γkG(xk, ξk)∥2. (5.41)

算法 5.5 随机镜像下降法 (stochastic mirror descent method)

输入: x0 ∈ Rn, 步长序列 {γk}, Bregman 距离 V (x, y).

对 k = 0, 1, . . . 执行迭代,

(1) 根据 ξ 分布, 生成样本 ξk,

(2) 在 (xk, ξk) 处调用子程序 SFO 得到随机梯度 G(xk, ξk), 并更新

xk+1 = argmin
x∈X

γk⟨G(xk, ξk), x⟩+ V (xk, x). (5.42)

当取 Bregman距离为 V (x, y) = 1
2∥x−y∥2时,随机梯度法 (算法 5.4)与随机镜像下降法 (算法 5.5)

等价. 因此, 我们考虑随机镜像下降法的复杂度分析. 考虑随机优化问题 (5.1) 在下列随机梯度假设时

的 ϵ 近似解和 (ϵ, δ) 近似解的复杂度. 假设 {ξt} 是关于 ξ 的独立同分布随机变量序列, 考虑对任意的

x ∈ X, 存在常数 M∗ > 0, 条件 (A2) 产生的随机次梯度 G(x, ξt) 满足下列条件之一:

(A3) 存在 M∗ > 0, 使得 ∥G(x, ξt)∥∗ 6 M∗;

(A4) 存在 M∗ > 0, 使得 Eξt [exp(
∥G(x,ξt)∥2

∗
M2

∗
)] 6 exp(1);

(A5) 存在 M∗ > 0, 使得 Eξt [∥G(x, ξt)∥2∗] 6 M2
∗ .

不难看出上述假设的包含关系如下:

(A3) ⇒ (A4) ⇒ (A5). (5.43)

假设条件 (A3) 最强, (A5) 最弱. 因此, 我们先考虑在假设条件 (A5) 下 ϵ 近似解的复杂度分析.

定理 5.4 若假设条件 (A1)、(A2) 和 (A5) 成立, 令 x̄k
s = (

∑k
t=s γtxt)/(

∑k
t=s γt), 其中 xt 表示随

机镜像下降法 (算法 5.5) 的迭代点, 则有如下收敛性结果:

E[f(x̄k
s)]− f∗ 6

( k∑
t=s

γt

)−1[
E[V (xs, x

∗)] + (2ν)−1M2
∗

k∑
t=s

γ2
t

]
. (5.44)

证明 记 gt := g(xt) ∈ ∂f(xt), Gt := G(xt, ξt) ∈ ∂xF (xt, ξt), 令 ∆t = gt − Gt, t = 1, . . . , k. 由 f

的凸性和引理 3.2, 有

γt[f(xt)− f(x)] 6 γt⟨Gt, xt − x⟩+ γt⟨∆t, xt − x⟩

6 V (xt, x)− V (xt+1) + γt⟨Gt, xt − xt+1⟩ − V (xt, xt+1) + γt⟨∆t, xt − x⟩
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6 V (xt, x)− V (xt+1) + ν−1γ2
t ∥Gt∥2 + γt⟨∆t, xt − x⟩, (5.45)

其中 (5.45) 成立利用了 Cauchy-Schwarz 不等式以及对任意 a > 0 不等式 bt− at2/2 6 b2/(2a) 都成立

的事实. 对上述不等式左右两边取期望, 考虑到假设 (A2) 和 (A5), 有

γtE[f(xt)− f(x)] 6 E[V (xt, x)− V (xt+1, x)] + (2ν)−1γ2
tM

2. (5.46)

将上述不等式从 t = s 到 t = k 求和即得结论 (5.44).

推论 5.1 对随机镜像下降法 (算法 5.5) 取固定步长 γt =
√
2νDw,X

M
√
k

, 则有收敛性结果

E[f(x̄k
1)− f∗] 6 Dw,XM

√
2

νk
, (5.47)

其 ϵ 近似解的复杂度为

O
(
D2

w,XM2

ϵ2

)
. (5.48)

定理 5.5 若假设条件 (A1)、(A2) 和 (A5) 成立, 则随机镜像下降法 (算法 5.5) 求得 (ϵ, δ) 近似

解的复杂度为

O
(

1

ϵ2δ2

)
. (5.49)

上述定理的证明可以参见文献 [6, 44].

定理 5.6 若假设条件 (A1)、(A2) 和 (A4) 成立, 则随机镜像下降法 (算法 5.5) 求得 (ϵ, δ) 近似

解的复杂度为

O
(

1

ϵ2
ln2

1

δ

)
. (5.50)

证明 记 g(xt) := Eξ[F (xt, ξ)] ∈ ∂f(xt), 注意到

∥g(xt)∥∗ = ∥E(G(xt, ξt)|ξ[t−1])∥∗ 6
√
E(∥G(xt, ξt)∥2∗|ξ[t−1]) 6 M∗. (5.51)

记 ∆t = g(xt)−G(xt, ξt), 由于

∥∆t∥2∗ = ∥g(xt)−G(xt, ξt)∥2∗ 6 (∥G(xt, ξt)∥∗ + ∥g(xt)∥∗)2 6 2∥G(xt, ξt)∥2∗ + 2∥g(xt)∥2∗, (5.52)

我们有

E
[
exp

(
∥G(x, ξ)∥2

M2
∗

)]
6 exp{1} ⇒ E

[
exp

(
∥∆(x, ξ)∥2

(2M∗)2

)]
6 exp{1}. (5.53)

利用 Markov 不等式的变形, 对任意 t > 0, 有

Prob{X > ϵ} 6 E[etX ]

etϵ
. (5.54)

若 E[eX ] 6 exp(1), 对任意 λ > 0, 有

Prob{X > 1 + λ} 6 E[eX ]

exp(1 + λ)
= exp(−λ). (5.55)

因此,

Prob{∥G(x, ξ)∥2 > (1 + λ)M2
∗} 6 exp(−λ), Prob{∥∆(x, ξ)∥2 > 4(1 + λ)M2

∗} 6 exp(−λ). (5.56)
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由收敛性估计不等式, 可得

γt[f(xt)− f(x)] 6 V (xt, x)− V (xt+1, x) + (2ν)−1γ2
t ∥G(xt, ξt)∥2 + γt⟨∆t, xt − x⟩. (5.57)

将上式从 1 加到 k 得到

f(x̄k
1)− f∗ 6

( k∑
t=1

γt

)−1[
V (x1, x

∗) +
k∑

t=1

γ2
t

ν
∥G(xt, ξt)∥2 −

k∑
t=1

γt⟨∆t, xt − x∗⟩
]

6
( k∑

t=1

γt

)−1[
V (x1, x

∗) +

k∑
t=1

γ2
t

ν
∥G(xt, ξt)∥2 +

k∑
t=1

γt∥∆t∥∥xt − x∗∥
]
. (5.58)

取 V (x, y)、Dω,X 和 {γt} 满足如下:

V (x, y) > ν

2
∥x− y∥2, D2

ω,X = sup
x,y∈X

V (x, y), γt =

√
2νDω,X

M∗k
. (5.59)

在假设 E[exp(∥G(x, ξ)∥2∗/M2
∗ )] 6 exp(1) 下, 有

Prob

{
f(x̄k

1)− f(x∗) >

√
2M∗Dω,X(12 + 2λ)√

νN

}
6 2 exp(−λ). (5.60)

令上式右端等于 ϵ 解得 λ(ϵ) 并代入左边的估计值可以得到结论.

引理 5.3 (Azuma-Hoeffding 不等式) 设 Z1, Z2, . . . 是一个鞅差序列 (bounded difference martin-

gale sequence), 且对 i = 1, 2, . . . 满足 |Zi| 6 V , 则下列不等式成立:

Prob

( N∑
i=1

Zi > c

)
6 exp

(
− 2c2

NV 2

)
, (5.61)

Prob

( N∑
i=1

Zi 6 c

)
6 exp

(
− 2c2

NV 2

)
. (5.62)

定理 5.7 若假设条件 (A1)–(A3) 成立, 则随机镜像下降法 (算法 5.5) 求得 (ϵ, δ) 近似解的复杂

度为

O
(

1

ϵ2
ln

1

δ

)
. (5.63)

证明 将不等式 (5.45) 左右两边从 t = 1 到 N 求和得

γt[f(xt)− f(x)] 6 V (xt, x)− V (xt+1, x) + ν−1γ2
t ∥Gt∥2 + γt⟨∆t, xt − x⟩. (5.64)

取 γt ≡ γ 为常数, V (x, y) 满足条件 V (x, y) > ν
2∥x− y∥2, 并令 x̄N =

∑N
t=1 xt/N . 由于 f(x) 的凸性以

及假设条件 (A3), 我们可以推出

f(x̄N )− f∗ 6 1

N

N∑
t=1

(f(xt)− f∗) 6 1

Nγ
V (x1, x

∗) +
γM2

∗
ν

+
1

N

N∑
t=1

⟨∆t, xt − x∗⟩. (5.65)

令 D2 = supx,y∈X V (x, y), 并代入上式, 可以得到

f(x̄N )− f∗ 6 D2

Nγ
+

γM2
∗

ν
+

1

N

N∑
t=1

⟨∆t, xt − x∗⟩. (5.66)
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令 L = D2

Nγ +
γM2

∗
ν , 对任意常数 c, 得到

Prob(f(x̄N )− f∗ − L > c) 6 Prob

(
1

N

N∑
t=1

⟨∆t, xt − x∗⟩ > c

)
. (5.67)

注意到 ⟨∆t, xt − x∗⟩ 是一个鞅差序列, 且 ∥∆t∥2 = ∥gt −Gt∥2 6 2M∗, 于是可以得到

|⟨∆t, xt − x∗⟩| 6 ∥∆t∥2∥xt − x∗∥2 6 2M∗

√
2V (xt, x∗)

ν
6

√
8

ν
M∗D. (5.68)

由引理 5.3, 对任意常数 b, 得到

Prob

( N∑
t=1

⟨∆t, xt − x∗⟩ > b

)
6 exp

(
− b2ν

4NM2
∗D

2

)
. (5.69)

取 b =
√

2N/νM∗Dϵ, 可以得到

Prob

(
1

N

N∑
t=1

⟨∆t, xt − x∗⟩ >
√

2

νN
M∗Dϵ

)
6 exp

(
− ϵ2

2

)
. (5.70)

令 P =
√

2
νNM∗Dϵ, 由 (5.67) 得到

Prob

(
f(x̄N )− f∗ > L+ P

)
6 exp

(
− ϵ2

2

)
. (5.71)

注意到当 γ ≡ D
M

√
ν
N 时, L 取极小值, 此时 L = 2M∗D/

√
Nν, 于是得到结论

Prob

{
f(x̄N )− f∗ > 2DM∗√

Nν
+

2DM∗

√
ln 1

δ√
Nν

}
6 δ. (5.72)

利用上述不等式可以证明定理 5.7 的结论.

我们将不同条件下随机次梯度算法的 (ϵ, δ) 计算复杂度总结到表 3.

5.4 光滑随机优化问题

5.4.1 凸随机优化问题

本小节仍旧考虑随机优化问题 (5.1), 但对目标函数 f 做如下假设:

(F1) f(x) 光滑且是凸函数;

(F2) f(x) 的梯度满足 ∥∇f(x)−∇f(y)∥∗ 6 L∥x− y∥, ∀ x, y ∈ X.

并考虑 f(x) 的随机梯度在如下假设条件下的收敛性.

表 3 随机次梯度法 (ϵ, δ) 计算复杂度的比较

假设条件 (ϵ, δ) 复杂度

∥G(x, ξt)∥∗ 6 M∗ O( 1
ϵ2

ln 1
δ
)

Eξt [exp(∥G(x, ξt)∥2∗/M2
∗ )] 6 exp(1) O( 1

ϵ2
ln2 1

δ
)

Eξt [∥G(x, ξt)∥2∗] 6 M2
∗ O( 1

ϵ2δ2
)
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(A6) 存在子程序 SFO 对任意 x ∈ X 和随机样本 ξ ∈ Ξ, 返回函数值 F (x, ξ) 和随机梯度 G(x, ξ).

且存在 σ > 0, 对任意 x ∈ X, 有

(i) E [G(x, ξ)] ≡ ∇f(x), (5.73)

(ii) E [∥G(x, ξ)−∇f(x)∥2∗] 6 σ2. (5.74)

(A7) 对任意 x ∈ X, 有

E
[
exp

{
∥G(x, ξt)−∇f(x)∥2∗

σ2

}]
6 exp(1), (5.75)

其中条件 (A6) 说明随机梯度 G(x, ξt) 是无偏的, 且方差小于 σ2. 由 Jensen 不等式, 有如下包含关系:

(A7) ⇒ (A6)(ii). (5.76)

当 f(x) 非光滑时, 我们利用条件 (A3), 即 ∥G(x, ξt)∥∗ 6 M∗, 得到

E[∥G(xt, ξt)∥2∗] = ∥E[G(xt, ξt)]∥2∗ + E[∥G(xt, ξt)− E[G(xt, ξt)]∥2∗]

= ∥∇f(xt)∥2∗ + E[∥G(xt, ξt)−∇f(xt)∥2∗]

6 ∥∇f(xt)∥2∗ + σ2 = ∥∇f(x1) +∇f(xt)−∇f(x1)∥2∗ + σ2

6 2∥∇f(x1)∥2∗ + 2∥∇f(xt)−∇f(x1)∥2∗ + σ2

6 2∥∇f(x1)∥2∗ + 2L2∥xt − x1∥2 + σ2

6 2∥∇f(x1)∥2∗ + 4ν−1L2D2
ω,X + σ2.

利用上述不等式, 我们可以得到 ∥G(x, ξt)∥∗ 期望上界 M∗ 的估计

E∥G(x, ξt)∥∗ 6 O(1){∥∇f(x1)∥∗ + LDω,Xν1/2 + σ} = M∗. (5.77)

将上面关于 M∗ 估计的等式代入 (5.47), 有

E[f(x̄k
1)− f∗] 6 O(1)

Dω,X(∥∇f(x1)∥∗ + Lν−1/2Dω,X + σ)√
νk

. (5.78)

上述结论并没有利用 f 的光滑性. 事实上, 当 σ = 0 时, 随机优化问题变成确定性优化问题, 则上述

收敛性结论和梯度法求解确定性光滑优化问题的收敛性不一致 (即满足 O(1/k) 的收敛速度). 通过利

用 f 的光滑性、新的收敛性分析技巧和步长选择, 我们可以得到更好的收敛性结果. 考虑随机镜像梯

度法输出如下解:

x̃k+1 =

∑k
t=1 γtxt+1∑k

t=1 γt
=

γ1x2 + γ2x3 + · · ·+ γkxk+1∑k
t=1 γt

. (5.79)

我们可以证明随机梯度法在求解光滑随机凸优化问题时的复杂度. 首先引入一个辅助引理, 其证

明可以在文献 [49] 中找到.

引理 5.4 设 ξ1, . . . , ξ2 是独立同分布的随机变量序列,记 ξ[t−1] = (ξ1, . . . , ξt),设 Zt = Zt(ξ[t])是

关于 ξ[t] 的 Borel 函数, 且 E[Zt|ξ[t]] = 0 和 E[exp{Z2
t /σ

2
t }|ξ[t]] 6 exp(1) 几乎处处成立, 其中 σt > 0 为

常数, 则对任意 λ > 0, 有

Prob

(∑N
t=1 Zt∑N
t=1 σ

2
t

> λ

)
6 exp

{
− λ2

3

}
. (5.80)
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由上述引理, 我们可以证明如下复杂度结论 (参见文献 [16]).

定理 5.8 取步长 γt 满足 0 < γt < ν/(2L), 令 x̃ 是随机镜像梯度法产生的解 (5.79), 则

(1) 在条件 (A6) 下,

f(x̃k+1)− f∗ 6 K0(k), (5.81)

其中

K0(k) :=
D2

ω,X + 2ν−1σ2
∑k

t=1 γ
2
t∑k

t=1 γt
; (5.82)

(2) 在条件 (A6) 和 (A7) 下,

Prob{f(x̃k+1)− f∗ > K0(k) + λK1(k)} 6 e−λ2/3 + e−λ, (5.83)

其中

K1(k) :=
2Dω,X

√
2σ2

ν

∑k
t=1 γ

2
t + 2σ2

ν

∑k
t=1 γ

2
t∑k

t=1 γt
. (5.84)

证明 令 dt = xt+1 − xt, ∆t = G(xt, ξt)− g(xt), 注意到 ν∥dt∥2/2 6 V (xt, xt+1),

γtf(xt+1) 6 γt

[
f(xt) + ⟨g(xt), dt⟩+

L

2
∥dt∥2

]
= γt[f(xt) + ⟨g(xt), dt⟩] +

ν

2
∥dt∥2 +

L− ν

2
∥dt∥2

6 γt[f(xt) + ⟨g(xt), dt⟩] + V (xt+1, xt) +
L− ν

2
∥dt∥2

= γt[f(xt) + ⟨G(xt, ξt), dt⟩]− γt⟨∆t, dt⟩+ V (xt+1, xt) +
L− ν

2
∥dt∥2

6 γt[f(xt) + ⟨G(xt, ξt), dt⟩] + V (xt+1, xt) +
L− ν

2
∥dt∥2 + γt∥∆t∥∗∥dt∥

6 γt[f(xt) + ⟨G(xt, ξt), dt⟩] + V (xt+1, xt) +
L− ν

2
∥dt∥2 +

γ2
t ∥∆t∥2∗

2(ν − Lγt)
. (5.85)

由引理 5.4 有

γt[f(xt) + ⟨G(xt, ξt), xt+1 − xt⟩] + V (xt+1, xt)

6 γtf(xt) + [γt⟨G(xt, ξt), x− xt⟩+ V (xt, x)− V (xt+1, x)]

= γt[f(xt) + ⟨g(xt), x− xt⟩] + γt⟨∆t, x− xt⟩+ V (xt, x)− V (xt+1, x)

6 γtf(x) + γt⟨∆t, x− xt⟩+ V (xt, x)− V (xt+1, x). (5.86)

于是有

γt[f(xt+1)− f(x)] + V (xt+1, x) 6 γt⟨∆t, x− xt⟩+ V (xt, x) +
γ2
t ∥∆t∥2∗

2(ν − Lγt)
. (5.87)

将上式从 t = 1 到 k 求和并取 x = x∗,

k∑
t=1

γt(f(xt+1)− f∗) 6 V (x1, x
∗)− V (xk+1, x

∗) +
k∑

t=1

(
γt⟨∆t, x

∗ − xt⟩+
γ2
t ∥∆t∥2∗

2(ν − Lγt)

)
. (5.88)
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考虑到 f 的凸性, 有

f(x̃k+1) = f

(∑k
t=1 γtxt+1∑k

t=1 γt

)
6

∑k
t=1 γtf(xt+1)∑k

t=1 γt
. (5.89)

利用 γt 6 ν/(2L) 可以得到 ν/2 6 2(ν − Lγt), 将 (5.88) 两边同除
∑k

t=1 γt 并代入 (5.89), 得到

f(x̃k+1)− f∗ 6 V (x1, x
∗)∑k

t=1 γt
+

1∑k
t=1 γt

k∑
t=1

(
γt⟨∆t, x

∗ − xt⟩+
2γ2

t ∥∆t∥2∗
ν

)
. (5.90)

注意到 (x̃k+1, xt) 是随机变量 ξ[t−1] = (ξ1, . . . , ξt−1) 的函数, 因此有

E[⟨∆t, x
∗ − xt⟩ | ξ[t−1]] = 0. (5.91)

由假设条件 (A7) 得 E[∆t|ξ[t−1]] 6 σ2, 对 (5.90) 两边关于随机变量 ξ[t−1] 求期望得

f(x̃k+1)− f∗ 6
D2

ω,X + 2ν−1σ2
∑k

t=1 γ
2
t∑k

t=1 γt
. (5.92)

证毕.

有了上述定理,我们可以通过选取特定的步长序列 {γt}得到收敛结果.假设随机梯度算法的总迭

代步数事先固定, 如 N 步. 我们取固定步长 γt = γ, 代入不等式 (5.81) 得

E[f(xav
k+1)− f∗] 6

D2
ω,X

kγ
+

2γ

ν
σ2. (5.93)

上式右端在约束 γ ∈ (0, ν/(2L)] 下关于 γ 求极小得

γ∗ = min

{
ν

2L
,

√
νD2

ω,X

2kσ2

}
. (5.94)

令 Ωω,X =
√
2/νDω,X , 将 (5.94) 代入 (5.93) 得

E[f(xav
k+1)− f∗] 6

LΩ2
ω,X

k
+

2Ωω,Xσ√
k

. (5.95)

取 γt = γ∗, 代入不等式 (5.82) 和 (5.84) 得

K0(k) =
LΩ2

ω,X

k
+
2Ωω,Xσ√

k
, K1(k) =

2Ωω,Xσ√
k

+
2γσ2

ν
6 2Ωω,Xσ√

k
+

√
2

ν
Dω,X

σ2

√
kσ2

=
3Ωω,Xσ√

k
. (5.96)

将上式代入 (5.83) 得

Prob

{
f(xav

k+1)− f∗ > LΩ2

k
+

Ωσ√
k
(2 + 3λ)

}
6 e−λ2/3 + e−λ. (5.97)

取 λ 使得上式右端小于 δ > 0, 我们可以得到光滑随机凸优化问题的 (ϵ, δ) 复杂度上界为

O
[
LΩ2

ϵ
+

Ω2σ2

ϵ2
ln2

1

δ

]
. (5.98)
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5.4.2 非凸随机优化问题

本小节介绍随机梯度法在求解非凸随机优化问题时的复杂度分析, 具体可参见文献 [15,17]. 为了

方便分析, 我们将随机优化算法做一些变形, 见算法 5.6.

算法 5.6 随机迭代的随机梯度法 (randomized stochastic gradient (RSG) method)

输入: 初始点 x1 ∈ Rn, 最大迭代次数 N , 步长序列 {γk}, 随机迭代次数 R 的概率分布 PR(·).
1. 设 R 是概率分布为 PR(·) 的随机变量;

2. 对 k = 1, . . . , R, 在 (xk, ξk) 处调用子程序 SFO 得到随机梯度 G(xk, ξk), 并更新

xk+1 = xk − γkG(xk, ξk). (5.99)

可以看到随机迭代的随机梯度法与随机梯度法的区别在于其总迭代步数事先确定,且服从某一概

率分布. 随机迭代的随机梯度法收敛性结论如下.

定理 5.9 选择步长 {γk} 使得 γk 6 2/L, 且概率密度函数 PR(·) 取

PR(k) := Prob{R = k} =
2γk − Lγ2

k∑N
k=1(2γk − Lγ2

k)
. (5.100)

在条件 (A6) 下,

(1) 对任意的 N > 1, 有

1

L
ER,ξ[N]

[∥∇f(xR)∥2] 6
D2

f + σ2
∑N

k=1 γ
2
k∑N

k=1(2γk − Lγ2
k)

; (5.101)

(2) 若 f 是凸函数, 则对任意 N > 1, 有

ER,ξ[N]
[f(xR)− f∗] 6 D2

X + σ2
∑N

k=1 γ
2
k∑N

k=1(2γk − Lγ2
k)

. (5.102)

由上面的收敛性结论,我们可以得到随机迭代的随机梯度法在求解非凸光滑的随机优化问题时的

复杂度.

推论 5.2 对任意的常数 γ, 取步长 {γk},

γk = min

{
1

L
,

γ

σ
√
N

}
. (5.103)

在条件 (A6) 下,

(1) 对任意的 N > 1, 有

1

L
E[∥∇f(xR)∥2] 6 C(N) :=

LD2
f

N
+

(
γ +

D2
f

γ

)
σ√
N

; (5.104)

(2) 若 f 是凸函数, 则对任意 N > 1, 有

E[f(xR)− f∗] 6 LD2
X

N
+

(
γ +

D2
X

γ

)
σ√
N

. (5.105)
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利用 Markov 不等式 E[∥∇f(xR)∥2] 6 C(N), 随机迭代的随机梯度法运行一次的 (ϵ, δ) 复杂度为

Prob

{
∥∇f(xR)∥2 >

L2D2
f

N
λ+

2LDfσ√
N

λ

}
6 1

λ
. (5.106)

令 δ = 1/λ, 并取
L2D2

f

N
λ+

2LDfσ√
N

λ 6 ϵ, (5.107)

则随机迭代的随机梯度法 (ϵ, δ) 复杂度至多为

O
{

1

δϵ
+

σ2

δ2ϵ2

}
. (5.108)

可以看到上述复杂度关于置信水平 δ 的结果不是很好, 但是我们可以提高它. 受到集成随机梯度法的

启发, 我们也可以对随机迭代的随机梯度法进行集成, 即集成随机迭代的随机梯度法 (算法 5.7).

算法 5.7 集成随机迭代的随机梯度法 (two-phase RSG (2-RSG) method)

输入: 初始点 x1 ∈ Rn, 集成次数 S, 最大迭代次数 N , 采样次数 T .

对 d = 1, . . . , S 执行迭代,

1. 调用 RSG 算法, 其中输入为 x1, 迭代最大次数为 N , 步长 {γk}, RSG 迭代次数 R 的概率分布为 PR(·). 令 x̄s 表

示 RSG 的输出.

输出: 从 {x̄1, . . . , x̄S} 中选择 x̄∗ 输出, 满足

∥g(x̄∗)∥ = min
s=1,...,S

∥g(x̄s)∥, g(x̄s) :=
1

T

T∑
k=1

G(x̄s, ξk). (5.109)

定理 5.10 在条件 (A6) 下, 集成随机迭代的随机梯度法满足

(1) 令 C(N) 按照推论 5.2 中定义, 对任意的 λ > 0, 有

Prob

{
∥∇f(x̄∗)∥2 > 2

(
4LC(N) +

3λσ2

T

)}
6 S + 1

λ
+ 2−S ; (5.110)

(2) 令 ϵ > 0, δ ∈ (0, 1) 给定, 若参数 (S,N, T ) 取

S = S(δ) :=

⌈
log

(
2

δ

)⌉
, (5.111)

N = N(ϵ) :=

⌈
max

{
32L2D2

f

ϵ
,

[
32L

(
γ +

D2
f

γ

)
σ

ϵ

]}⌉
, (5.112)

T = T (ϵ, δ) :=

⌈
24(S + 1)σ2

δϵ

⌉
, (5.113)

则集成随机迭代的随机梯度法为得到 (ϵ, δ)近似解至多需要调用 S(δ)[N(ϵ) + T (ϵ, δ)]次 SFO 子程序.

综上, 随机梯度法在求解光滑函数时有如下 (ϵ, δ) 复杂度结论:

• 随机迭代的随机梯度法在条件 (A6) 下 (ϵ, δ) 复杂度为

O
{

1

δϵ
+

σ2

δ2ϵ2

}
. (5.114)

• 集成随机迭代的随机梯度法在条件 (A6) 下 (ϵ, δ) 复杂度为

O
{
log(1/δ)

ϵ
+

σ2

ϵ2
log

1

δ
+

log2(1/δ)σ2

δϵ

}
. (5.115)
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• 集成随机迭代的随机梯度法在条件 (A6) 和 (A7) 下 (ϵ, δ) 复杂度为

O
{
log(1/δ)

ϵ
+

σ2

ϵ2
log

1

δ
+

log2(1/δ)σ2

ϵ

}
. (5.116)

6 结论

本文通过对优化算法复杂度分析的研究,给出了不同优化算法在求解不同优化问题时效率的衡量

准则,并比较了不同算法的收敛性和复杂度.第 1节介绍了复杂度分析的理论基础,给出了复杂度分析

的概念、度量和具体例子, 构建了复杂度分析的理论框架. 后面的内容利用第 1 节的复杂度分析框架,

给出了优化问题的复杂度上界和复杂度下界. 第 2 节介绍光滑优化问题的复杂度分析, 给出了优化算

法求解不同光滑函数集合时的收敛性和复杂度分析.第 3节介绍了非光滑优化问题的复杂度分析.第 4

节介绍了条件梯度法的复杂度分析, 给出了优化问题在 LO 子程序下的复杂度下界, 以及加速的条件

梯度法. 第 5 节介绍了随机优化算法的复杂度分析, 在第 1 节定义的随机优化问题解的度量下, 衡量

了随机优化算法置信水平的复杂度.

本文对优化算法的收敛性和复杂度给出了全面的论述和介绍, 并将优化算法的收敛性分析纳入

一个统一的框架里面, 即复杂度分析理论. 但本文还有一些领域没有考虑进来, 如复合函数 (f(x) =

g(x) + h(x), 其中 g(x) 凸且光滑, h(x) 凸但不一定光滑) 优化算法的收敛性和复杂度、鞍点问题的收

敛性分析和二阶优化算法的收敛性分析. 我们将在以后的工作中继续考虑这些问题.
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Complexity analysis for optimization methods

Qichao Wang, Zaiwen Wen, Guanghui Lan & Ya-xiang Yuan

Abstract The subject on convergence analysis of optimization methods is an important area in optimization
theory. However, convergence is not sufficient as a criterion for comparing the efficiency of different algorithms.
Therefore, we need another theory to measure the difficulty of optimization problems and the efficiency of opti-
mization algorithms. This theory is called complexity analysis theory of optimization algorithms. This paper is
divided into five parts. The first section introduces the basic setups of complexity analysis frameworks, gives the
definition, methods and examples of complexity analysis, and summarizes the complexity results. In the second
section, the complexity analysis for the smooth optimization problem is introduced. We give the upper and lower
complexity bounds for different optimization problems, and also introduce the framework of convergence analysis
for the accelerated gradient method. In the third section, the upper bounds of the complexity of nonsmooth
optimization problems are introduced. We present the complexity analysis for the subgradient method, the mir-
ror descent method, the center-of-gravity method, and the ellipsoid method. In the fourth section, we introduce
the complexity analysis for the conditional gradient method, study its upper and lower bounds of complexity
and present the framework of the accelerated conditional gradient method. In the fifth section, we introduce the
complexity analysis of the stochastic optimization algorithm, and compare the confidence level for the convergence
under convex and nonconvex settings.
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