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摘要 本文通过引入 Z 上的逆 Hölder 类 RHr(Z) (r ∈ (1,∞)) 并建立它与 Z 上的 Muckenhoupt 权

空间 Aq(Z) (q ∈ [1,∞)) 之间的关系, 再借助伪差分算子 (包含离散 Fourier 乘子) 的有界性与它的

积分核的估计之间的关系, 获得离散分数次积分在加权离散 (弱型) Lebesgue 空间 ℓpw(Z) 和 ℓp,∞w (Z)
(p ∈ [1,∞)) 上的有界性.
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1 引言

离散集合 (如 Zn,其中 Z为整数集)上的分析问题是受差分方程和一些数论问题的推动而发展起

来的 (参见文献 [1, 2] 及其参考文献). 现代分析学中的一些经典线性算子都有其对应的离散形式, 如

离散 Fourier 变换 [3, 4]、离散奇异积分算子 [5–7]、离散 Radon 变换 [8–11] 和离散分数次积分算子 [12, 13].

Cardona [14] 借助伪差分算子 (又称离散伪微分算子) 有界性, 获得了离散分数次积分 (Z 上的分数次
积分) 在离散 (弱型) Lebesgue 空间 ℓp(Z) 和 ℓp,∞(Z) (p ∈ [1,∞)) 上的有界性. 类似 Rn 上的 Fourier

乘子的有界性估计与偏微分方程理论的关系, Zn 上的 Fourier乘子能够应用于差分方程 (参见文献 [2]

及其参考文献). 受文献 [14] 启发, 本文重点讨论离散分数次积分的加权有界性.

首先引入 Zn 上的 Schwartz 空间 S (Zn) 的定义 (参见文献 [2, 第 1 节]). 称函数 φ : Rn → C 属
于 Schwartz 空间 S (Zn), 如果对任意 M ∈ (0,∞), 存在正常数 C(φ,M) (仅依赖 φ 和 M) 使得, 对任

意 k ∈ Zn, 有 |φ(k)| 6 C(φ,M)(1 + |k|)−M . S (Zn) 上的拓扑由半范 pj 给出, 其中, 对任意 j ∈ N := {1,
2, . . .}, 有

pj(φ) := sup
k∈Zn

(1 + |k|)j |φ(k)|.

记 S ′(Zn) 为 S (Zn) 的对偶空间, 即 S (Zn) 上的所有连续线性泛函构成的空间 (被赋予弱 ∗ 拓扑).
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Zn 上的 Fourier 变换 F : S (Zn) → C∞(Tn) 定义为 Ff(ξ) :=
∑

s∈Zn e−i2πs·ξf(s), ∀ ξ ∈ Tn, 其中

T := [0, 1].

Zn 上的伪微分算子 (即伪差分算子或离散伪微分算子) 定义如下. 对任意 f ∈ S (Zn) 和 s ∈ Zn,

有 tmf(s) :=
∫
Tn ei2πs·ξm(s, ξ)(Ff)(ξ)dξ, 其中二元可测函数 m : Zn × Tn → C 称为 tm 的符号.

设 k ∈ N, λ ∈ (0, 1) 且 γ ∈ R. 离散分数次积分 (Z 上的分数次积分) 定义为, 对任意 f ∈ S (Z) 和
s ∈ Z, 有

Ik,λ+iγf(s) :=
∞∑

m=1

f(s−mk)

mλ+iγ
.

下面回顾离散 (弱型) Lebesgue 空间 ℓp(Z) 和 ℓp,∞(Z) (p ∈ [1,∞)) 的定义. 称数列 A := {a(j)}j∈Z

⊂ C 属于 ℓp(Z), 如果

∥A∥ℓp(Z) :=
[∑

j∈Z
|a(j)|p

]1/p
< ∞;

称数列 A := {a(j)}j∈Z ⊂ C 属于 ℓp,∞(Z), 如果

∥A∥ℓp,∞(Z) := sup
t∈(0,∞)

t[µ({j ∈ Z : |a(j)| > t})]1/p < ∞,

其中 µ 表示 Z 上的计数测度.

Ik,λ+iγ 的 ℓp(Z) 估计因其与数论中的一些重要问题 (如 Waring 问题) 的密切联系而受到广泛关

注. 关于它与 Waring 问题中的 K∗- 假设的联系, 参见文献 [12, 15, 16]. K∗- 假设当 k ∈ N ∩ [3,∞) 时

仍然是公开的.

下面介绍一个关于离散分数次积分的著名猜想 (参见文献 [12, 14]).

猜想 1.1 对 λ ∈ (0, 1), k ∈ N, 1 6 q < p < ∞, Ik,λ := Ik,λ+i0 能被延拓成从 ℓq(Z) 到 ℓp(Z) 的有
界线性算子当且仅当 p 和 q 满足 (i) 1

p 6 1
q − 1−λ

k ; (ii) 1
p < λ, 1

q > 1− λ.

Cardona 在文献 [14, 定理 1] 中证明了上述猜想在 q = 1 时的情形. 关于此猜想的其他部分结果,

参见文献 [12, 14].

然后回顾 R 上的 Muckenhoupt 权空间 (简称 Muckenhoupt 权空间) 的定义.

定义 1.1 设 q ∈ [1,∞). 称 R 上的几乎处处正的可测函数 w 属于 Muckenhoupt 权空间, 记为

Aq(R), 如果当 q ∈ (1,∞) 时, 有

[w]Aq(R) := sup
I

{
1

|I|

∫
I

w(x)dx

}{
1

|I|

∫
I

[w(x)]−
1

q−1 dx

}q−1

< ∞;

当 q = 1 时, 有

[w]A1(R) := sup
I

{
1

|I|

∫
I

w(x)dx

}{
ess sup

y∈R
[w(y)]−1

}
< ∞,

其中上确界取遍所有 R 上的有限开区间 I := (a, b), a, b ∈ R 且 a < b. 令 A∞(R) :=
∪

q∈[1,∞) Aq(R).
下面引入 Z 上的 Muckenhoupt 权空间的定义 (参见文献 [17]).

定义 1.2 设 q ∈ [1,∞). 称数列 w := {w(n)}n∈Z ⊂ (0,∞) 属于 Z 上的 Muckenhoupt 权空间, 记

为 Aq(Z), 如果当 q ∈ (1,∞) 时, 有

[w]Aq(Z) := sup
{m,n∈Z:m6n}

1

(n−m+ 1)q

{ n∑
s=m

w(s)

}{ n∑
s=m

[w(s)]−1/(q−1)

}q−1

< ∞;
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当 q = 1 时, 有

[w]A1(Z) := sup
{m,n∈Z:m6n}

1

n−m+ 1

{ n∑
s=m

w(s)

}{
ess sup

{s∈Z:m6s6n}
[w(s)]−1

}
< ∞,

其中上确界取遍所有满足 m 6 n 的整数 m 和 n. 令 A∞(Z) :=
∪

q∈[1,∞) Aq(Z).
Hunt等在文献 [17,定理 10]中借助离散 Hilbert变换和极大离散 Hilbert变换给出了 Aq(Z)的一

些等价刻画.

回顾 R 上的逆 Hölder 类 (简称逆 Hölder 类) 的定义.

定义 1.3 设 r ∈ (1,∞]. 称 R 上的几乎处处正的可测函数 w 属于逆 Hölder 类, 记为 RHr(R),
如果当 r ∈ (1,∞) 时, 有

[w]RHr(R) := sup
I

{
1

|I|

∫
I

[w(x)]rdx

}1/r{
1

|I|

∫
I

w(x)dx

}−1

< ∞;

当 r = ∞ 时, 有

[w]RH∞(R) := sup
I

{
ess sup

y∈I
w(y)

}{ 1

|I|

∫
I

w(x)dx

}−1

< ∞,

其中上确界取遍所有有限开区间 I := (a, b), a, b ∈ R 且 a < b.

我们还需引入 Z 上的逆 Hölder 类的定义.

定义 1.4 设 r ∈ (1,∞]. 称数列 w := {w(n)}n∈Z ⊂ (0,∞) 属于 Z 上的逆 Hölder 类, 记为

RHr(Z), 如果当 r ∈ (1,∞) 时, 有

[w]RHr(Z) := sup
{m,n∈Z:m6n}

(n−m+ 1)1−
1
r

{ n∑
s=m

[w(s)]r
}1/r{ n∑

s=m

w(s)

}−1

< ∞;

当 r = ∞ 时, 有

[w]RH∞(Z) := sup
{m,n∈Z:m6n}

(n−m+ 1)
{

ess sup
{s∈Z:m6s6n}

w(s)
}{ n∑

s=m

w(s)

}−1

< ∞,

其中上确界取遍所有满足 m 6 n 的整数 m 和 n.

下文进一步假设: 对任意 k ∈ N, 存在正常数 c := c(k,w) (仅依赖 k 和 w) 使得

1

c
[w(m)]k 6 w(mk) 6 c[w(m)]k. (1.1)

设 p ∈ [1,∞). 现在引入加权离散 (弱型) Lebesgue 空间 ℓpw(Z) 和 ℓp,∞w (Z) 的定义. 称数列 A :=

{a(j)}j∈Z ⊂ C 属于 ℓpw(Z), 如果

∥A∥ℓpw(Z) :=

[∑
j∈Z

|a(j)|pw(j)
]1/p

< ∞;

称数列 A := {a(j)}j∈Z ⊂ C 属于 ℓp,∞w (Z), 如果

∥A∥ℓp,∞w (Z) := sup
t∈(0,∞)

t[w({j ∈ Z : |a(j)| > t})]1/p < ∞,

其中 w(E) :=
∑

j∈E w(j), ∀E ⊂ Z.
下面引入本文的主要结果, 它是文献 [14, 定理 1] 的推广.
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定理 1.1 设权 w 满足 (1.1) 且存在 q ∈ [1,∞), r ∈ (1,∞], 使得

wk := {[w(m)]k}m∈Z ∈ Aq(Z) ∩RHr(Z).

令 p ∈ (1,∞), k ∈ N, λ ∈ (0, 1), γ ∈ R, 则
(i) 若 λp > q, 则 Ik,λ+iγ 从 ℓ1w(Z) 到 ℓp,∞w (Z) 有界. 若 Ik,λ+iγ 从 ℓ1w(Z) 到 ℓp,∞w (Z) 有界, 则当

r < ∞ 时有 λp > 1− 1
r ; 当 r = ∞ 时有 λp > 1.

(ii) 若 λp > q, 则 Ik,λ+iγ 从 ℓ1w(Z) 到 ℓpw(Z) 有界. 进一步假设 w 满足

w(m) > 1, ∀m ∈ Z. (1.2)

若 Ik,λ+iγ 从 ℓ1w(Z) 到 ℓpw(Z) 有界, 则当 r < ∞ 时有 λp > 1− 1
r ; 当 r = ∞ 时有 λp > 1.

注 1.1 (i) 取 w(m) = 1 (∀m ∈ Z), q = 1 且 r = ∞, 则定理 1.1 回到文献 [14, 定理 1], 从而当

q = 1 时推广了猜想 1.1;

(ii) 若 w ∈ A∞(Z), 则存在 q ∈ [1,∞) 且 r ∈ (1,∞), 使得 w ∈ Aq(Z) ∩RHr(Z);
(iii)设 a ∈ (−1,∞),满足 (1.1)且 w ∈ A∞(Z)的一类典型例子是 w(m) := (1+ |m|)a, ∀m ∈ Z. 具

体细节略, 可参考连续情形 (参见文献 [18, 第 219 页, 注记 6.5]). 当 a ∈ [0,∞) 时, w 满足 (1.2), 再由

(ii) 知, 上述 w 满足定理 1.1 的所有条件.

本文的主要内容安排如下. 在第 2节中, 首先利用 Aq(R)与 RHr(R)之间的关系并构造辅助函数
(参见下文的 (2.2)),实现离散权与连续权性质之间的转化 (此想法来自于文献 [17]),从而建立 RHr(Z)
与 Aq(Z) 之间的关系 (参见下文的引理 2.1(iii)), 再借助伪差分算子 (包含离散 Fourier 乘子) 的有界

性与它的积分核的估计之间的关系 (参见下文定理 2.1), 完成定理 1.1 的证明.

记号规定 在全文中, 令 N 表示正整数集, Z+ := {0} ∪ N; C 表示一个与主要参数无关的正常数,

但在每一行可能会改变;用 C(ρ,β,...) 表示依赖参数 ρ, β, . . .的正常数, 以及 C0, C1, . . .表示固定的正常

数. 若对任意实函数 f 和 g, f 6 Cg, 则记为 f . g. 若 f . g . f , 则记为 f ∼ g; 若 f 6 Cg 且 g = h

或 g 6 h, 则分别记为 f . g ∼ h 或 f . g . h, 而不是 f . g = h 或 f . g 6 h.

2 定理 1.1 的证明

引理 2.1 如下论断成立.

(i) 当 1 6 r 6 q < ∞ 时, A1(Z) ⊂ Ar(Z) ⊂ Aq(Z);
(ii) 当 1 < r 6 q 6 ∞ 时, RH∞(Z) ⊂ RHq(Z) ⊂ RHr(Z);
(iii) 如果 w ∈ A∞(Z), 那么存在 r ∈ (1,∞), 使得 w ∈ RHr(Z).

证明 论断 (i) 和 (ii) 的证明与连续情形完全类似, 故只证 (iii). 只需证: 任取 w ∈ Aq(Z), 其中
q ∈ [1,∞), 存在 ϵ ∈ (0,∞), 使得 w ∈ RH1+ϵ(Z). 不失一般性, 只证 (iii) 对 q ∈ (1,∞) 成立, 因为由 (i)

知 (iii) 如果对 q ∈ (1,∞) 成立, 那么对 q = 1 自动成立.

为此, 可进一步将此证明归结为只需证: 对任意 m,n ∈ Z (m 6 n), 有

{
1

n−m+ 1

n∑
s=m

[w(s)]1+ϵ

} 1
1+ϵ

. 1

n−m+ 1

n∑
s=m

w(s), (2.1)
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其中隐含的正常数不依赖于 m 和 n. 事实上, 对任意 x ∈ R, 令

W (x) :=

w(s), s− 1

4
6 x 6 s+

1

4
,

0, 其他.
(2.2)

首先断言: 若 w := {w(s)}s∈Z ∈ Aq(Z), 则 W ∈ Aq(R). 为此, 设 w := {w(s)}s∈Z ∈ Aq(Z). 从而, 对任

意 m,n ∈ Z (m 6 n), 有{ n∑
s=m

w(s)

}{ n∑
s=m

[w(s)]−
1

q−1

}q−1

6 [w]Aq(Z)(n−m+ 1)q. (2.3)

任取有限开区间 I := (a, b), 其中 a, b ∈ R 且 a < b, 有∫
I

W (x)dx =

∞∑
s=−∞

∫
I∩[s− 1

2 ,s+
1
2 )

W (x)dx =

∞∑
s=−∞

∫
I∩[s− 1

4 ,s+
1
4 )

w(s)dx

=

⌊b+ 1
4 ⌋∑

s=⌈a− 1
4 ⌉

w(s)

∣∣∣∣(a, b) ∩ [
s− 1

4
, s+

1

4

)∣∣∣∣ 6 ⌊b+ 1
4 ⌋∑

s=⌈a− 1
4 ⌉

w(s)min

{
b− a,

1

2

}
.

同上可得
∫
I
[W (x)]−

1
q−1 dx 6

∑⌊b+ 1
4 ⌋

s=⌈a− 1
4 ⌉
[w(s)]−

1
q−1 min{b− a, 1

2}. 因此, 由 (2.3) 知,

{
1

|I|

∫
I

W (x)dx

}{
1

|I|

∫
I

[W (x)]−
1

q−1 dx

}q−1

=
1

|I|q

{∫
I

W (x)dx

}{∫
I

[W (x)]−
1

q−1 dx

}q−1

6 1

(b− a)q

{ ⌊b+ 1
4 ⌋∑

s=⌈a− 1
4 ⌉

w(s)

}{ ⌊b+ 1
4 ⌋∑

s=⌈a− 1
4 ⌉

[w(s)]−
1

q−1

}q−1[
min

{
b− a,

1

2

}]q

6 [w]Aq(Z)

{⌊b+ 1
4⌋ − ⌈a− 1

4⌉+ 1

b− a

}q[
min

{
b− a,

1

2

}]q
.

进一步, 分两种情形.

情形 1 当 b− a > 1
2 时, 有{

1

|I|

∫
I

W (x)dx

}{
1

|I|

∫
I

[W (x)]−
1

q−1 dx

}q−1

6 [w]Aq(Z)
1

2q

{
b− a+ 3

2

b− a

}q

6 2q[w]Aq(Z).

情形 2 当 b− a < 1
2 时, 有{

1

|I|

∫
I

W (x)dx

}{
1

|I|

∫
I

[W (x)]−
1

q−1 dx

}q−1

6 [w]Aq(Z)(b− a)q
{
b− a+ 3

2

b− a

}q

6 2q[w]Aq(Z).

综上知断言成立.

再由上述断言和文献 [19, 第 IV 章, 引理 2.5] 知, 存在 ϵ ∈ (0,∞), 使得 W ∈ RH1+ϵ(R). 从而, 对

任意区间 I := (a, b), 其中 a, b ∈ R 且 a < b, 有{
1

|I|

∫
I

[W (x)]1+ϵdx

} 1
1+ϵ

6 [W ]RH1+ϵ(R)
1

|I|

∫
I

W (x)dx. (2.4)
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在 (2.4) 中取 a := m− 1
2 和 b := n+ 1

2 , 得{
1

n−m+ 1

n∑
s=m

∫ s+ 1
2

s− 1
2

[W (x)]1+ϵdx

} 1
1+ϵ

6 [W ]RH1+ϵ(R)
1

n−m+ 1

n∑
s=m

∫ s+ 1
2

s− 1
2

W (x)dx.

从而, {
1

n−m+ 1

n∑
s=m

∫ s+ 1
4

s− 1
4

[w(s)]1+ϵdx

} 1
1+ϵ

6 [W ]RH1+ϵ(R)
1

n−m+ 1

n∑
s=m

∫ s+ 1
4

s− 1
4

w(s)dx.

故 (2.1) 成立, 从而 (iii) 成立. 引理 2.1 证毕.

下面的引理是文献 [14, 引理 1] 的简单变形.

引理 2.2 考虑 Z 上具有符号 m 的伪差分算子 tm. 若 tm : ℓ1w(Z) → ℓp,∞w (Z) 有界, 则 m 的卷积

核 k := F−1m ∈ ℓp,∞w (Z) 且

∥k∥ℓp,∞w (Z) 6 ∥tm∥B(ℓ1w(Z),ℓp,∞w (Z))w(0) < ∞,

其中, 对任意赋范线性空间 X 和 Y , 记 B(X,Y )为所有从 X 到 Y 的有界线性算子构成的赋范线性空

间, 并且任意 T ∈ B(X,Y ) 的范数定义为

∥T∥B(X,Y ) := sup
∥f∥X=1

{∥T (f)∥Y }.

证明 设 tm : ℓ1w(Z) → ℓp,∞w (Z) 有界, 即

w({s ∈ Z : |tmf(s)| > t}) 6
[
C0

∥f∥ℓ1w(Z)

t

]p
,

其中 C0 := ∥tm∥B(ℓ1w(Z),ℓp,∞w (Z)). 特别地, 取 f := 1{0}, 则 tmf = k ∗ f = k. 因此有

w({s ∈ Z : |tmf(s)| > t}) = w({s ∈ Z : |k(s)| > t}) 6
[
C0

t
w(0)

]p
< ∞.

引理 2.2 证毕.

注 2.1 取 w(m) = 1, ∀m ∈ Z, 则引理 2.2 回到文献 [14, 引理 1].

为证定理 1.1, 还需如下定理, 它是文献 [14, 定理 3] 的加权版本.

定理 2.1 令 p ∈ (1,∞), tm 为以 m 为符号的伪差分算子. 记 tm 的卷积核为 k := F−1m, 其中

F−1m 为符号 m 的 Fourier 逆变换, 定义为: 对任意 s ∈ Z, 有 F−1m(s) :=
∫
T e

i2πsξm(s, ξ)dξ, 则有

(i) tm : ℓ1w(Z) → ℓp,∞w (Z) 能被延拓成有界算子当且仅当 k := F−1m ∈ ℓp,∞w (Z). 进一步,

∥k∥ℓp,∞w (Z) ∼ ∥tm∥B(ℓ1w(Z),ℓp,∞w (Z)),

其中隐含的正常数不依赖于 k、m 和 tm.

(ii) tm : ℓ1w(Z) → ℓpw(Z) 能被延拓成有界算子当且仅当 k := F−1m ∈ ℓpw(Z). 进一步,

∥k∥ℓp,∞w (Z) ∼ ∥tm∥B(ℓ1w(Z),ℓpw(Z)),

其中隐含的正常数不依赖于 k、m 和 tm.
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证明 先证 (i). 令 p ∈ (1,∞). 由引理 2.2 可知, 若 tm : ℓ1w(Z) → ℓp,∞w (Z) 有界, 则

∥k∥ℓp,∞w (Z) := ∥F−1(m)∥ℓp,∞w (Z) 6 ∥tm∥B(ℓ1w(Z),ℓp,∞w (Z))w(0).

故只需证 k := F−1m ∈ ℓp,∞w (Z) 能推出 tm : ℓ1w(Z) → ℓp,∞w (Z) 有界. 事实上, 设

k := F−1m ∈ ℓp,∞w (Z).

由弱 Young 不等式 (参见文献 [20, 定理 1.5], 其中将 µ 替换为 w(E) :=
∑

s∈E w(s), ∀E ⊂ Z) 知,

∥tmf∥ℓp,∞w (Z) = ∥k ∗ f∥ℓp,∞w (Z) 6 ∥k ∗ f∥ℓpw(Z) . ∥k∥ℓp,∞w (Z)∥f∥ℓ1w(Z),

从而有 ∥tm∥B(ℓ1w(Z),ℓp,∞w (Z)) . ∥k∥ℓp,∞w (Z), 其中隐含的正常数均不依赖于 k、m 和 tm. (i) 证毕.

再证 (ii). 若 tm : ℓ1w(Z) → ℓpw(Z) 有界, 则

∥tmf∥ℓpw(Z) 6 ∥tm∥B(ℓ1w(Z),ℓp,∞w (Z))∥f∥ℓ1w(Z).

特别地, 若取 f = 1{0}, tmf = k ∗ f = k, 则有

∥k∥ℓp,∞w (Z) 6 ∥tm∥B(ℓ1w(Z),ℓpw(Z))w(0).

反之, 由 Young 不等式知,

∥tmf∥ℓp,∞w (Z) = ∥k ∗ f∥ℓp,∞w (Z) 6 ∥k ∗ f∥ℓpw(Z) . ∥k∥ℓpw(Z)∥f∥ℓ1w(Z),

从而有 ∥tm∥B(ℓ1w(Z),ℓpw(Z)) . ∥k∥ℓpw(Z), 其中隐含的正常数均不依赖于 k、m 和 tm. (ii) 证毕. 综上, 定

理 2.1 证毕.

定理 1.1 的证明 不妨设 q ∈ (1,∞), 因为定理 1.1 对 q = 1 的情形类似可证.

首先证 (i). 不妨设 r ∈ (1,∞), 因为定理 1.1(i) 对 r = ∞ 的情形类似可证. Ik,λ+iγ 的卷积核定义

为, 对任意 s ∈ Z, 有

kk,λ+iγ(s) :=


1

mλ+iγ
, s = mk, m ∈ N,

0, 其他.

先证第一部分. 设 λp > q. 由定理 2.1(i)知,只需证 kk,λ+iγ ∈ ℓp,∞w (Z). 事实上,注意到 t > 1时, w({mk

∈ Z : m ∈ N, m < 1
t1/λ

}) = 0. 从而,

∥kk,λ+iγ∥ℓp,∞w (Z) := sup
t∈(0,∞)

t[w({s ∈ Z : |kk,λ+iγ(s)| > t})]
1
p

= sup
t∈(0,∞)

t

[
w

({
mk ∈ Z : m ∈ N,

1

mλ
> t

})] 1
p

= sup
t∈(0,1]

t

[
w

({
mk ∈ Z : m ∈ N, m <

1

t1/λ

})] 1
p

.

进一步, 由 (1.1)、wk ∈ Aq(Z) 和定义 1.2 知,

w({s ∈ Z : |kk,λ+iγ(s)| > t}) = w

({
mk ∈ Z : m ∈ N,

1

mλ
> t

})
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= w

({
mk ∈ Z : m ∈ N, m <

1

t1/λ

})

=
∑

{m∈N:m< 1

t1/λ
}

w(mk) =

⌊ 1

t1/λ
⌋∑

m=1

w(mk)

∼
⌊ 1

t1/λ
⌋∑

m=1

[w(m)]k . [wk]Aq(Z)

(⌊
1

t1/λ

⌋)q{ ⌊ 1

t1/λ
⌋∑

m=1

[w(m)]−
k

q−1

}1−q

. [w(1)]k[wk]Aq(Z)

(
1

t1/λ

)q

∼ [w(1)]k[wk]Aq(Z)t
− q

λ ,

其中隐含的正常数均不依赖于 w、k、λ、γ 和 t. 因此, 由 λp > q 知,

∥kk,λ+iγ∥ℓp,∞w (Z) . [w(1)]k[wk]Aq(Z) sup
t∈(0,1]

t[t−
q
λp ] ∼ [w(1)]k[wk]Aq(Z) sup

t∈(0,1]

t1−
q
λp

. [w(1)]k[wk]Aq(Z) < ∞,

其中隐含的正常数均不依赖于 w、k、λ、γ 和 t. 第一部分得证.

再证第二部分. 假设 λp < 1− 1
r , 由定理 2.1(i) 知, 只需证 kk,λ+iγ ̸∈ ℓp,∞w (Z). 事实上, 当 t 充分小

时 (t < δ0, 其中 δ0 ∈ (0, 1)), 由 (1.1)、wk ∈ RHr(Z) 和定义 1.4 知,

w({s ∈ Z : |kk,λ+iγ(s)| > t})

= w

({
mk ∈ Z : m ∈ N,

1

mλ
> t

})
= w

({
mk ∈ Z : m ∈ N, m <

1

t1/λ

})

=
∑

{m∈N:m< 1

t1/λ
}

w(mk) =

⌊ 1

t1/λ
⌋∑

m=1

w(mk)

∼
⌊ 1

t1/λ
⌋∑

m=1

[w(m)]k & [wk]RHr(Z)

(⌊
1

t1/λ

⌋)1− 1
r
{ ⌊ 1

t1/λ
⌋∑

m=1

[w(m)]kr
} 1

r

& [w(1)]k[wk]RHr(Z)

(
1

t1/λ

)1− 1
r

∼ [w(1)]k[wk]RHr(Z)t
− 1

λ (1− 1
r ),

其中隐含的正常数均不依赖于 w、k、λ、γ 和 t. 因此, 再由 λp < 1− 1
r 知,

∥kk,λ+iγ∥ℓp,∞w (Z) > sup
t∈(0,δ0)

t[w({s ∈ Z : |kk,λ+iγ(s)| > t})]
1
p

& [w(1)]k[wk]RHr(Z) sup
t∈(0,δ0)

t[t−
1
λp (1−

1
r )]

∼ [w(1)]k[wk]RHr(Z) sup
t∈(0,δ0)

t1−
1
λp (1−

1
r ) = ∞,

其中隐含的正常数均不依赖于 w、k、λ、γ 和 t. 从而结论成立. 第二部分得证. (i) 证毕.

再证 (ii). 同样先证第一部分. 设 λp > q. 由定理 2.1(i) 知, 只需证 kk,λ+iγ ∈ ℓpw(Z). 事实上,

由 (1.1)、wk ∈ Aq(Z)、定义 1.2 和 λp > q 知,

∑
s∈Z

|kk,λ+iγ(s)|pw(s) =
∑

{s=mk:m∈N}

1

sλp/k
w(s) =

∑
m∈N

1

mλp
[w(mk)] ∼

∞∑
ℓ=0

2ℓ+1−1∑
m=2ℓ

1

mλp
[w(m)]k
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.
∞∑
ℓ=0

2−ℓλp
2ℓ+1−1∑
m=2ℓ

[w(m)]k

. [wk]Aq(Z)

∞∑
ℓ=0

2−ℓλp(2ℓ+1 − 1)q
{ 2ℓ+1−1∑

m=1

[w(m)]−
k

q−1

}1−q

. [w(1)]k[wk]Aq(Z)

∞∑
ℓ=0

2−ℓ(λp−q) ∼ [w(1)]k[wk]Aq(Z) < ∞,

其中隐含的正常数均不依赖于 w、k 和 γ. 第一部分得证.

再证第二部分. 考虑如下两种情形:

情形 1 r ∈ (1,∞). 假设 λp 6 1 − 1
r , 由定理 2.1(i) 知, 只需证 kk,λ+iγ ̸∈ ℓpw(Z). 事实上, 若

λp 6 1− 1
r , 则由 (1.1)、wk ∈ RHr(Z)、定义 1.4 和 (1.2) 知,∑

s∈Z
|kk,λ+iγ(s)|pw(s) =

∑
{s=mk:m∈N}

1

sλp/k
w(s) =

∑
m∈N

1

mλp
[w(mk)] ∼

∑
m∈N

1

mλp
[w(m)]k

& lim
ℓ→∞

2−ℓλp
∑

{m∈N: 0<m62ℓ}

[w(m)]k

∼ lim
ℓ→∞

2−ℓλp
2ℓ∑

m=1

[w(m)]k & [wk]RHr(Z) lim
ℓ→∞

2−ℓλp

{ 2ℓ∑
m=1

[w(m)]kr
}1/r

2ℓ(1−
1
r )

& [w(1)]k[wk]RHr(Z) lim
ℓ→∞

{ 2ℓ∑
m=1

1

}1/r

= ∞,

其中隐含的正常数均不依赖于 w、k、λ、γ 和 p. 因此, 第一部分对情形 1 得证.

情形 2 r = ∞. 假设 λp 6 1, 由定理 2.1(i) 知, 只需证 kk,λ+iγ ̸∈ ℓpw(Z). 事实上, 若 λp 6 1, 则

由 (1.1)、定义 1.4 和 (1.2) 知,∑
s∈Z

|kk,λ+iγ(s)|pw(s) =
∑

{s=mk:m∈N}

1

sλp/k
w(s) =

∑
m∈N

1

mλp
[w(mk)]

∼
∞∑
ℓ=1

2ℓ−1∑
m=2ℓ−1

1

mλp
[w(m)]k &

∞∑
ℓ=1

2−ℓλp
2ℓ−1∑

m=2ℓ−1

[w(m)]k

& [wk]RHr(Z)

∞∑
ℓ=1

2−ℓ(λp−1) = ∞,

其中隐含的正常数均不依赖于 w、k、λ、γ 和 p. 因此, 第二部分对情形 2 得证. 综上知第二部分成立.

(ii) 证毕. 综上, 定理 1.1 证毕.
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Weighted boundedness of discrete fractional integrals

Xing Fu

Abstract In this paper, via introducing the reverse Hölder class on Z, RHr(Z) (r ∈ (1,∞)), and establishing its
relation with the space of Muckenhoupt weights on Z, Aq(Z) (q ∈ [1,∞)), and with the help of the relation between
the boundedness of pseudo-difference operators (including the discrete Fourier multiplier) and the estimates of
their kernels, we obtain the boundedness of the discrete fractional integral (fractional integral on Z) on discrete
(weak-type) Lebesgue spaces ℓpw(Z) and ℓp,∞w (Z) (p ∈ [1,∞)).
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