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摘   要   利用非模态稳定性方法研究了亚临界情况下的热毛细液层对初始扰动和外加激励的敏感性。通过瞬态

增长函数和反馈函数分别反映流场对初始扰动和外加激励的放大。研究结果表明, 小 Prandtl数（Pr）下的亚临

界流动对初始扰动和外加激励均十分敏感，最大扰动放大与 Reynolds 数（Re）的平方近似成正比。在大

Pr 下，只有回流的亚临界流动存在对外加激励的显著放大，其最大值分别随 Re5 和 Pr5 呈线性增长。随着外加

激励频率的增大，最优扰动波数逐渐减小。流场和温度场表明输出的扰动速度和温度量级远大于输入的量级，并

且与管道流动相比存在明显不同。
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Abstract    The  sensitivity  of  subcritical  thermocapillary  liquid  layers  to  initial  disturbances  and
external  excitations  is  investigated  by  the  non-modal  stability  analysis.  The  amplifications  of  initial

disturbances  and  external  excitations  are  measured  by  the  growth  function  and  response  function,

respectively. Results show that at small Prandtl numbers (Pr), the subcritical flows are sensitive to both

initial  disturbances  and  external  excitations.  The  maximum  amplifications  are  approximately

proportional  to  the  square  of  Reynolds  number  (Re).  At  large  Pr,  large  amplifications  to  external

excitations  are  found  in  the  return  flow.  The  maximum response  increases  linearly  with Re5  and Pr5.

When the frequency increases, the total wave number of the optimal response decreases. The flow and

temperature fields indicate that the magnitudes of output temperature and velocity are far larger than

those of input, which is significantly different from the pipe flow.
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0　引言

热毛细对流是由液体表面温差引起表面张力梯

度驱动的流动，是空间等微重力条件下流体的主要运

动形式，广泛存在于微流控 [1，2]、熔焊 [3]、薄膜镀层 [4]

等工业应用中。鉴于其在晶体生长中的重要性[5]，近

几十年来围绕热毛细对流已开展了大量研究[6-7]，包括

理论分析、数值模拟以及地面和空间实验。Davis[8]

和 Schatz等[9] 分别在 1987年和 2001年对相关内容

进行了综述。

热毛细流动的稳定性直接影响晶体生长的质量，

因此一直受到广泛关注。Smith等[10] 采用线性稳定

性方法研究了无限大平板上的热毛细液层，发现其失

稳机制取决于 Prandtl数。Chan等[11] 应用上述液层

模型研究了重力效应对热毛细稳定性的影响，其临界

参数与空间实验结果[12] 相符。2016年 Kang等[13] 在

中国 实践十号返回式科学实验卫星中对环形液池的

热毛细对流进行了空间实验，结果显示流体从稳态到

振荡态过程中存在定向传播的热流体波.
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以往热毛细对流失稳的理论研究多采用模态分

析方法，即假定小扰动随时间呈指数变化。虽然该方

法可预测扰动的长时间变化，但是对于许多情况，例

如管道流动，模态分析得到的临界 Reynolds数与实

验观测不符。流动转捩对初始状态和外加扰动十分

敏感。因此有研究发展了非模态理论，研究流动失稳

的短期效应[14-17]。对于热毛细对流，在一些情况下模

态分析得到的临界 Reynolds数 Rec 量级达到 Rec ≈
或 [18]，远大于一般情况下的转捩Reynolds

数，因此可能存在亚临界条件下的流动失稳。此外非

模态理论已应用于一些热毛细力驱动的流动，研究结

果与实验相符[19]。本文采用非模态方法研究热毛细

液层的流动稳定性对初始扰动和外加激励的敏感性，

并讨论 Reynolds数和 Prandtl数的影响。 

1　控制方程

采用图 1所示热毛细液层模型，即厚度为 d 的无

限长液体薄层因液面温度梯度而产生对流。x、y、

z 分别表示流向、展向和法向。流动为平行剪切流（包

括回流和线性流）。

流动的无量纲控制方程组分别为连续性方程、动

量方程和能量方程，即

∇ · u = 0,

Re

(
∂u

∂ t
+ u · ∇u

)
= −∇p+∇ · τ ,

∂ T

∂ t
+ u · ∇T =

1

Ma
∇2T. (1)

边界条件如下。

z = 0时：
u = (u, v, w) = 0,

∂T

∂z
= 0,

τ13 +
∂T

∂x
= 0.

z = 1时：

τ23 +
∂T

∂y
= 0,

w = 0,

− ∂T

∂z
= Bi (T − T∞) + Q̃. (2)

u、p、T、t

τ T∞ Q̃

T − T∞

其中： 分别为速度、压强、温度和时间；

为应力张量； 为无穷远处温度； 为外加热通量。

在刚性平面处（z = 0），要求速度无滑移且竖直方向无

热通量；在自由面处（z = 1），前两式表示热毛细力提

供流动剪切力，第三式表示法向速度为 0，第四式表示

竖直方向热通量与 呈线性关系。

Ma

Pr

Reynolds数 Re、Marangoni数 和 Prandtl数

分别定义为

Re =
ρUd

µ
, Pr =

µ

ρχ
,

Ma = Re · Pr, Bi =
hd

κ
. (3)

ρ

µ χ κ

Bi = 0

τ = S

其中， 为流体密度，U 为流体特征速度，d 为液层厚

度， 为动力粘度， 为热扩散系数，h 为传热系数， 为

热导率。为了简略起见，在这里只讨论 的情

况。流体为牛顿流体，则本构方程为 ，应变率张量
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图 1    热毛细液层模型

Fig. 1    Schematic of thermocapillary liquid layers
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S = ∇u+ (∇u)T。

考虑如下两种形式的基本流[8]。线性流：

u = (z, 0, 0) ,

T (x, z) = −x+Ma · 1
6
(1− z3) ,

Q̃ =
1
2
Ma.

回流：

u=

(
3

4
z2 − 1

2
z, 0, 0

)
,

T (x, z)=−x+Ma ·
(
− 1

16
z4 +

1

12
z3 − 1

48

)
,

Q̃ = 0. (4)

前者速度呈线性分布，而后者法向质量流量为 0。

以下分析流动稳定性。首先采用模态分析方法，

在基本流场中叠加正则小扰动，有

(u, T, p, τ ) = (u0, T0, p0, τ0) + δ,

δ =

(
⌢
u,

⌢
v ,

⌢
w,

⌢

T ,
⌢
p,

⌢
τ

)
exp [i (−σt+ αx+ βy)] .

(5)

σ α和β x和y其中， 为复频率， 分别表示在 轴上的空间

波数。总波数和波的方向角分别用

k =
√
α2 + β2和φ = arctan(β/α)

σ表示。 可以通过 Chebyshev配点法求解。下标 0表

示基本流，以下方程中无下标量表示扰动。

采用非模态分析方法研究初始状态和外加扰动

对流动稳定性的影响。设扰动演化方程具有如下形式：

∂

∂t
ψ = −i Lψ +Θ. (6)

ψ = (u, v, w, T )

Θ

ω

ℜ(ω)

其中， 为扰动量，L为演化算子（可以

由模态分析得到）， 为外加激励。对于无外加激励

的情况，可用瞬态增长函数 G(t) 反映流场对初始扰

动的放大，即 t 时刻扰动能量与初始时刻扰动能量之

比；对于外加激励为频率   的简谐函数情况，可用反

馈函数 反映流场对外加信号的放大，即输出扰动

能量与输入扰动能量之比。计算公式分别为[20]

G (t) = max
ψ(0)̸=0

∥ψ (t) ∥2

∥ψ (0) ∥2
, ℜ(ω) = max

Θ ̸=0

∥ψ∥
∥Θ∥

. (7)

∥·∥2范数 表示扰动能量 E，可定义为 [21]

E = ∥ψ∥2
=

w (
|u|2 + |v|2 + |w|2 + ξ|T |2

)
dz, (8)

ξ ξ O (k2/100)

G(t) ℜ(ω) ξ ξ = k2/100

ψ (z, t)

K

其中， 为正常数。计算结果表明，当   取

的量级时 和 与 无关，因此这里取 。

可分解为各特征模态的线性叠加，计算中取最

不稳定的前   阶模态，即

ψ (z, t) ≈
K∑

j=1

ajexp (−iσjt)

(
⌢
uj ,

⌢
v j ,

⌢
wj ,

⌢

T j

)
. (9)

(
⌢
uj ,

⌢
v j ,

⌢
wj ,

⌢

T j

)
j

σj aj

其中， 表示稳定性最差的第 个特征模

态， 和 分别为对应的特征值和展开系数。 

2　数值结果

G(t)

Mac ≈ 3.41

图 2显示了不同 Re 数下扰动的瞬态增长函数

。可以看到线性流小 Pr 下的亚临界流动中（线性流

Pr=0.002的临界 Marangoni数 ）存在较

大的瞬态增长，扰动经过一段短暂增长之后开始衰

减。因此可以定义最大瞬态增长

Gmax = max
t⩾0

G(t) = G(tmax).

ℜmax = max

ℜ(ω) ℜmax

ℜ(ω)

随着 Re 增大，Gmax 及对应的时间 tmax 明显增大。

对于反馈函数，可以类似定义最大扰动放大

。图 3表明在小 Pr 下 Gmax 和 近似与 Re2

成正比。图 4显示了大 Pr 下不同 Pr 的反馈函数 。

可以看到，回流大 Pr 下的亚临界流动中（回流 Pr=
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Fig. 2    Variation of G(t) with time of the linear

flow at Pr = 0.002, k = 4,   with

various Reynolds numbers
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Mac ≈ 383.7

ℜmax

ℜmax

ℜmax ≈ 3.28Re5 + 12.05 ℜmax ≈ 1.92× 10−9Pr5+

15.45

|ℜmax|2 ≫ Gmax

150的临界 ）存在较大的扰动放大。图 5

显示了回流大 Pr 下 随 Pr 和 Re 的变化，可以看

到 分别随 Re5 和 Pr5 呈线性增长，渐近线分别

为 和

。能量分析表明大 Pr 下扰动能量主要来自表

面热毛细力做功。比较瞬态增长和扰动放大的量级

发现 ，表明热毛细液层对外加噪声比初

始状态更为敏感。

ℜopt max
α,β

ℜ (α, β, ω)

图 6与图 7分别显示了线性流和回流对不同频

率和波数外加激励的放大情况。定义最优扰动放大

。可以发现，相比大 Pr，小 Pr 下
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Fig. 3    Maximum transient growth function Gmax and

the maximum response function   versus Reynolds

numbers of the linear flow at Pr=0.002, k=4, 
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ℜopt

ℜopt

ω β β ≈ 4

α ≈ 0.45, β ≈ 3 α ≈ 2.3

α ≈ 1.5 ω

的流动存在更大的扰动放大，并且小 Pr 数下的流动

在靠近 90°时取到 ，而大 Pr 下在 0°时取到该值。

在平面管道流动中， 均存在于 90°附近[16]。随着频率

的增大，线性流小 Pr 下的最优扰动从   轴（ ）

变为 ；大 Pr 回流的最优扰动从

减小到 。此结果说明随着外加激励频率 的

增大，最优扰动波数逐渐减小。

图 8和图 9显示了不同 Pr 下输入和输出的扰动

流场及温度场。可以看到扰动输出速度和温度的量

级远大于输入的量级。在小 Pr 下输入和输出的流场

中均有流向条纹（沿流速度大于或小于平均流速的狭

窄区域）。此放大机制为“举起”机制[16]，即流向条纹

是由流向涡放大产生的。输入和输出流场在竖直方

向上的涡数量分别为 1和 2，而在平面管道流动中，涡

数量都是 1[16]。输入温度在液层底部为 0，而输出温

度在全场均有分布。在大 Pr 下，输入速度和温度只

分布于靠近液面处，输出温度分布在液层内部，而在

平面管道流动中，输入速度分布于全流场 [16]。大
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(d) output temperature field
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O (1)

ℜmax

Pr 下 Re 的量级仅为 ，此时温度场十分关键，放

大主要是热毛细效应。Smith[22] 发现大 Pr 下热毛细

液层的不稳定性主要是由垂直方向热对流引起的。

当 Pr 增大时，热对流比热传递更重要，因此 随

Pr 的增大而增大（见图 3和图 4）。 

3　结论

利用非模态稳定性方法研究了热毛细液层对初

始扰动和外加激励的放大，得到以下结论。

ℜmax

（1）线性流和回流小 Pr 下的亚临界流动对初始

扰动和外加激励均十分敏感，最大瞬态增长 Gmax 和

最大扰动放大 与 Re2 近似成正比。

ℜmax

（2）回流大 Pr 下的亚临界流动中存在对外加激

励的显著放大， 分别随 Re5 和 Pr5 呈线性增长。

ω

（3）相比于大 Pr，小 Pr 的流动存在更大的扰动

放大。随着外加激励频率 的增大，最优扰动波数逐

渐减小。

（4）流场和温度场表明，扰动输出速度和温度的

量级远大于输入的量级。在小 Pr 下，输入和输出的

流场中均有流向条纹，但竖直方向的涡数量及温度分

布不同；在大 Pr 下输入的速度和温度只分布于靠近

液面处，而输出温度分布在液层内部。两者放大机制

不同。
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