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摘要 本文研究具耗散的修正临界多孔介质方程弱解的正则性问题.利用时空 Besov空间理论结合能

量估计方法,得到了该方程具 Hölder连续的弱解是光滑解. 多孔介质方程本质上是具非局部零散度速

度场的输运扩散方程, 与已有大量研究的准地转方程有许多相似之处. 从数学角度看, 多孔介质方程

是准地转方程的一个推广. 本文研究 3 维具耗散的修正临界多孔介质方程弱解的正则性问题. 利用时

空 Besov 空间理论结合经典的能量估计方法, 得到了该方程具 Hölder 连续的弱解是光滑解. 利用同

样的方法可以证明, 该结论对于 3 维修正的临界准地转方程也是成立的.
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1 引言及主要结论

多孔介质方程在 Rn (n > 2), t > 0 上的表达式如下:
∂tθ + u · ∇θ + νΛαθ = 0,

u = −k(∇p+ gγθ),

divu = 0,

(1.1)

其中 θ表示液体温度, ν > 0是耗散系数. u = −k(∇p+gγθ)是由 Darcy定律确定的液体排放速度场. k

表示不同方向的中等基质渗透率与黏性之比, g 是重力加速度, p 是液体压力, 向量 γ ∈ Rn 是 n 维规

范正交系的最后一个向量 en, Λ = (−∆)
1
2 , 0 6 α 6 2. 考虑尺度变换

θ(t, x) → θλ(t, x) := λα−1θ(λαt, λx), λ > 0.

该系统可以分为三类: 当 α = 1 时称为临界情形; 当 1 < α 6 2 时称为次临界情形; 当 0 6 α < 1 时称

为超临界情形. 为简单起见, 我们令 k = g = 1. 关于该系统更多的细节可参见文献 [1, 2].
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对于系统 (1.1), 当 ν = 0, n = 2 时, 文献 [3] 利用粒子轨道方法得到了在 Hölder 空间 Cs (0 < s

< 1) 上局部解的存在唯一性, 并给出了光滑解的爆破准则. 当 ν > 0 时, 文献 [2] 建立了: (i) 在次临界

情形下 Sobolev 空间 Hs (s > 0) 中的全局解; (ii) 在超临界情形下 Sobolev 空间 Hs (s > n
2 + 1) 中具

小初值解的全局适定性; (iii) 在临界情形下具光滑初始值的光滑解的全局适定性. 另外, 在超临界情

形, 文献 [4] 得到了临界 Besov 空间中具小初始值解的全局适定性及任意初始值解的局部适定性.

最近, 文献 [5] 研究了如下修正的临界多孔介质方程:
∂tθ + u · ∇θ + νΛαθ = 0,

u = Λα−1{−(∇p+ γθ)},

divu = 0,

(1.2)

其中 0 < α < 2. 因系统 (1.2) 与 (1.1) 在临界情形 α = 1 时具有相似的尺度不变性, 所以称 (1.2) 为修

正的临界多孔介质方程.

需要指出的是,多孔介质方程本质上是具非局部零散度速度场的输运扩散方程 (速度场 u与温度 θ

的关系见如下 (1.5) ). 它们与已有大量研究的准地转方程 [6–13]有许多相似之处. 从数学角度看,多孔

介质方程是准地转方程的一个推广. 修正的临界准地转方程表示如下:∂tθ + u · ∇θ + κΛαθ = 0, x ∈ Rn, t > 0,

u = Λα−1R⊥θ, x ∈ Rn, t > 0,
(1.3)

其中 n > 2, κ > 0, α ∈ (0, 2), R⊥θ = Λ−1(−∂2θ, ∂1θ). 在文献 [6] 中, 作者利用文献 [9, 14] 的思想结合

Besov 空间技巧, 得出当 0 < α 6 1, κ > 0 及 θ0 ∈ L2(R2) 时, 系统 (1.3) 的 Lery-Hopf 弱解是光滑解,

并指出该结论对任意空间维数 n > 2 均成立. 最近, 文献 [12] 基于文献 [13] 中的非线性最大值原理给

出了 n (n > 2)维系统 (1.3)当 α ∈ (0, 1]且 θ0 ∈W 1,∞(Rn)时解的全局适定性. 而当 0 < α < 2时, 文

献 [10] 借助于文献 [8] 的思想, 通过建立适当的连续模得出 2 维情形下, θ0 ∈ Hm(R2) (m > 1) 时解的

全局适定性.

同样利用模连续性方法,对于 3维系统 (1.2), (i)当 α = 1时,即系统 (1.1)的临界情形,文献 [15]得

到了其解在 Besov空间 Ḃ
3
p

p,1(R3)中的全局适定性; (ii)当 0 < α < 1时,文献 [5]得到了其解在 Hm(R3)

(m > 5
2 ) 空间中的全局适定性. 正如文献 [5] 所指出的, 沿着文献 [9] 的途径并结合文献 [6, 7, 14] 的工

作也可以得到 0 < α < 1 时 3 维系统 (1.2) 的全局适定性.

一个自然的问题是, 当 1 < α < 2 时 3 维系统 (1.2) 的解又会有怎样的性质? 本文按照文献 [9] 的

框架研究了其中的一个环节, 即 Hölder 连续解的正则性. 不过, 当 0 < α < 2 时, 对于 2 维系统 (1.2),

采用类似于文献 [10] 中的模连续性方法可以得到解的全局适定性. 另外, 文献 [16] 研究了具奇异漂移

速度场的非线性抛物型方程 Hölder连续解的正则性,并作为应用给出了 2维系统 (1.3)弱解的一个正

则性准则 (参见文献 [16, 定理 6]). 文献 [17] 研究了 3 维各向异性 Navier-Stokes 方程一类大解的整体

正则性. 文献 [18] 考虑不可压 Navier-Stokes 方程的 Koch-Tataru 解, 并证明了在 Rd (d > 3) 上该解

关于临界 Besov 范数满足衰减估计, 且存在唯一关于空间变量 Hölder 连续的轨道.

受文献 [6,9,11,16]的启发,本文研究 1 < α < 2 时 3维系统 (1.2)弱解的正则性. 利用时空 Besov

空间理论结合能量估计方法得到具 Hölder 连续的弱解是光滑解. 本文主要结果如下:

定理 1.1 设 1 < α < 2, θ0 ∈ L2(R3). 令 I = [t0, t1] ⊂ (0,∞). 假定系统 (1.2) 的弱解 θ ∈ L∞(I;

L2(R3)) ∩ L2(I; Ḣ
α
2 (R3)) 满足 θ ∈ L∞(I;Cσ(R3)), 其中
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min

{
2 − α

2
,
α− 1

2

}
< σ < 1.

则存在 δ > 0 及几乎处处的 t′0 ∈ (t0, t1), 使得 θ ∈ L∞([t′0, t1];C1,δ(R3)). 进一步地, 有

θ ∈ C∞((t0, t1] × R3).

注 1.1 我们分两种情形证明定理 1.1: (1) σ ∈ (α−1
2 , 1); (2) σ ∈ ( 2−α

2 , 1). 其中, 情形 1 利用文

献 [6]的方法证明; 而对于情形 2, 文献 [6]的方法不再适用, 我们借助于文献 [19]中引入的时空 Besov

空间技术结合经典的能量估计方法加以证明 (参见文献 [16]).

注 1.2 采用类似的方法证明可得定理 1.1 的结论对于 3 维系统 (1.3) 也是成立的.

最后说明系统 (1.2) 中 u 与 θ 的关系. 首先由 Darcy 定律得出 (1.1) 中 u 与 θ 的关系 (参见

文献 [2, 4]). 将旋度算子作用在 Darcy 定律上两次, 由 −curl(curlu) + ∇divu = ∆u 及 divu = 0, 得

−curl(curlu) = ∆u. 所以

∆u =

(
∂2θ

∂x1∂x3
,

∂2θ

∂x2∂x3
, −∂

2θ

∂x21
− ∂2θ

∂x22

)
.

由 Newton 势公式及分部积分可得

u(t, x) = −2

3
(0, 0, θ) +

1

4π
P.V.

∫
R3

K(x− y)θ(t, y)dy, x ∈ R3, (1.4)

这里核函数

K(x) =

(
3x1x3
|x|5

,
3x2x3
|x|5

,
2x23 − x21 − x22

|x|5

)
.

所以 u(t, x) = Cθ + P(θ), 其中 C 是一个常向量, P(θ) 是一个关于 θ 的奇异积分算子, 其对应的核函

数是 K(x). 因此, 系统 (1.2) 中 u 关于 θ 的表达式为

u(t, x) = Λα−1{Cθ + P(θ)}. (1.5)

2 预备知识

本节给出 Besov空间的定义及相关工具. 首先给出一些记号.记 S(Rn)是通常的 Schwarz函数类,

S ′(Rn) 是缓增分布空间. f̂ 表示 f 的 Fourier 变换, 即 f̂(ξ) =
∫
Rn e−ix·ξf(x)dx. 分数阶算子 Λα 可以

用 Fourier 变换表示为 Λ̂αf = |ξ|αf̂(ξ). 令

S0 =

{
φ ∈ S;

∫
Rn

φ(x)xηdx = 0, |η| = 0, 1, 2, . . .

}
.

S0 的对偶 S ′
0 = S′

S⊥
0

= S′

P , 这里 P 是多项式函数空间. 也就是说, 在 S ′ 中的两个分布如果相差一个多

项式, 则这两个分布在 S ′
0 中被认为是相同的.

设 Φj ∈ S(Rn) 使得 suppΦ̂j ⊂ Aj , Φ̂j(ξ) = Φ̂0(2−jξ) 且满足

∞∑
k=−∞

Φ̂k(ξ) =

1, ξ ∈ Rn \ {0},

0, ξ = 0,
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这里 Aj = {ξ ∈ Rn; 2j−1 < |ξ| < 2j+1}. 因此, 对任意 f ∈ S ′
0, 有

+∞∑
k=−∞

Φk ∗ f = f. (2.1)

为了方便, 记

∆jf = Φj ∗ f, j = 0,±1,±2, . . . (2.2)

定义 2.1 设 s ∈ R 及 1 6 p, q 6 ∞, 齐次 Besov 空间 Ḃs
p,q 定义为

Ḃs
p,q = {f ∈ S ′

0; ∥f∥Ḃs
p,q

<∞},

其中

∥f∥Ḃs
p,q

=


(∑

j

(2js∥∆jf∥Lp)q
) 1

q

, q <∞,

sup
j

2js∥∆jf∥Lp , q = ∞.

对于 (2.2) 定义的 ∆j 及 Sj ≡
∑

k<j ∆k, 若 |j − k| > 2, 有 ∆j∆k = 0; 若 |j − k| > 3, 则

∆j(Sk−1f∆kf) = 0.

下面命题给出了齐次 Besov 空间的一些简单性质.

命题 2.1 假定 s ∈ R 及 p, q ∈ [1,∞].

(1) 若 1 6 q1 6 q2 6 ∞, 则 Ḃs
p,q1 ⊂ Ḃs

p,q2 .

(2) 若 1 6 p1 6 p2 6 ∞, 且 s1 = s2 + n( 1
p1

− 1
p2

), 则 Ḃs1
p1,q(Rn) ⊂ Ḃs2

p2,q(Rn).

(3) 若 1 < p <∞, 则

Ḃs
p,min{p,2} ⊂ Ẇ s,p ⊂ Ḃs

p,max{p,2},

这里 Ẇ s,p 表示通常的齐次 Sobolev 空间.

下面是关于分数阶导数的 Bernstein 型不等式.

命题 2.2 设 α > 0, 1 6 p 6 q 6 ∞.

(1) 对于某个整数 j 及常数 K > 0, 若 f 满足 suppf̂ ⊂ {ξ ∈ Rn; |ξ| 6 K2j}, 则

∥Λαf∥Lq(Rn) 6 C12αj+jn( 1
p−

1
q )∥f∥Lp(Rn).

(2) 对于某个整数 j 及常数 0 < K1 6 K2, 若 f 满足 suppf̂ ⊂ {ξ ∈ Rn;K12j 6 |ξ| 6 K22j}, 则

C12αj∥f∥Lq(Rn) 6 ∥Λαf∥Lq(Rn) 6 C22αj+jn( 1
p−

1
q )∥f∥Lp(Rn),

其中 C1 和 C2 是仅依赖于 α, p 及 q 的常数.

接下来给出在 Lp 估计中关于耗散项积分的一个下界 (参见文献 [20,21]).

命题 2.3 设 α > 0 且 p = 2, 或 0 6 α 6 2 且 2 < p < ∞. j 是一个整数, f ∈ S ′, 则存在一个依

赖于 n, α 及 p 的常数 c, 使得∫
Rn

∆jf |∆jf |p−2Λα∆jfdx > c2αj∥∆jf∥pLp . (2.3)
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最后回顾 Chemin-Lerner 时空 Besov 空间 L̃r(I; Ḃs
p,q), 其范数定义如下:

∥f∥L̃r(I;Ḃs
p,q)

=

∥∥∥∥2js
(∫

I

∥∆jf(·, t)∥rLpdt

) 1
r
∥∥∥∥
lq(Z)

,

其中 s ∈ R, 1 6 r, p, q 6 ∞, I 是一个时间区间. 注意到对任意 r > 1, 有 L̃r(I; Ḃs
p,r) = Lr(I; Ḃs

p,r).

3 主要结果的证明

情形 1 σ ∈ (α−1
2 , 1).

首先, 由经典的 L2 能量估计及 divu = 0, 可知

∥θ(t)∥2L2 + 2ν

∫ t

0

∥Λ
α
2 θ(τ)∥2L2dτ 6 ∥θ0∥2L2 , t ∈ [0,∞).

令 σ1 := (1 − 2
p )σ, p > 2, 对任意 t ∈ [t0, t1], 根据插值及定理 1.1 的条件 θ ∈ L∞(I;Cσ(R3)) 可得

∥θ(t)∥Ḃσ1
p,∞

= sup
j

2σ1j∥∆jθ(t)∥Lp

6 sup
j

2σ1j∥∆jθ(t)∥
1− 2

p

L∞ ∥∆jθ(t)∥
2
p

L2

6 ∥θ(t)∥1−
2
p

Cσ ∥θ(t)∥
2
p

L2 ,

其中 Cσ = L∞ ∩ Ḃσ
∞,∞. 这表明 θ ∈ L∞(I; Ḃσ1

p,∞).

将算子 ∆j 作用于 (1.2) 的第 1 个方程两边, 并乘以 ∆jθ|∆jθ|p−2, 然后在 R3 上关于 x 积分, 利

用分部积分得

1

p

d

dt
∥∆jθ∥pLp + ν

∫
R3

∆jθ|∆jθ|p−2Λα∆jθdx = −
∫
R3

∆jθ|∆jθ|p−2∆j(u · ∇θ)dx. (3.1)

由命题 2.3 以及非线性项 ∆j(u · ∇θ) 的如下分解:

∆j(u · ∇θ) = J1 + J2 + J3 + J4 + J5,

其中

J1 =
∑

|j−k|62

[∆j , Sk−1u · ∇]∆kθ,

J2 =
∑

|j−k|62

(Sk−1u− Sju) · ∇∆j∆kθ,

J3 = Sju · ∇∆jθ,

J4 =
∑

|j−k|62

∆j(∆ku · ∇Sk−1θ),

J5 =
∑

k>j−1

∆j(∆ku · ∇∆̃kθ),

这里 ∆̃k = ∆k−1 + ∆k + ∆k+1, 结合 Hölder 不等式, 我们有

1

p

d

dt
∥∆jθ∥pLp + cν2αj∥∆jθ∥pLp 6 ∥∆jθ∥p−1

Lp (∥J1∥Lp + ∥J2∥Lp + ∥J4∥Lp + ∥J5∥Lp). (3.2)
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因 ∇ · Sju = 0, 关于 J3 的积分为 0.

下面一一估计上式右端各项. 为了估计 ∥J1∥Lp , 将 [∆j , Sk−1u · ∇]∆kθ 改写为如下积分形式:

[∆j , Sk−1u · ∇]∆kθ =

∫
R3

Φj(x− y)(Sk−1u(y) − Sk−1u(x)) · ∇∆kθ(y)dy,

其中, Φj 是关于 ∆j 的核. 由

∥Sk−1(y) − Sk−1(x)∥L∞ 6 ∥∇Sk−1u∥L∞ |x− y| (3.3)

及

∥Φj(x)|x|∥L1 6 2−j∥Φ0(x)|x|∥L1 6 C2−j ,

可得

∥J1∥Lp 6
∑

|j−k|62

∥Φj(x)|x|∥L1∥∇Sk−1u∥L∞∥∇∆kθ∥Lp

6 C
∑

|j−k|62

2−j∥∇Sk−1u∥L∞∥∇∆kθ∥Lp

6 C
∑

l6j+2

2l∥∆lu∥L∞∥∆jθ∥Lp

6 C
∑

l6j+2

2−l(σ1−α)2l(σ1−α+1)∥∆lu∥L∞2−jσ12jσ1∥∆jθ∥Lp

6 C2j(α−2σ1)∥u∥
Ḃ

σ1−α+1
∞,∞

∑
l6j+2

2(l−j)(α−σ1)2jσ1∥∆jθ∥Lp

6 C2j(α−2σ1)∥θ∥Cσ1∥θ∥Ḃσ1
p,∞

, (3.4)

其中在最后的不等式用到了

∥u∥
Ḃ

σ1−α+1
∞,∞

= ∥Λα−1{Cθ + P(θ)}∥
Ḃ

σ1−α+1
∞,∞

6 C∥θ∥Cσ1 .

在倒数第 2 个不等式中, 因 σ1 < σ < 1, 而 1 < α < 2, 故 σ1 < α. 所以关于 l 的和式是收敛的.

由 Bernstein 不等式, 有

∥J2∥Lp 6 C
∑

|j−k|62

∥Sk−1u− Sju∥Lp∥∇∆jθ∥L∞

6 C∥∆ju∥Lp2j∥∆jθ∥L∞

6 C2j2−j(σ1−α+1)2j(σ1−α+1)∥∆ju∥Lp2−jσ12jσ1∥∆jθ∥L∞

6 C2j(α−2σ1)∥θ∥Cσ1∥u∥Ḃσ1−α+1
p,∞

6 C2j(α−2σ1)∥θ∥Cσ1∥θ∥Ḃσ1
p,∞

. (3.5)

对于 J4, 由于 σ1 < 1, 则

∥J4∥Lp 6 C
∑

|j−k|62

∥∆ku∥Lp∥∇Sk−1θ∥L∞

6 C
∑

|j−k|62

∑
m6k−1

∥∆ku∥Lp2m∥∆mθ∥L∞
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6 C2j(α−2σ1)∥u∥
Ḃ

σ1−α+1
p,∞

∑
m6j+1

2(j−m)(σ1−1)2mσ1∥∆mθ∥L∞

6 C2j(α−2σ1)∥θ∥Cσ1 ∥θ∥Ḃσ1
p,∞

. (3.6)

对于 J5, 由于 σ1 = (1 − 2
p )σ, 且 α−1

2 < σ < 1, 故可取足够大的 p 使得 2σ1 − α+ 1 > 0, 这样有

∥J5∥Lp 6 C

∥∥∥∥∆j∇ ·
( ∑

k>j−1

∆ku∆̃kθ

)∥∥∥∥
Lp

6 C2j
∑

k>j−1

∥∆ku∥Lp∥∆kθ∥L∞

6 C2j(α−2σ1)∥u∥
Ḃ

σ1−α+1
p,∞

∑
k>j−1

2(j−k)(2σ1−α+1)2kσ1∥∆kθ∥L∞

6 C2j(α−2σ1)∥θ∥Cσ1∥θ∥Ḃσ1
p,∞

. (3.7)

联立 (3.4)–(3.7) 的估计及 (3.2), 有

d

dt
∥∆jθ∥Lp + cν2αj∥∆jθ∥Lp 6 C2j(α−2σ1)∥θ∥Cσ1∥θ∥Ḃσ1

p,∞
. (3.8)

关于时间 t 积分得

∥∆jθ(t)∥Lp 6 e−cν2αj(t−t0)∥∆jθ(t0)∥Lp

+ C

∫ t

t0

e−cν2αj(t−s)2(α−2σ1)j∥θ(s)∥Ḃσ1
p,∞

∥θ(s)∥Cσ1ds. (3.9)

上式两边乘以 22σ1j , 再关于 j 取上确界导出

∥θ(t)∥
Ḃ

2σ1
p,∞

6 sup
j

e−cν2αj(t−t0)22σ1j∥∆jθ(t0)∥Lp

+
C

ν
sup
j

(1 − e−cν2αj(t−t0)) sup
s∈[t0,t]

∥θ(s)∥Ḃσ1
p,∞

∥θ(s)∥Cσ1 .

由此对任意 t′0 > t0, 有 θ ∈ L∞([t′0, t1], Ḃ2σ1
p,∞). 注意到

2σ1 −
3

p
= 2

(
1 − 2

p

)
σ − 3

p
.

当 p → ∞ 时, 2σ1 − 3
p → 2σ, 因此可选取充分大的 p, 使得 2σ1 − 3

p = 3
2σ. 由 Besov 嵌入定理可得

Ḃ2σ1
p,∞ ⊂ Ḃ

3
2σ∞,∞. 最后由 L∞ ∩ Ḃ

3
2σ∞,∞ = C

3
2σ 可知 θ ∈ L∞([t′0, t1];C

3
2σ(R3)).

经过有限次迭代上面的过程, 对任意 t′0 > t0, 存在 δ > 0, 使得 θ ∈ L∞([t′0, t1], C1,δ). 因为空间变

量的正则性能够转化为关于时间变量的正则性, 由此表明 θ 是系统 (1.2) 在 [t′0, t1] 上的一个古典解.

更高阶的正则性则可通过标准的方法得到 (参见文献 [6, 7]). 故定理 1.1 在 σ ∈ (α−1
2 , 1) 时结论成立.

情形 2 σ ∈ ( 2−α
2 , 1).

因本节情形 1 已经证明了对任意 α ∈ (1, 2), σ ∈ (α−1
2 , 1) 时定理 1.1 结论成立, 故这里只须证明

当 2−α
2 < σ 6 α−1

2 ⇔ α ∈ ( 3
2 , 2) 时结论成立. 首先证明如下引理, 该引理给出了证明定理 1.1 的主要

估计.

引理 3.1 设 σ ∈ ( 2−α
2 , α−1

2 ), I = [t0, t1] ⊂ (0,∞). 假定 θ 是 (1.2) 的一个具 Hölder 连续的弱

解, 即

θ ∈ L∞(I;L2(R3)) ∩ L2(I; Ḣ
α
2 (R3)) ∩ L∞(I;Cσ(R3)).
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对于某个固定的 p > 2, 若 θ ∈ L2(I; Ḃ
α
2
p,2(R3)), 则对任意 1 6 r 6 ∞ 及 q ∈ ( α−2σ

2(α−1−σ)p,
α−2σ
α−4σp), 有

θ ∈ L̃2(I; Ḃ
α
2
q,r(R3)).

证明 类似于 (3.1) 可得

1

q

d

dt
∥∆jθ∥qLq + ν

∫
R3

∆jθ|∆jθ|q−2Λα∆jθdx = −
∫
R3

∆jθ|∆jθ|q−2∆j(u · ∇θ)dx. (3.10)

利用 Bony 仿积分解及 divu = 0, 将 ∆j(u · ∇θ) 分解为

∆j(u · ∇θ) =
∑

|j−k|62

∆j∇ · (Sk−1u∆kθ) +
∑

|j−k|62

∆j(∆ku · ∇Sk−1θ) +
∑

k>j−1

∆j∇ · (∆ku∆̃kθ)

=: I1 + I2 + I3. (3.11)

由 Hölder 不等式及命题 2.3, 有

1

q

d

dt
∥∆jθ∥qLq + cν2αj∥∆jθ∥qLq 6 ∥∆jθ∥q−1

Lq (∥I1∥Lq + ∥I2∥Lq + ∥I3∥Lq ). (3.12)

首先估计 ∥I1∥Lq . 由 (1.5) 及 Calderón-Zygmund 算子的有界性, 对于齐次算子 ∆k 及 1 6 q 6 ∞, 有

u = Λα−1{Cθ + P(θ)} ⇒ ∥∆ku∥Lq 6 C2(α−1)k∥∆kθ∥Lq , (3.13)

由此得

∥I1∥Lq 6 C2j
∑

|j−k|62

∑
l<k−1

∥∆lu∥Lq∥∆kθ∥L∞

6 C2j
∑

|j−k|62

2−kσ(2kσ∥∆kθ∥L∞)
∑

l<k−1

2(α−1)l∥∆lθ∥Lq

6 C∥θ∥Cσ2j
∑

|j−k|62

2−kσ
∑

l<k−1

2(α−1)l(2
α
2 l∥∆lθ∥Lp)

p
q (2lσ∥∆lθ∥L∞)1−

p
q 2−l(αp

2q +σ(1− p
q ))

6 C∥θ∥2−
p
q

Cσ 2j(α−σ−αp
2q −σ(1− p

q ))
∑
l6j

2(j−l)(−α+1+αp
2q +σ(1− p

q ))(2
α
2 l∥∆lθ∥Lp)

p
q

6 C∥θ∥2−
p
q

Cσ 2j(α−σ−αp
2q −σ(1− p

q ))∥θ∥
p
q

Ḃ
α
2
p,2

,

其中第 3 个不等式用到了插值 ∥∆lθ∥Lq 6 ∥∆lθ∥
p
q

Lp∥∆lθ∥
1− p

q

L∞ , 而最后的不等式利用了

−α+ 1 +
αp

2q
+ σ

(
1 − p

q

)
< 0.

事实上, 由 2−α
2 < σ < α−1

2 以及

q ∈
(

α− 2σ

2(α− 1 − σ)
p,
α− 2σ

α− 4σ
p

)
⇔ p

q
∈
(
α− 4σ

α− 2σ
,

2(α− 1 − σ)

α− 2σ

)
, (3.14)

可得

−α+ 1 +
αp

2q
+ σ

(
1 − p

q

)
= −α+ 1 + σ +

p

q

(
α

2
− σ

)
< −α+ 1 + σ +

2(α− 1 − σ)

α− 2σ
· α− 2σ

2

= 0.
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类似地估计 ∥I2∥Lq 如下:

∥I2∥Lq 6 C
∑

|j−k|62

∑
l<k−1

∥∆ku∥Lq∥∇∆lθ∥L∞

6 C
∑

|j−k|62

2(α−1)k∥∆kθ∥Lq

∑
l<k−1

2l∥∆lθ∥L∞

6 C
∑

|j−k|62

2(α−1)k∥∆kθ∥
p
q

Lp∥∆kθ∥
1− p

q

L∞

∑
l<k−1

2l(1−σ)(2lσ∥∆lθ∥L∞)

6 C∥θ∥Cσ

∑
|j−k|62

2(α−1)k(2
α
2 k∥∆kθ∥Lp)

p
q (2kσ∥∆kθ∥L∞)1−

p
q 2−k(αp

2q +σ(1− p
q ))2k(1−σ)

6 C∥θ∥2−
p
q

Cσ 2j(α−σ−αp
2q −σ(1− p

q ))(2
α
2 j∥∆jθ∥Lp)

p
q

6 C∥θ∥2−
p
q

Cσ 2j(α−σ−αp
2q −σ(1− p

q ))∥θ∥
p
q

Ḃ
α
2
p,∞

6 C∥θ∥2−
p
q

Cσ 2j(α−σ−αp
2q −σ(1− p

q ))∥θ∥
p
q

Ḃ
α
2
p,2

,

其中倒数第 4 个不等式利用了

σ < 1 ⇒
∑

l<k−1

2l(1−σ) 6 C2k(1−σ),

最后的不等式用到了 Ḃ
α
2
p,2 ⊂ Ḃ

α
2
p,∞.

下面类似地估计 ∥I3∥Lq ,

∥I3∥Lq 6 C2j
∑

k>j−1

∥∆ku∥Lq∥∆̃kθ∥L∞

6 C2j
∑

k>j−1

2(α−1)k∥∆kθ∥Lq2−kσ(2kσ∥∆kθ∥L∞)

6 C2j∥θ∥Cσ

∑
k>j−1

2k(α−1−σ)(2
α
2 ∥∆kθ∥Lp)

p
q (2kσ∥∆kθ∥L∞)1−

p
q 2−k(αp

2q +σ(1− p
q ))

6 C2j(α−σ−αp
2q −σ(1− p

q ))∥θ∥2−
p
q

Cσ

∑
k>j−1

2(j−k)(−α+1+σ+αp
2q +σ(1− p

q ))(2
α
2 k∥∆kθ∥Lp)

p
q

6 C2j(α−σ−αp
2q −σ(1− p

q ))∥θ∥2−
p
q

Cσ ∥θ∥
p
q

Ḃ
α
2
p,2

,

其中最后的不等式用到了

−α+ 1 + σ +
αp

2q
+ σ

(
1 − p

q

)
> 0.

事实上, 由 2−α
2 < σ < α−1

2 及 (3.14) 有

−α+ 1 + σ +
αp

2q
+ σ

(
1 − p

q

)
= −α+ 1 + 2σ +

p

q

(
α

2
− σ

)
> −α+ 1 + 2σ +

α− 4σ

α− 2σ
· α− 2σ

2

= 1 − α

2
> 0.
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由上面的估计及 (3.12) 得

d

dt
∥∆jθ∥Lq + cν2αj∥∆jθ∥Lq 6 C2j(α−σ−αp

2q −σ(1− p
q ))∥θ∥2−

p
q

Cσ ∥θ∥
p
q

Ḃ
α
2
p,2

.

借助于 Gronwall 不等式, 有

∥∆jθ∥Lq 6 e−cν2αj(t−t0)∥∆jθ(t0)∥Lq + C∥θ∥2−
p
q

L∞(I;Cσ)2
j(α−σ−αp

2q −σ(1− p
q ))

×
∫ t

t0

e−cν2αj(t−s)∥θ(s)∥
p
q

Ḃ
α
2
p,2

ds. (3.15)

利用关于卷积的 Young 不等式

∥f ∗ g∥L2(I) 6 ∥f∥L1(I)∥g∥L2(I) 6 ∥f∥L1(I)∥g∥
L

2q
p (I)

|I|
q−p
2q

及 ∥e−cν2αj(t−t0)∥Lr(I) 6 min{C2−
α
r j , |I| 1r }, 可得∥∥∥∥∫ t

t0

e−cν2αj(t−s)∥θ(s)∥
p
q

Ḃ
α
2
p,2

ds

∥∥∥∥
L2(I)

6 min{C2−αj , |I|}∥θ∥
p
q

L2(I;Ḃ
α
2
p,2)

|I|
q−p
2q .

将 (3.15) 关于时间 t 取 L2(I) 范数, 得

∥∆jθ∥L2(I;Lq) 6 C∥∆jθ(t0)∥
p
q

Lp∥∆jθ(t0)∥
1− p

q

L∞ min{C2−
α
2 j , |I| 12 }

+ C∥θ∥2−
p
q

L∞(I;Cσ)∥θ∥
p
q

L2(I;Ḃ
α
2
p,2)

|I|
q−p
2q 2j(α−σ−αp

2q −σ(1− p
q )) min{C2−αj , |I|}

6 C∥θ(t0)∥
p
q

Lp∥θ(t0)∥1−
p
q

Cσ (2−jσ(1− p
q ) min{C2−

α
2 j , |I| 12 })

+ C∥θ∥2−
p
q

L∞(I;Cσ)∥θ∥
p
q

L2(I;Ḃ
α
2
p,2)

|I|
q−p
2q (2j(α−σ−αp

2q −σ(1− p
q )) min{C2−αj , |I|}). (3.16)

注意到由条件 θ ∈ L∞
t L

2
x ∩L∞

t L
∞
x 蕴含 θ(t0) ∈ Lp. 将 (3.16)两端乘以 2

α
2 j ,并关于 j 取 lr(Z)范数,得

∥θ∥
L̃2(I;Ḃ

α
2
q,r)

6 C∥θ(t0)∥
p
q

Lp∥θ(t0)∥1−
p
q

Cσ ∥2j(
α
2 −σ(1− p

q )) min{C2−
α
2 j , |I| 12 }∥lr(Z)

+ C∥θ∥2−
p
q

L∞(I;Cσ)∥θ∥
p
q

L2(I;Ḃ
α
2
p,2)

|I|
q−p
2q ∥2j(

3
2α−σ−αp

2q −σ(1− p
q )) min{C2−αj , |I|}∥lr(Z). (3.17)

由于 2−α
2 < σ < α−1

2 及 (3.14), 我们有

−σ
(

1 − p

q

)
< 0,

α

2
− σ

(
1 − p

q

)
> 0,

1

2
α− σ − αp

2q
− σ

(
1 − p

q

)
< 0,

3

2
α− σ − αp

2q
− σ

(
1 − p

q

)
> 0.

(3.18)

因此 (3.17) 右端两个 lr(Z) (1 6 r 6 ∞) 范数有界. 故 θ ∈ L̃2(I; Ḃ
α
2
q,r(R3)) 对任意 1 6 r 6 ∞ 及任意

q ∈ ( α−2σ
2(α−1−σ)p,

α−2σ
α−4σp) 成立. 引理 3.1 得证.
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引理 3.2 设 θ 是系统 (1.2) 的一个具 Hölder 连续弱解, 即对于某个 σ ∈ ( 2−α
2 , α−1

2 ), 若

θ ∈ L∞(I;L2(R3)) ∩ L2(I; Ḣ
α
2 (R3)) ∩ L∞(I;Cσ(R3)),

则 θ ∈ L2(I; Ḃ
α
2
∞,1(R3)).

证明 由于 Ḣ
α
2 = Ḃ

α
2
2,2, 结合引理 3.1, 可得当 p = 2 时, 对任意 q ∈ ( α−2σ

α−1−σ , 2 · α−2σ
α−4σ ), 有

θ ∈ L̃2(I; Ḃ
α
2
q,2) = L2(I; Ḃ

α
2
q,2).

再次由引理 3.1得,对任意 q ∈ ( α−2σ
α−1−σ , 2·(

α−2σ
α−4σ )2),有 θ ∈ L2(I; Ḃ

α
2
q,2).因为当 k → ∞时, (α−2σ

α−4σ )k → ∞,

所以对任意 p > 2 及 1 6 r 6 ∞, 由引理 3.1 经过有限次迭代, 有 θ ∈ L̃2(I; Ḃ
α
2
p,r). 注意到这里 p 虽然

可以取任意大, 但不能取到 ∞. 下面利用 (3.16) 将 Besov 空间 Ḃ
α
2
p,r 中的指数 α

2 提升到
α
2 + ϵ (ϵ > 0),

再由 Besov 嵌入定理得到引理 3.2 的结论. 为此, 将 (3.16) 的两端乘以 2j(
α
2 +ϵ), 即

2j(
α
2 +ϵ)∥∆jθ∥L2(I;Lq) 6 C∥θ(t0)∥

p
q

Lp∥θ(t0)∥1−
p
q

Cσ min{C2j(ϵ−σ(1− p
q )), |I| 12 2j(

α
2 +ϵ−σ(1− p

q ))}

+ C∥θ∥2−
p
q

L∞(I;Cσ)∥θ∥
p
q

L2(I;Ḃ
α
2
p,2)

|I|
q−p
2q

×min{C2j(
α
2 +ϵ−σ−αp

2q −σ(1− p
q )), |I|2j(

3
2α+ϵ−σ−αp

2q −σ(1− p
q ))}. (3.19)

下面选取适当的 ϵ > 0 使得 (3.19) 右端关于 j 的 l1(Z) 范数是有限的. 为此, ϵ 须满足

ϵ− σ

(
1 − p

q

)
< 0,

ϵ+
α

2
− σ

(
1 − p

q

)
> 0,

ϵ+
1

2
α− σ − αp

2q
− σ

(
1 − p

q

)
< 0,

ϵ+
3

2
α− σ − αp

2q
− σ

(
1 − p

q

)
> 0.

(3.20)

由 (3.18)可知,对任意 p
q ∈ (α−4σ

α−2σ ,
2(α−1−σ)

α−2σ ),上面的 ϵ是存在的. 选取 p
q 的值为区间 (α−4σ

α−2σ ,
2(α−1−σ)

α−2σ )

的中点, 即

q =
2(α− 2σ)

3α− 6σ − 2
p =: mp.

定义当 q = mp 时使 (3.20) 成立的充分小的 ϵ 为 ϵ1. 对于 q = mp 及 ϵ = ϵ1, 将 (3.19) 左右两边关于 j

取 l1(Z) 范数, 得

θ ∈ L̃2(I; Ḃ
α
2 +ϵ1
mp,1 ) ⊂ L2(I; Ḃ

α
2 +ϵ1
mp,1 ).

由 Besov 嵌入定理, 有 Ḃ
α
2 +ϵ1
mp,1 ⊂ Ḃ

α
2 +ϵ1− 3

mp

∞,1 . 选取

ϵ1 −
3

mp
= 0 ⇔ p =

3

ϵ1m
,

可得 θ ∈ L2(I; Ḃ
α
2
∞,1). 故引理 3.2 得证.

引理 3.3 设 I = [t0, t1], θ 是系统 (1.2) 一个具 Hölder 连续的弱解, 满足 θ ∈ L2(I; Ḃ
α
2
∞,1),

3
2 < α < 2. 则存在 δ > 0 及几乎处处的 t′0 ∈ (t0, t1), 使得 θ ∈ L∞([t′0, t1];C1,δ).
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证明 利用能量估计方法证明该引理. 为了得到弱解的高阶能量估计, 可以由标准的 Friedrich

方法将方程 (1.2) 正则化, 然后对正则化参数取极限. 由此不妨假设 θ 光滑并分别对 θ 作 Ḣ1, Ḣ2 及

Ḣ3 估计.

第 1 步 Ḣ1 估计. 将 ∂i 作用于系统 (1.2) 的第 1 个方程两边并乘以 ∂iθ, 再关于 x 在 R3 上积分

并对 i = 1, 2 求和, 得

1

2

d

dt
∥∇θ∥2L2 + ν∥Λ

α
2 ∇θ∥2L2 = −

2∑
i=1

∫
R3

∂i(u · ∇θ)∂iθdx

6
∫
R3

|∇u||∇θ|2dx

6 ∥∇u∥L2∥∇θ∥2L4

6 C∥Λαθ∥L2∥∇θ∥2L4

6 C∥θ∥
3−α
α

L∞ ∥Λ
α
2 θ∥

2α−3
α

L∞ ∥∇θ∥
2α−3

α

L2 ∥Λ
α
2 ∇θ∥

3
α

L2

6 ν

2
∥Λ

α
2 ∇θ∥2L2 + C∥Λ

α
2 θ∥2L∞∥∇θ∥2L2 , (3.21)

这里利用了如下 Gagliardo-Nirenberg 不等式:

∥Λαθ∥L2 6 C∥θ∥
3−α
α

L∞ ∥Λ
α
2 θ∥

2α−3
α

L∞ ,

∥∇θ∥L4 6 C∥∇θ∥
2α−3
2α

L2 ∥Λ
α
2 ∇θ∥

3
2α

L2 .

条件 3
2 < α < 2 使得 0 < 3−α

α < 1 及 0 < 3
2α < 1. 由假设条件 θ ∈ L2(I; Ḃ

α
2
∞,1) 及 Ḃ

α
2
∞,1 ⊂ Ẇ

α
2 ,∞, 借助

于 Gronwall 不等式, 对几乎处处的 t0 6 t ∈ I, 由 (3.21), 我们有

∥θ(t)∥2
Ḣ1 6 ∥θ(t0)∥2

Ḣ1e
∫ t
t0

∥Λ
α
2 θ(s)∥2

L∞ds
<∞. (3.22)

这表明 θ ∈ L∞(I; Ḣ1) ∩ L2(I; Ḣ1+α
2 ).

第 2步 Ḣ2 估计.用 I ′ = [t2, t1] (t2 > t0)取代 I = [t0, t1], 将 ∆ 算子作用于系统 (1.2)的第 1 个

方程两边并乘以 ∆θ, 再关于 x 在 R3 上积分可得

1

2

d

dt
∥∆θ∥2L2 + ν∥Λ

α
2 ∆θ∥2L2 6

∣∣∣∣ ∫
R3

∆(u · ∇θ)∆θdx
∣∣∣∣

6 C

(∫
R3

|∆u||∇θ||∆θ|dx+

∫
R3

|∇u||∆θ|2dx
)

6 C(∥∆u∥L2∥∇θ∥L∞∥∆θ∥L2 + ∥∇u∥L4∥∆θ∥L4∥∆θ∥L2)

=: C(A1 +A2). (3.23)

下面分别估计 A1 和 A2. 首先

A1 6 C∥Λα+1θ∥L2∥∇θ∥L∞∥∆θ∥L2

6 C∥Λ
α
2 θ∥2−α

L∞ ∥Λ2+α
2 θ∥α−1

L2 ∥Λ
α
2 θ∥α−1

L∞ ∥Λ2+α
2 θ∥2−α

L2 ∥∆θ∥L2

= C∥Λ
α
2 θ∥L∞∥Λ2+α

2 θ∥L2∥∆θ∥L2

6 ν

4
∥Λ2+α

2 θ∥2L2 + C∥Λ
α
2 θ∥2L∞∥∆θ∥2L2 ,
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这里利用了如下 Gagliardo-Nirenberg 不等式:

∥Λα+1θ∥L2 6 C∥Λ
α
2 θ∥2−α

L∞ ∥Λ2+α
2 θ∥α−1

L2 ,

∥∇θ∥L∞ 6 C∥Λ
α
2 θ∥α−1

L∞ ∥Λ2+α
2 θ∥2−α

L2 .

其次, 对于 A2 的估计, 有

A2 6 C∥Λαθ∥L4∥∆θ∥L4∥∆θ∥L2

6 C∥Λ
α
2 θ∥

5−2α
2

L∞ ∥Λ2+α
2 θ∥

2α−3
2

L2 ∥Λ
α
2 θ∥

2α−3
2

L∞ ∥Λ2+α
2 θ∥

5−2α
2

L2 ∥∆θ∥L2

= C∥Λ
α
2 θ∥L∞∥Λ2+α

2 θ∥L2∥∆θ∥L2

6 ν

4
∥Λ2+α

2 θ∥2L2 + C∥Λ
α
2 θ∥2L∞∥∆θ∥2L2 .

上面的估计利用了如下 Gagliardo-Nirenberg 不等式:

∥Λαθ∥L4 6 C∥Λ
α
2 θ∥

5−2α
2

L∞ ∥Λ2+α
2 θ∥

2α−3
2

L2 ,

∥∆θ∥L4 6 C∥Λ
α
2 θ∥

2α−3
2

L∞ ∥Λ2+α
2 θ∥

5−2α
2

L2 ,

其中, 条件 3
2 < α < 2 ⇒ 0 < 2α−3

2 < 1.

将 A1 和 A2 的估计代入 (3.23) 可得

d

dt
∥∆θ∥2L2 + ν∥Λ

α
2 ∆θ∥2L2 6 C∥Λ

α
2 θ∥2L∞∥∆θ∥2L2 .

由 Gronwall 不等式知,

θ ∈ L∞(I ′; Ḣ2) ∩ L2(I ′; Ḣ2+α
2 ). (3.24)

第 3 步 Ḣ3 估计. 用 I ′′ = [t3, t1] (t3 > t2) 取代 I ′ = [t2, t1], 将微分算子 Λ3 作用于系统 (1.2) 的

第 1 个方程两边并乘以 Λ3θ, 再关于 x 在 R3 上积分可得

1

2

d

dt
∥Λ3θ∥2L2 + ν∥Λ

α
2 +3θ∥2L2 6

∣∣∣∣ ∫
R3

Λ3(u · ∇θ)Λ3θdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
R3

[Λ3(u · ∇θ) − u · ∇Λ3θ]Λ3θdx

∣∣∣∣
6 C(∥Λ3u∥L2∥∇θ∥L∞∥Λ3θ∥L2 + ∥∇u∥L4∥Λ3θ∥L4∥Λ3θ∥L2)

=: C(A3 +A4), (3.25)

这里因 divu = 0, 有 ∫
R3

u · ∇Λ3θΛ3θdx = 0.

接下来进行 A3 和 A4 的估计. 首先,

A3 6 C∥Λα+2θ∥L2∥∇θ∥L∞∥Λ3θ∥L2

6 C∥Λ2θ∥
α−1
α

L2 ∥Λ2+α
2 θ∥(

1
α+ 2−α

2 )

L2 ∥Λ3+α
2 θ∥

α
2

L2∥Λ3θ∥L2

6 ν

4
∥Λ3+α

2 θ∥2L2 + C∥Λ2+α
2 θ∥(

1
α+ 2−α

2 )· 4
4−α

L2 ∥Λ3θ∥
4

4−α

L2

6 ν

4
∥Λ3+α

2 θ∥2L2 + C∥Λ2+α
2 θ∥(

1
α+ 2−α

2 )· 4
4−α

L2 (C + ∥Λ3θ∥2L2).
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上面利用了如下 Gagliardo-Nirenberg 不等式,

∥Λα+2θ∥L2 6 C∥Λ2+α
2 θ∥

2−α
2

L2 ∥Λ3+α
2 θ∥

α
2

L2 ,

∥∇θ∥L∞ 6 C∥Λ2θ∥
α−1
α

L2 ∥Λ2+α
2 θ∥

1
α

L2 ,

这里利用了条件 3
2 < α < 2 ⇒ 0 < 1

α < 1 及 0 < α
2 < 1.

对于 A4, 有

A4 6 C∥Λαθ∥L4∥Λ3θ∥L4∥Λ3θ∥L2

6 C∥Λ2θ∥
5−2α
2α

L2 ∥Λ2+α
2 θ∥(

4α−5
2α + 2α−3

4 )

L2 ∥Λ3+α
2 θ∥

7−2α
4

L2 ∥Λ3θ∥L2

6 ν

4
∥Λ3+α

2 θ∥2L2 + C∥Λ2+α
2 θ∥(

4α−5
2α + 2α−3

4 )· 8
1+2α

L2 ∥Λ3θ∥
8

1+2α

L2

6 ν

4
∥Λ3+α

2 θ∥2L2 + C∥Λ2+α
2 θ∥(

4α−5
2α + 2α−3

4 )· 8
1+2α

L2 (C + ∥Λ3θ∥2L2),

这里利用了如下 Gagliardo-Nirenberg 不等式:

∥Λαθ∥L4 6 C∥Λ2θ∥
5−2α
2α

L2 ∥Λ2+α
2 θ∥

4α−5
2α

L2 ,

∥Λ3θ∥L4 6 C∥Λ2+α
2 θ∥

2α−3
4

L2 ∥Λ3+α
2 θ∥

7−2α
4

L2 ,

其中由条件 3
2 < α < 2 可得

0 <
5 − 2α

2α
< 1, 0 <

2α− 3

4
< 1.

将 A3 和 A4 的估计代入 (3.25) 可得

d

dt
∥Λ3θ∥2L2 + ν∥Λ3+α

2 θ∥2L2 6 C(∥Λ2+α
2 θ∥(

1
α+ 2−α

2 )· 4
4−α

L2 + ∥Λ2+α
2 θ∥(

4α−5
2α + 2α−3

4 )· 8
1+2α

L2 )

+ C(∥Λ2+α
2 θ∥(

1
α+ 2−α

2 )· 4
4−α

L2 + ∥Λ2+α
2 θ∥(

4α−5
2α + 2α−3

4 )· 8
1+2α

L2 )∥Λ3θ∥2L2 .

显然当 3
2 < α < 2 时, 有

0 <

(
1

α
+

2 − α

2

)
· 4

4 − α
< 2, 0 <

(
4α− 5

2α
+

2α− 3

4

)
· 8

1 + 2α
< 2.

从而由 Gronwall 不等式及 (3.24) 得

θ ∈ L∞(I ′′; Ḣ3(R3)) ∩ L2(I ′′; Ḣ3+α
2 (R3)).

根据嵌入定理, 存在 δ ∈ (0, 1) 使得 θ ∈ Ḣ3(R3) ⊂ C1,δ(R3). 故引理 3.3 得证.

最后说明由引理 3.1–3.3 得出当 2−α
2 < σ 6 α−1

2 时定理 1.1 的结论成立. 事实上, 若 σ = α−1
2 , 因

θ ∈ L∞ ∩ C α−1
2 ⊂ C

α−1
2 −ϵ 对某个 ϵ > 0 成立, 这样将问题转化为 2−α

2 < σ < α−1
2 的情形. 由引理 3.2

可知, 对任意 I = [t0, t1] ⊂ (0,∞), 我们有 θ ∈ L2(I; Ḃ
α
2
∞,1). 再由引理 3.3, 存在 δ > 0 及几乎处处的

t′0 ∈ (t0, t1), 使得 θ ∈ L∞([t′0, t1];C1,δ). 由于空间变量的正则性能够转化为时间变量的正则性, 这表明

θ 是系统 (1.2)在 [t′0, t1]上的一个古典解. 更高阶的正则性则可通过标准的方法得到 (参见文献 [6,7]).

故定理 1.1 得证.
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Regularity of Hölder continuous solutions of a modified critical

porous media equation

BIE QunYi, WANG QiRu & YAO ZhengAn

Abstract In this paper, we study the regularity of weak solutions of a modified critical dissipative porous

media equation. By using Besov space techniques combined with energy estimates, we prove that Hölder continuous
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weak solutions to this system are smooth solutions. The porous media equation is a dissipative transport-diffusion

equation with non-local divergence-free velocity field. It shares many similarities with the surface quasi-geostrophic

equation. From a mathematical view, the porous media equation is somewhat a generalization of the surface quasi-

geostrophic equation. In this paper, we study the regularity of weak solutions of a 3-D modified critical dissipative

porous media equation. By using Besov space techniques combined with classical energy estimates, we prove that

Hölder continuous weak solutions to this system are smooth solutions. In particular, by applying the same method,

we obtain that this result holds true for the 3-D modified critical surface quasi-geostrophic equation.

Keywords porous media equation, regularity, space-time Besov spaces
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