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初等几何判定问题与机械化证明

吴 文 俊
( 中国科学院数学研究所)

摘 要

机械化证明定理
,

目前值得注意的是 T asr ik 关子初等儿何与初等代数定理的机

械证明法
.

他以及后来一些研究工 作者的方法
,

大都基于 s ut mr 定理的某种推广
,

这

些方法仍极繁复
,

因之即使使用了计算机
,

实际上也是难 以实现的
.

本文的目的
,

在

于把定理限制在不牵涉到
“
之间

”

关系的情形
,

应用完全不 同的原理给 出初等几何定

理 的机械化证法
.

这种方法仅用手算即可给出不太简单的定理的证 明
.

一
、

问 题 的 提 出

aT
sr ik 在 1 9 4 8 年的一篇经典著作

〔, ,
中

,

解决了实闭域的判定问题
,

其主要 目的之一
,

是给

出初等 fL 何定理的机械化证明
.

以后 eS id en be塔〔, , , R o bi n s o n 「, , 与 e o h e n 〔̀ ,
等人又给出了 T o r s k、

定理的不同证法
.

这些作者还提出了制作某种判定机器以实现这些机械化证明的建议
.

但

是
,

这种建议离实现之期似颇遥远
〔,

,` ,
.

事实上
,

只有一些极不足道的初等几何定理
,

曾在计算

机上证明过
,

例如文献 〔7
,

8]
.

本文的 目的是在不考虑点的
“

之间
”

关系的情况下
,

给出初等几

何判定问题的另一解法
.

我们的解法
,

依据了与前面那些作者所使用的完全不同的原理
,

提供

了几何定理的机械化证明
,

即使颇为困难的定理
,

仅用纸和笔也往往可实现
.

依据这种方法编

成程序
,

在计算机上进行计算
,

也不应发生实质上的困难
.

我们考虑的仅限于平面初等几何
,

虽然所用方法也可应用于其它各种几何
.

方法的第一

步
,

在于几何问题的代数化
.

平面中的点
,

将定义为某一固定域
,

例如有理数域 R 上的有序数

偶
.

其次是建立一部辞典
,

把几何关系翻译成为代数形式
,

不妨把这些看作定义或公理
.

例如

对于若干个点 A ,
~ (

x , , iy )
,

不论重合与否
,

可规定
:

刀 : 注 2

平行于 刁 3才 ; ,

如果 (
x :

一 x Z

) ( 夕
,

一 夕4

) 一 ( 男
,

一 男 ;

) (夕
:

一 夕2

) = o ,

才 ,才 2

垂直于 A 3A ; ,

如果 (
x :
一 x Z

) (
x ,

一 x ;

) + (夕
;
一 为 ) (夕

,

一 夕4

) 一 o
,

才洲
2

的长度平方为
r Z
~ ( x

,

一 x Z

)
,
+ (夕

,

一 夕,

)
, ,

等等
.

如果把基本域 R 易为其它的域
,

或把点当作其它类型的数组
,

或改变公理中的代数形式
,

例如把上面长度平方函数 尸 改为函数 尸 ~ (
x :

一 介丫十 (夕
,

一 夕2

)
4 ,

我们即进入别的几何领

域
,

例如非欧几何
,

实或复的投影几何
,

有限几何
,

等等
.

但在本文中
,

将以平面初等几何为限
,

本文 1 9 7 7 年 5 月 l斗 日收到
.
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因为它可以说是具有代表性的
.

作为说明
,

先举一个简单的例子如下
.

试考虑下述语句
:

( S
。

) 设 OA A , A ;

是一直角三角形
,

直角在 A 。 ,

记直角边 OA A , ,

OA A Z

的长为
x l , x Z ,

斜边

的长为 尤 3 ,

则有

x 尸十 x 夕~
x 乳

我们的问题是如何判定语句 ( S
,

) 的真伪
.

我们所用以证明或否定 ( S
,

) 的判定算法
,

应

对初等几何中的一切类似的语句 (不考虑
“

之间
”

的关系 )都同样适用
.

为解决这一问题
,

试首先注意在语句中出现的那些点
,

在语句假设所含的条件限制之下
,

具有普牢性质
,

因此
,

若将这些点用座标表示为 0A 一 (。
,

。 )
,

燕 一 (u
; , 。 )

,

禹 一 (u
2 , 。 )

,

一

诸座标
。 。 , “ : , 。 , , “ : , 。 2

可视为不定量
,

而其它座标与几何度量
x 。 , 二 ; , x Z , x ,

则代数地依赖于

这些不定量
,

依据语句 ( s
,

) 中的假设为以下诸代数方程所制约
:

f
。

二 (
u ,

一 x o

) (
u ;

一 二 0

) + (
。 ,

一
;t 0

) (
。 2

一
, 0

) = o ,

f
:

二 x圣一 (
u :

一 x 。

)
,

一 (
。 ,

一
。 0

)
2

~ o ,

f
Z

二 x孟一 (
u 刁一 x o

)
2

一 (
。 2

一
。 。

)
2

= o
,

f
,

三 x ; 一 (
u : 一 u Z

)
2

一 (
,

一
。之
)
,
= 0

.

至于语句 S
,

中的结论则相当于等式

g
,

三 蛛 一 对 一 衅 ~ O ,

在以后
,

将以 R 表示有理数域
,

并取之为基本域
.

命 矛 为 R 上的 9 维仿射空间
,

以 (
。 。 , “ : ,

。 , , “ 2 , 。 2 , x 。 , x ; , x : , x 3

) 为座标
,

并按上述确定次序排 列
.

于是以上诸方程 f , ~ o 在 A ,

中定

义了一个 5 维的代数簇
,

在本例中
,

在 R 上不可约
,

并有普点例如 ( 外
, “ : , 份: , “ , , , 才 ,

扁
,

牙
: ,

元
, 牙3

)
,

其中
t, 。 , “ , , 。 : , “ ; , , J

为独立的不定量
.

于是语句 ( s
,

) 的真伪与否相 当于

g
。

在 v 上 二 o

或
g

。

在 V 上 羊 0
.

由以上分析可知
,

一般的判定问题可依下面的形式表达
.

问题
.

在一 R 上以 (
“ : ,

…
, “ d , x : ,

…
, x 。

) 为座标的
。 一

犷
十 d 维仿射空间 产 中

,

设有

一代数簇 v ,

其定义方程是 (
“ : ,

…
“ `
是独立的不定量 ) :

f
l

(
u : ,

…
, u d , x L

) = o ,

f
Z

(
u : ,

…
, u J , x L , x Z

) ~ o
,

f
f

(
u : ,

…
, u d , x ; , x Z ,

…
, x ,

) ~ 0
. { ( I )

这一代数簇 V 分裂成若干不可约成份
,

其维数假定都 毛 d ,

其中 d 维成份的总和为 v * ,

通常与

V 相合
.

V *

的每一成份具有形如 (
“ ; ,

…
, * “ ,

牙: ,

…
,

元)的普点
,

其中 牙,

都是域

K 一 R (
。 l, ~

· , “ ` )

上的代数量
.

另设有一多项式 g (
“ : , 二 ,, “ d , x : ,

一 ,x 力或多项式组 g友〔 R【替
, ,

…
, “ J , 二 : ,

…
,

x ,

]
.

问题是要依据一种算法来判定在 v *

上是否

g 二 0 (或 g * 三 的
.

-
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在上述问题的提法中
,

代数簇 V 或 V *

反映了几何语句中的假设部份
.

V 或 V *

将称为该

语句的护苯攀
·

若视簇 V *

为定义于域 K ~ R u(
: ,

…
, “ d

) 上时
,

其维数为 0
.

方程组 l( ) 的

形式说明代数依赖的变量 xl ,

…
, 二 ,

应依水地逐一添入域 K
.

这反映了这样的几何事实
:
在

某些普定的直线或圆上取某些普定的点
,

又应用作联线
,

平行线
,

垂直线或圆
,

并取直线或圆的

交点等等几何手续
,

尔夺代数地添入新的点
.

这些几何作法产生含有
` 与 “ 的代数方程

,

只须

用简单的消去法即可化成方程组 ( l) 的形式
.

因为事实上
二
与

“
间的原始方程很少会是超过

“ 次的
.

我们将称变量
“ 为拳量而

`
为依旱

.

其次注意 V 的诸不可约成份在 R 上的维数都 毛 d

这一条件
,

无非反映了我们所考虑的几何语句都具有确定性质
,

而把考虑限制于 V * ,

则指退

化情形将排除在外
.

这两者事实上都是通常几何定理中隐含
,

而不加明述的假设
.

至于多项

式 g 或 叙在 V *

上 三 o ,

则是所需证明或否决的语句中结论部份的代数等价式
.

在以下
,

我

们将称 “ 或 g * 为相应几何语句的判牢务项李(组 )
.

在理论上
,

H er m a
hn 图 所用的方法

,

早就足以给出上述判定问题的算法的解答
.

但是
,

他

的方法如此繁复
,

不可避免地要引起诸算式的天文数字般的膨胀
,

以致即使是最简单不过的几

何定理
,

也无法加以证明
.

相反
,

我们在下面所用的判定方法
,

利用了方程组 ( l) 的特殊形式
,

只需用纸笔即可给出很不简单的定理以机械化的证明
.

我们的判定方法依据了以下三个定理
,

证明见第四节
.

定理 1
.

有一算法
,

据此可将任一确定性几何语句由 ( l) 式定义的相关簇 v * ,

分裂成 R上

的不可约成份
,

使每一 d 维成份 v
’

视作定义于域 K ~ R (“
, ,

…
, “ 户上时

,

有一形如分
; ,

…
,

rP )

的基 (即相应素理想的基 )
,

具有以下诸性质
:

( T )I
:

每一 p ; 是一 R 〔“ , ,

…
, “ J , x : ,

…
, x ,

] 中的多项式
,

对 x ` 的次数 。 ` > 0
.

( T )I
2

视 p , 为
x , 的多项式时

,

其系数都是 R u[
; ,

…
, u 刁 , x : ,

…
,

为一 :

] 中的多项式
,

设有

公共因子
,

且对每一 j 一 1 ,

…
, ￡一 1 , ix 的次数都小于 。 ,

.

(几 )
,

视 p` 为 x ` 的多项式时
,

其主系数是 R 【“
, ,

…
, “ d 〕中的多项式且 今 0

.

( lT )
;

作为
x :

的多项式 p l ,

在域 K ~ R ( “
: ,

一
,

心 ) 中不可约
.

又对每一 f > l ,

视作

x `
的多项式 p ,

,

在依方程 p
;

~ 0
,

…
,

iP 一 ,
~ 0 将 x , ,

…
, ix 一 ,

添人 K 中所得的扩充域上不可

约
.

显然多项式 p
, ,

…
, p

,

为 V’ 所唯一确定到 R 中的因子
,

我们将称之为构成 V’ 的一个优选

基 (更正确地说是 V’ 在 K 上的素理想的一个优选基 )
.

但须注意
,

诸依量
x , ,

…
, x ,

依照所给

定的次序排列
,

又注意这一概念事实上为 G苗 b ne
r

所引入
,

被称为素基
,

如参阅文献 [ 1 0 ]
,

又

可参阅文献 [ 1 1 〕中与此密切相关的一个概念
: c ha ar c et 廊ict

,

est
.

定理 2
.

设 ( p
l ,

…
,

rP ) 是相关簇 V 的任一不可约成份 V’ 的优选基
.

有一算法
,

据此足

以对任一 R u[
: ,

…
, “ 己 , x : ,

…
,

xr ] 中的多项式 h ,

确定一等式形如

使满足以下诸条件
:

( T Z )
, D , h ` :… , ,

都是 R l

( T Z )
; A

:

都是 R [u
, ,

…

协 j一 1

一 艺 ` , l’’’ ixr , 二 户 十 艺
A ,p

, ,

` f= o ` = 1

“ : ,

…
, “ J 】中的多项式

,

且 D 铸 .0

“ J , 二 : ,

…
, x ,

] 中的多项式
.

诸多项式 h , 二 、 由算法所唯一确定至 R 中的因子
,

将称为多项式 五相应于 V’ 的 优选 基
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( P
】 ,

…
, P

r

)

定理 .3

的余系式
,

或简称为相应于 v
’

的余系式
.

相关簇是 V 而判定多项式 (组 )是 g

是
:
任意取定依量

x ; ,

切余系式都恒等于 0
.

…
, 二 ,

的一个固定次序后
,

(或 g口的一个几何语句
,

其成立的充要条件
g (或 叙 ) 对 V *

的任一不可约成份 V’ 的一

二
、

举 例

在给出这些定理的证明之前 (见第四节 )
,

先举数例说明其应用如下
:

例 1
.

对于本文开始所举直角三角形的语句 ( s
,

)
,

可见相关簇 v 的参量与依量 各 取 为
。 。 , 。 1 , u Z , 。 : , , 2

与 二。 , x ; , x Z , x 3

时
,

在 天 中不可约且有一优选基 。
, ,
九

,

户
3 ,

八 ) 如下
:

p ,

= x孟一 (
u ,
+ u :

)
x 。 + u l u Z

+ (
。 ;

一
。 0

) (
。 2

一
。 。

)
,

P
Z

=
x { + ( u ,

一 u Z

)
x 。 一 u圣+ u ; u Z

一 (
, :

一 , 。 ) (
。 ,

一
, 2

)
,

p ,
~ x孟一 (

u :

一 u Z

)
x 。

一 u ; + u l u Z
+ (

。 2

一 。 。

) (
。 ,

一
。 2

)
,

八 一 x 璧一 ( u
:
一 u Z

)
2

一 ( , ,

一 。 2

)
, ,

由此得

9
2

= 扒 一 P Z

一 P
3 ,

而在
n > 2 时

,

有

g
,

羊 0 m o d (户
; ,

户
刁 ,

户
3 ,

八 )
.

因此语句 ( s
。

) 只在
n ~ 2 时成立

,

即所谓勾股定理
.

例 2
.

我们的判定方法可用以给出三角恒等式的机械化证明
.

例如试考虑下述语句
:

( s ) 若 才 .
+ 才 2

+ 才 ,

一 x 5 0 0 ,

则

s i n ZA ,
十

s i n ZA犷十
s i n 2 A 3

= 4
s i n A , s i n A公 s i n A 3

.

( C ) 若 A ,

十 A Z
+ A 3

~ 1 80 。 ,

则
e o s Z A ,

十
c o s Z A :

十 e o s 2 A 3
十 4

e o s A : e o s A Z e o s A 3
= 0

.

为判定 ( s) 或 ( c ) 的真实性
,

先置
s i n 左

,

~
, * , e o s 才 , = c , (了= l , 2 )

,

s i n Z才 `
= 二 ` , e o s Z才 , ~ 夕、 (￡= l

,

2 , 3 )
,

si n A 3
~

2 1 , e o s A 3
= 2 2

.

取
` 1

与
c Z 为参量

,

而

了z , 5 2 , 宕 z , 2 2 , x 一 , x : , x 3 , y : , y Z ,
y
3

为依量 (依上述次序 )
,

则 ( s) 与 ( c ) 的相关簇已在 R 中不可约
,

且有一优选基 ( p
, ,

…
,

l0P )

如下
:

.

P
:

~ 片+
`
矛一 1

,

P Z
~ 巧十 书一 1

,

P 3

=
: ,

一 c Zs , 一 c , 5 2 ,
八 = 艺 2

一
, : 5 2
十

c , c Z ,

P
S

一 x ,

一 Z c 、 , , , P 6
一 x Z

一 Z c Zs : ,

7P ~ x ,

一 2 2 `: 2 ,

P
S

= 夕;

一 Z c

圣+ l
,

p g
= y Z

一 Z c

孟+ l , p l 。
~ y ,

+ 4 c l c 2 , l , : 一 4 c了c ; + Z c

圣+ Z c孟一 1
.

语句 ( s) 与 ( c ) 的判定多项式各为
:

9 5
~ x ;

十 x Z
十 x 3

一 4 , : , : z , ,
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g
c

=y
l

十 y
Z

+y
3

十4 c lc Z z2
.

验算得

g、
~介 +九 +户,

+ 2 2 ,
九 一 2户

3

(
, , ; ,

+
c . c Z

) 一 Z c : s
必 一 2 c 2,

沪
,

二 o m o d (户
, ,

…
, 户: 。

)
.

gc ~ 一 1 十 lP
。
+ 九 十 sP + 4 cl 勺八

羊 0 m o a ( 户
, ,

…
, 户: 。

)
.

由此知 ( s) 给出一真恒等式而 ( C ) 则不然
.

例 3
.

试考虑 S加
s on 线定理

,

其相应语句为
:

( S
,

)
.

从 △ A , A Z A ,

外接圆上一点 A ; ,

向三角形三边作垂线
,

其垂足必同在一直线上
.

为证此
,

可简化取外接圆心为 ( 0, 0)
,

而半径为
,

.

记 式 (矛~ 1
,

2
,

3
,

4 ) 为 x(
、 , “ , )

,

而

垂足 A ,

为 (
x , , y , )

, 1 = 5 , 6 , 7
.

以 , , u : , u Z , u 3 , u ;

作为参量
,

而

x l , r Z , x 3 , r 礴 , y , , y `
,

y 7 , x , , x 6 , 二 7

为依量
,

其次序即如上述
.

相关 S加 sP on 簇不可约
,

且有优选基 ( P
I ,

…
,

lP 。
) 如下 :

p
:

~ 式 十 “ {一 尸
,

p
Z

~ 端十 此一 尸 ,

P
,

~
x圣+ u {一 , 2 ,

P
;

~
x ; + u幸一 r , -

P
S

= Z r , 夕s

一 人5 ,

6P = Z r ,夕6

一 h 6 ,

7P = 2 r Z夕7 一 入7 , P, = “ 2 3x 5

一 x : 3夕s
+ u 3 x Z

一
t , Z x ; ,

P g

=
u , : 尤 6

一 x 3 z y 6 十 u l刃3

一 u 3二 , , P: o ~
u 12二 7

一 x I Zy 7
十

u : x :

一 u : x Z ,

在上面的方程中
,

已采用了下述简化符号
:

“ 打
~

x i z

~

“ ,

一 } (
`

h ,
~ u 4二 2二 3

一 ( u
Zx 3

人` 与 几: 式与此类似
.

判定多项式为
:

x i 一 ix

+ u 3x : ) u
;
+

, 2

( u
Z
+ u ,

+ u 4

) 一 u Z“ 3 u 4
.

g 一 x s

( 夕
6

一 夕7 ) + x 6

( 夕
:

一 夕;

) + x 7 (夕
,

一 夕。

)
.

直截的计算给出
一

g 二 0 m o d (户
: ,

…
,

户; 。
)

,

这证明了 S加
son 语句 ( S

,

) 的真确性
.

例 4
.

作为一个比较非不足道的例子
,

试考虑 eF ue
r ba

c h 定理
,

它的相应语句为
:

( S
;

)
.

三角形的九点圆与四个内切傍切圆相切
.

试记三角形的三顶点为 ( u2
, , 2 。 ,

)
,

九点圆的中心为 ( x
l ,

y
l

)
,

半径为
; : ,

而任一内切或

傍切圆的中心为 ( x
Z ,

yz )
,

半径为
; 2 ,

又引人变量
二 , , 。 2 , 。 ,

各与三角形三边之长相当
,

于是以

。 : , 。 ; , u : , 。 2 , u 3 , 。 3

为参量
,

而 。 ; , 。 2 , 2 3 , x : , 夕, , x Z , , : , ; : , r ,

为依量 (次序如上 ) 时
,

相关

F eu er b a

hc 簇 V ;

分裂成四个不可约簇
,

具有以下形式的优选基 ( p
, ,

…
,

如 ) :

P ,
一 : {一 u里

,

一
。
1
3 , 户2

=
。
l 一 u圣

1

一
。
;
; ,

P 3
~ 对一 `

2
一 时

2 , P ;
一 4△ x `

一 a l ,

P ,
= 4△ 夕、

一 夕
I , P6 = 4△ x Z

一 a Z ,
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乃~ 4△y
Z

一 风
,

介 ~ 2△ 几 十 丫
.

在以上诸公式中
,

我们采用了下面的简记符号 ( 。 ,

sP = 4△ r l
一 君 `君声 , ,

一 士 l :)

一
。 ,

(矛
,

i = l
,

2
,

3 )
,

,

`

lesee
es.
,.

1人刁l月1
-曰争
,J夕夕夕

口J,吸
沙“

已I
=

夕
,

~

a
,

=

u 才, = u i

一 “ 了 , 刀 52
=

}
△ 一 }

{
t, 2 3 , 3; 。 12

+
u

f,
23
+ “ 1

0 3:
+

“ 2

“ 3

u ;。
l:

一 2 ( “
, u , 。 2 ,

+ u , u : 。 , ,
+

u Z, u 3 , u l Z
一

。
子u

Z,

一
t,

; u
; ,

一
,

lu
l Z
+ 2 ( , : 。 3 0 23

+ 。 3。 , u 3 :
+

一 [
。 2 3。 : : , I:

+ 。 1

( “ {一 ` ) +
。 2

( u ; 一
u

l ) +
。 ,

(
u蓄一 u ; )

+ 。 2: 3 0 2 3: 声
3
+ 。 3。 , 。 3; 2 3 2 ,

+ 。 : 。 2 0 1
声

, 2 2

]
,

u l u , 。 : 2

)
,

。 : 。 : u 12

)
,

夕
2
= u 2 3 u 3 1u l 2

+ u ,

(
。
孟一 ` ) +

u Z

(
,

互一
。
{ ) +

u 3

( u圣一 u孟)

十 ￡ 2￡ 3u 2 3才声 3
十 ￡ 3 6 l u 3z z 3 z :

十 ￡ 1 8 2 u : 2宕 1 2 2 ,

1 ~ 。 ,

( u
3 , u : 2

+
。 3, 。 1 :

)
z ,
+ 。 刁

(
u 12 u 23

+ 。 12。 23

)
二 2

+ 。 3

(
“ 2 3“ 3 ,

+
。 23 。 3 ,

) z
,
+ 。 , 。 : : ; z : z 刁2 3

.

注意 。 ,
~ + 1 或 一 1 的选择相应于四个内切或傍切圆

,

并反映了 eF ue br o hc 簇的分裂
.

语句 ( s
:

) 的判定多项式形如

g。 ~ (刀 r ; 一
r Z

)
,

一 ( x
;

一 x Z

)
2

一 (夕
:

一 夕2

)
, ,

其中 刃 ~ + 1 或 一 1
.

通过冗长繁复
,

但直截了当的计算
,

验得在 : ~ + ` 氏 8 ,

时
,

g
。
为

p : ,

…
,

p
,

的线性组合
,

而在 刃 ~ 一 。 : 。 2: ,

时则不然
.

由此知 F e u e r b a e h 语句 ( s
;

) 为一真实

定理
,

而 刃 ~ + 。 1 。声 ,

则反映了九点圆与相应内切或傍切圆之间的相切方式
.

注意
:
在我们

问题的提法下
“

之间
”

关系并不考虑在内
,

因而圆的相切方式我们并不重视
.

因此
,

我们可以取

g 一 g +
:

·

g一 1

为判定多项式
,

同样也可不 引入
: : , 二 : , 二 3 ,

而在
。 , , 。 , , 二 , ,

, i
, r ,

的仿射空间中

取定 eF 此br a
hc 簇

,

这样它在一开始就将是不可约的
.

三
、

一 些 引 理

为了证明定理作些准备
,

本节中将考虑一个在基本域 R 上的扩充域 R (
“ : ,

…
, “ J , x , ,

…
, r ,

)
,

其中
“ , ,

…
, “ `
在 R 上超越

,

而
x , ,

…
, 二 ,

在 R 上是代数的
,

后者的代数扩充则由以

下诸方程所确定 :

P
l

(
x ,

) 三 P
;。 x厂

,

+ P
、 , x厂

: 一 ,
+

九 (
x ; , 二 2

) , P
Zo x笋 + P

Z: x犷厂
`
+

+ lP m ;

~ 0
,

+ 九。 2

~ o ,

{ ( 11 )

p
·

(
x , ,

我们假定对 l 毛 了毛 , ,

+ P
: , ,

= 0 ,

诸 户、 ,

x ,

) 三 知
x黔 十 如扩厂

`
十

都是环

已一 ,
~ R 【u

L ,

…
, “ d ,

翔
, . ` . , 二 i 一 l

中的多项式
,

iP
。

都是

0P = R [ u
: ,

…
, u J ]

中 今 。的多项式
,

而将 P
;

视为
, `
的多项式时

,

p* 在由
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p
l

(
二1

) 一o ,

…
,
p
、一 :

( , : ,

…
, x ,一 :

) ~ o

等方程所定的域

及 ,一 ,
~ 尺 ( “

, ,

…
, u J , x , ,

…
, 二`一 1

)

上不可约
.

这里 K
。

指域 K 。
~ K ~ R ( “

; ,

…
, “ J

)
.

以了表示一切指数组 I ` (z’ : ,
·

,’ ,

心) 的集体
,

其中 0 《 心《 im 一 1
.

对这些 I 将采用

形式记号

x 了
~

二
;
,

…
二 :

r ,

任一形如

A ~ 刃 a ,二 ,

的多项式
,

其中
; ;

为某一环或域 厂 中的元素时
,

将称为 川 。 ,

~
· , 二 ,

] 中的一个娜鹉务项不
·

引理 1
.

有一算法
,

足以对任一 p
,

中的多项式 A ,

唯一地确定一组整数
, 1 ,

…
, , ,

) o

与一组 0P 中的多项式 A , , I 〔了
,

使满足以下诸条件
:

( L )I
,

除去 尸
,

上 p ,

间的一个线性组合外
,

有

几… 改 A 二 x ` x , .

( L )I
2 才 ,

都是 0P 中的多项式
,

其系数对 A 作为 p
,

中多项式的系数说来是线性的
.

( L )I
。 , , ,

…
, , , ) o 是使 ( L )I

,

与 ( L l )
,

成立的最小整数
.

证
.

视 A 与 介 为系数在 尸
r一 ,

中的
x ,

的多项式
,

应用除法即可得一最小整数
s , 异 。

,

使下

式成立
:

耳洲 ~ 口rP
;

十 R
,一 : ,

其中 Q
r ,

凡
一 1

为 p
,

中的多项式
,

而 rR
一 :

对 x r

的次数 < 件
.

今视 p
,

与 凡
一 :

为系数在 尺 u[
; ,

一
, “ 、 , ` : ,

…
, xr 一 2 , x ,

] 中的 xr 一
1

的多项式
,

仍用除法可得一最小整数 ` 一 ,

) 0 ,

使下式成立
:

P套与于
。 R一

:
~ Q

r一 ;
p

,一 1

一 R
,一 2

.

其中 Q
r一 l ,

凡
一 ,

都是 p
,

中的多项式
,

而 rR
一 2

对 x ,

与 x一
,

的次数各 < m
,

与 m
f _ ,

.

依次进行
,

可相继得
:

`与于。 R二 2
= Q一

ZP
r一 2

+ R
, 一 , ,

, ;占R ;
一 口

;
户
:
+ 尺。 ,

其中 R 。

为一 p
,

中的多项式
,

对 x ,

的次数 < m ` , 1 簇 i 提
; :

于是可将 R 。
写成 茗A, x,

,

而得引

理所需符合诸条件的多项式二
引理 2

.

有一算法足以对任一以 y 为不定量的多项式

A ~ A oy
阴
十 A ly m一 ,

十 … 十 A , ,

其中 A , 〔 rP
,

而 A 。

在 K
,

中 午 0 ,

确定以下两式
:

月 A ~ B + C ;
P
;
+ … + C

r

P
r ,

B = B o夕用 + B l y m一 l
+ … + B , ,

使满足以下诸条件
:

( L Z )
,

诸 B `
都是 P

,

中的规范多项式
,

且 B 。

是 0P 中 特 0 的多项式
.

( L Z关 c 、
都是 p

,

〔y ] ,

而 H 是 p
,

中的多项式
.

( L Z )
3

H 葬 0 m od ( P
l ,

…
, P

r

)
,
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任意这样满足 (Z L)
:

的多项式B ,

将称为 .P 上以 , 为不定量的规攀争项水
.

证
.

由引理 1 可得整数
, : ,

…
, ; ;

) 0 与下式 :

凡… 欢 A ~ 成尸 十 川尸
一 `

+ … 十 恙 m od (P
, ,

…
,

动
,

其中 买 都是 p
,

中的规范多项式
,

且 成 在 K
,

中 钾 0
.

设 成 与 ix + 工 ,

…
, x ,

无关
,

但确实含有
x ` ,

因 A a对
x `的次数 < , ` ,

p * 对 x ,

的次数为 。 、 ,

且在 iK
一 :

中不可约
,

故由通常的除法程序

算法可得 尸,
中的多项式 h ,

左以及 iP 一
,

中的多项式 成
。 ,

使

几A a十 友P , 一 A品
,

其中 人在 K `
中 钾 。 ,

而 A品在 iK
一 ,

中 今 0
.

由此得下式
:

h风
·

:
·

风 A 十 夜iP y , ~ A品y
, + h A ;y , 一

,

十 … 十 h A篇m od ( p
l ,

…
,

丸 )
.

应用引理 1于 川 与 A品
,

可得下式
:

方
’ `

才 ~ 才 ;
`

夕, + 才 ;
’

, , 一 ,
+ … + A篇m o d (户

正 ,

…
, 户

,

)
,

其中 买
’

都是 p
,

中的规范多项式
,

成
`

在 K
,

中 铸 o
,

且不含有任一 ix , , ) 1
.

又 h
` ’

为 尸
,

中的

多项式
,

且在 K
r

中 钾 0
.

若 成
’

中不再含有任一
x , ,

…
,

芍
,

即可取 A品尹 十 川
’

y m一 ,
十 … 十

A篇为引理所需的多项式 B ,

否则如前进行即得证明
.

引理 3
.

有一算法足以对 尸
r

〔川 中的任一多项式

A ~ A oy 阴 十 A ly 阴一 1
十 … 十 A 。 ,

在 K
,

中作因子分解 (诸 A `
都 〔 rP

,

且 A 。

在 K
,

中 粉 。 ,

又 m ) 2 )
.

详言之
,

即可确定形式

H A ~ A
`

十 艺 ic P,
,

A
’

~ A l

… A
: .

使以下诸条件满足
:

( L 3 )
:

诸 万
,
都是 rP [川 中的规范多项式

,

且在 K
r

中不可约
.

( L 3 )
Z

H 是 p
,

中的多项式
,

且在 K
,

中 等 0
.

( L 3 )
, C , 都是 p

r

[夕〕中的多项式
.

证
.

H er m a
nn 在文献 [ 9 1中的方法给出了 A 在 K

,

中的因子分解
.

在通分后即得形式

。 汪 ~ 召:

… 刀
,

+ 艺召:户
, ,

其中 B , ,

斌 都是 rP 【川 中的多项式
, B ,

在 K
,

中不可约
, D 是 p

,

中的多项式
,

而在 K
,

中 铸 0
.

对每一 B `
应用引理 2 即得所需的形式

.

又可参阅文献 〔12
,

p
.

1 3 0]
.

四
、

定 理 的 证 明

至此定理 1一 3可容易地证明如下
.

定理 1 的证明
.

对于相关簇 V 的定义方程组 ( l) 试视 九(
“ , ,

…
, “ J , x :

) 为一
二 :

的多项式
,

以 R【“
, ,

…
,

“ d 〕中的多项式为系数
,

依据引理 3 的算法
,

而以
x :

作为 y
, o 作为

, ,

可将 f
,

分解为 K 中的不

可约规范因子
.

任取其一为 lP ( x
l

)
,

命 K :

为将
x ;

依方程

P ,

( x
l

) ~ o

添加于域 K ~ R (
“ , ,

…
, 。 以

) 所得的扩充域
.

今视 f
Z

为不定量
x Z

的多项式时
,

必不能在域

K :

中恒等于 0
,

否则簇 v 的维数将 > d ,

这与原来几何语句的确定性假设 相 违
.

今将
x Z

作

为 y
,

1 作为
, ,

而应用引理 3 于 九
,

即得一 R巨
, ,

…
, “ d , x : , 二 2

] 中的多项式 儿与一式如
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hZ f
:

一 f; + C, :
p
:

.

这里 儿视为不定量
二 2

的多项式时
,

在 K :

中 钾 。
,

且已分解成 K :

中不可约的规范多项式的乘

积
.

任取一因子为 九 (
x ; , x 之)

,

命 K :

为将
x Z

依方程

九 (
x , , x Z

) ~ o ,

添入 K I

后所得的扩充域
.

于是 f
,

为 K Z

上不定量
二 ,

的多项式
,

且不恒等于 0
.

今再依引理 3

以得一式

h 3

f
3
~ f; + C 3 t

P
:
+ C 二 P

: ,

其中
二 ;

的多项式 了; 已分解为规范多项式的乘积
,

且每一因子在 K
:

中不可约
.

任取一因子为

户3

( x
; , x : , , 3

)
,

并依方程

夕3

( x
王 , 二 , , x 、 ) = o

,

将 二 3

添入 K Z

以得 K 3
.

如此依法进行
,

即可得一组子簇 V’
,

每一 V’ 都在 R 上不可约
,

且在尺

上有一如下类型的定义方程组
:

P ,

( 二
;

) ~ o
,

、

P Z

( x
: , x Z

) ~
( 111)

rP ( x . ,

…
,

补 ) ~ 0
.

)

它满足若干明显的条件如第三节所述
.

易见
,

这些子簇构成了整个所给的相关簇 V衣
.

盖考虑 V
*

在 R 中的任一不可约成份
,

并

设 u(
1 ,

…
, 。 d , 牙, ,

…
,

元) 是它的一个普点
,

其中
。 , ,

…
, “ 己
是独立的不定量

,

而 牙; ,

…
,

元

代数地依赖于这些
“ .

因 (
“ ; ,

…
, “ J , 牙;

) 必须满足方程组 ( )I
,

特别应满足 f
, ,

故至少需满足

f
,

的一个不可约因子
,

不妨设即为前面的 p : ( x
:

)
.

因 (
“ ; ,

…
, “ d ,

牙
工 ,

瓦) 必须满足方程组 ( )I

中的其它诸方程以及方程 P
l

(
x :

) ~ 0
,

故由前面关于 儿的等式知
,

这一点也将满足方程儿~ o ,

因而至少须满足 儿的某一不可约因子
,

设即为前面的 九 ( x
, ,

幻 )
.

依次进行可知
,

(
“ , ,

…
, “ ` ,

牙, ,

…
,

元) 应满足类型如 ( 111 ) 式的一组方程
,

而为前面所得不可约子簇组中某一个的普点
.

这就证明了定理 1
.

定理 2 与 3 的证明
.

定理 2 从 引理 1 立即可以得出
.

定理 3 则从定理 1 与定理 2 得出
.

附注
.

我们关于初等几何定理机械化证明所用的算法
,

主要牵涉到一些多项式的运用技术
,

例如

算术运算与简单消元法之类
.

应该指出
,

这些都是十二至十四世纪宋元时期中国数学家的创

造
,

在那时已有相 当高度的发展
.

详细介绍可参阅钱宝琼的著作 131[
.

事实上
,

几何问题的代数

化与用代数方法系统求解
,

乃是 当时中国数学家主要成就之一
,

其时间远在十七世纪出现解析

几何之前
.
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