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摘要 反问题是一个重要的数学研究领域, 其在医学成像、地震勘探成像、图像处理和天气预报等众

多工程技术领域有着广泛的应用. 基于反问题的不适定性, 人们引入正则化思想求解这类问题, 得到

参数的一个近似估计.随着计算能力的提升,在医学成像和勘探成像等领域,人们不再满足于获取待估

参数的一个合理估计, 而是试图综合经验知识和观测数据的不确定性信息, 给出待估参数不确定性的

完整刻画. 为了实现这一目标, 反问题被转化为 Bayes 统计推断问题, 进而发展出了 Bayes 反演理论

与数值算法. 不同于经典的统计学研究, 反问题研究中待估参数与观测数据是由复杂的数学模型 (如

偏微分方程) 联系起来的, 因而需要引入新的思路和新的数学理论. 本文聚焦于针对无限维反问题建

立的无限维 Bayes 反演理论, 从先验测度构造、Bayes 适定性、有限元离散、统计抽样算法和统计大

样本理论等方面梳理现有的研究工作, 旨在阐明无限维 Bayes 反演方法的基本研究思路、核心研究问

题、已有结果和方法以及未来可能的研究方向.
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1 绪论

医学成像、地震勘探成像和雷达成像等工程技术问题在医疗和国防等领域中有着重要的作用, 因

而受到了研究者的广泛关注. 自 20 世纪 50 年代, 伴随着地球物理勘探等工程领域的需求, 反问题获

得了重要的发展, 逐步成为应用数学领域的一个主要研究方向 (参见文献 [41]). 令 X 和 Y 是赋范线

性空间, 反问题通常是指从观测数据 y ∈ Y 推断模型参数 u ∈ X. 这里模型参数与观测数据之间的关

系可如下表示:

y = G(u), (1.1)
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其中 G : X → Y 称为参数到观测的映射 (或称为正演算子). 正演算子是描述参数与数据之间关系的

数学模型, 例如, 在地震勘探成像中可以建模为声波和黏弹波动方程 [74], 在数值天气预报中建模为流

体方程 [45], 在数据分析中建模为神经网络 [22, 137]. 在实际问题中, 观测总是含有噪声的 (模型噪声、测

量噪声或数值误差), 其具体形式通常难以确定, 但其统计性质经常可以获得. 这里考虑如下的加性噪

声模型:

y = G(u) + η, (1.2)

其中 η 表示观测噪声. 关于其他形式的噪声模型, 可进一步参见文献 [121].

在 20 世纪早期, 基于对物理问题的直觉认识, 研究者普遍认为, 描述物理问题的一个正确数学模

型必须是适定的, 即满足数学家 Hadamard [86] 在 1923 年给出的适定性概念, 其包含 3 个条件, 对于

上述问题具体可表述如下:

(1) (问题的解是存在的) 对于所有的 y ∈ Y , 至少存在一个 u ∈ X, 使得 y = G(u);
(2) (问题的解是唯一的): 对于所有的 y ∈ Y , 至多存在一个 u ∈ X, 使得 y = G(u);
(3) (问题的解连续依赖于数据) 参数 u 连续地依赖于测量数据 y.

然而,地震勘探成像和医学成像等典型的反问题并不满足这 3个条件:当噪声不在 G 的值域中时,

解可能不存在; 当考虑有限测量数据或边界测量数据时, 解可能不唯一; 正演算子即使是可逆的, G−1

大多也是无界算子. 关于这 3 个方面的简明阐述, 可参见文献 [79, 第 2 小节]. 正是因为这些原因, 不

适定的反问题在很长的一段时间内没有引起学术界的充分重视. 苏联科学院 Tikhonov 院士奠基性地

提出了正则化方法 [69,204],其基本思想是,考虑不适定问题的一个带有紧约束的问题,这是原问题的一

个近似适定问题, 利用这个近似适定问题获得反问题的稳定近似解. 经过几十年的发展, 正则化方法

形成了丰富的理论体系, 在一般的 Banach 空间上建立正则化方法是不适定问题研究的一个重要领域

(参见文献 [193]). 关于正则化方法的近期发展, 文献 [17] 也给出了丰富的阐述.

正则化方法通常致力于在可用数据的基础上给出待估参数的一个合理估计. 与这一思路不同, 在

1970 年的文献 [75] 中, Franklin 针对线性反问题将其转化为 Bayes 统计推断问题, 在可分 Hilbert 空

间上详细推导了 Gauss 先验、Gauss 噪声情形下的 Bayes 后验. 限于当时计算能力的限制, Bayes 反

演方法并没有得到学术界的重视.不同于正则化方法, Bayes反演方法将未知量、观测噪声都建模为随

机变量, 随机性反映了观测者对其数值的不确定性. 从 Bayes 反演方法的角度来看, 反问题的解不是

参数的单个近似估计, 而是当所有可用信息都被融入模型中时得到的后验概率分布, 这一概率分布蕴

含了先验与观测不确定性, 是参数信息的完整描述. 基于后验概率分布, 借由统计决策理论, 我们可以

给出合理的单个参数估计 (如后验均值和最大后验估计), 并利用后验分布评估单个估计的可靠性. 基

于后验分布提供的信息, 我们可进一步引入统计分析方法, 在实际问题中辅助决策, 如医学成像中的

伪影检测 [223].

自 1970 年 Franklin 的工作之后, 针对 Bayes 反演方法的发展主要集中在有限维 Bayes 推断方

法. 围绕着地震勘探成像问题, Tarantola 在其专著 [202] 中扩展了有限维空间中的 Bayes 反演方法,

特别地, 该专著的第 5 章从无限维空间中最大后验估计 (数学理论方面并不完全严谨) 的角度阐述了

Bayes 方法与对偶方法. 在专著 [121] 中, Kaipio 和 Somersalo 完整阐述了有限维 Bayes 反演理论及

其在 X 射线断层成像、电阻抗成像、光学断层成像等诸多领域中的应用. 在专著 [36] 中, Calvetti 和

Somersalo 详细地介绍了 Bayes 反演领域中的科学计算方法. 然而, 偏微分方程反问题一般都是无限

维的 [41], 包括未知参数、微分方程系统本身和反演输入的数据. 为了应用有限维的 Bayes 反演方法,

上述文献中采取的一般做法是, 先将反问题离散, 得到离散的反问题; 然后利用有限维 Bayes 反演方
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法求解离散的反问题, 称为 “先离散、再 Bayes”. “先离散、再 Bayes” 的思路取得了广泛的应用, 但也

面临着一些问题,例如, (1)在 2004年, Lassas和 Samuli [145] 的论证表明, 基于有限维空间的全变差先

验导出的 Bayes方法无法给出离散不变的后验均值估计,即后验均值保持边缘的性质会随着离散维数

的增加而消失,这说明全变差先验不是无限维空间中良定的概率测度. (2)有限维空间中构建的随机游

走 Markov链 Monte Carlo (Markov chain Monte Carlo, MCMC)算法的抽样效率对于离散维数的增加

并不一致, 随着离散维数的增加抽样效率会迅速下降 (参见文献 [48]), 这限制了 Bayes 反演方法在高

维问题中的应用.

为了解决这些问题, Cotter 等 [45] 在 2009 年开创性地提出了无限维 Bayes 反演的适定性理论. 事

实上, 1970 年 Franklin 的文献 [75] 中已经有了无限维 Bayes 反演适定性理论的雏形, 但其研究仅针

对 Gauss分布假设下的线性反问题,且方法难以直接推广到非线性、非 Gauss等更一般的情形. 随后,

Stuart [195] 详细阐述了无限维 Bayes 反演的适定性理论、新的抽样效率不随离散维数下降的 MCMC

算法, 以及这一新的理论框架如何应用在扩散系数反演、波动方程波速反演、逆时热传导、天气预报、

地下介质渗流系数反演等问题中. 无限维 Bayes 反演方法采用了与有限维理论不一样的角度, 试图先

在无限维空间构建 Bayes 适定性理论、后验抽样算法, 进而将离散推迟到可能的最后一步, 称为 “先

Bayes、再离散”. 相较于 “先离散、再 Bayes” 的思路, “先 Bayes、再离散” 在数学理论上更为复杂,

需要运用无限维可分 Banach 空间上的概率测度理论、随机分析理论等, 但其也带来了如下很多好处.

(1) 构建了 Bayes 适定性, 即后验概率测度存在、唯一且连续依赖于观测数据. 无限维 Bayes 反演的

适定性理论将偏微分方程的适定性理论与 Bayes 反演更紧密地联系了起来. (2) 无限维 Bayes 反演理

论给出了无限维空间中的理想解 (无限维空间上的后验概率测度),从而易于引入数值偏微分方程分析

理论, 给出有限维逼近解的收敛速率估计. (3) 无限维 Bayes 反演理论使得我们可以更明确地建立起

Bayes理论与无限维空间上的正则化方法 [69] 之间的联系. (4) 直接在无限维空间上构建 Bayes反演理

论可以更好地利用无限维空间上反问题 (如偏微分方程反问题) 的性质, 从而构造抽样效率不依赖于

网格离散的高效算法. 在带有梯度、Hessian 信息的抽样算法构造中, 更容易引入 “先优化、后离散”

的优化方法. 事实上, 先分析无限维空间上的问题, 将离散推迟到可能的最后一步的研究思路, 广泛地

出现在各个领域中, 如波动方程的可控性研究 [225] 和机器学习研究 [66, 151].

经过十来年的快速发展,无限维 Bayes反演理论与算法已经逐步成为反问题研究中的一个重要前

沿领域, 本文旨在从 Bayes 适定性、有限元离散逼近、后验点估计、统计抽样算法、近似抽样算法、统

计理论等方面梳理现有的研究工作, 阐明无限维 Bayes 反演方法的基本研究思路、核心研究问题、已

有结果和方法以及未来可能的研究方向,为想要了解这一领域的学者从我们的研究视角提供一个较为

系统的总结. 虽然我们尽了最大的努力, 但限于我们所知, 一些有意思的主题并没有被包含进来, 如最

优实验设计 [10] 和替代模型研究 [136,196,214].

本文余下内容的安排如下. 第 2节分 4个小节梳理 Bayes反演的适定性理论和数值逼近方法. 具

体而言, 第 2.1 小节简单地介绍无限维空间上的 Gauss 概率测度, 并给出先验概率测度的一些最新进

展. 第 2.2 小节从直观的角度给出无限维 Bayes 公式, 并简述 Bayes 反演的 (P, d) 适定性. 第 2.3 小

节围绕有限元离散, 简述有限维离散逼近的基本思路. 第 2.4 小节对无限维 Bayes 理论的最大后验估

计、统计决策理论进行简要介绍, 进而阐述 Bayes 方法与正则化方法的关系. 第 3 节分 4 个小节梳理

Bayes 反演的后验抽样算法. 第 3.1 小节回顾 Metropolis-Hastings 算法的一般框架, 并基于一般框架

简述常见的 4 种离散不变抽样算法. 第 3.2 小节对集合 Kalman 滤波进行简明的介绍, 并给出最新的

研究进展. 第 3.3 小节从 3 个典型的例子出发简单介绍源自机器学习研究的变分推断方法. 第 3.4 小

节聚焦于 Darcy 流反演问题, 从数值实践的角度探讨离散不变性, 从而阐明在无限维空间构造算法的
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必要性. 最后, 第 4 节围绕后验收缩率估计、Bernstein-von Mises 定理介绍无限维 Bayes 反演统计理

论的近期发展.

2 Bayes 反演理论

本节先介绍几种常见的定义在可分 Banach 空间上的概率测度. 然后, 在对常见的概率测度有了

基本的了解后,对 Bayes适定性理论框架进行简要介绍. 类似于偏微分方程的适定性理论, Bayes反演

的适定性理论是讨论 Bayes 后验计算、数值逼近理论、后验统计性质分析的数学理论基础. 接下来,

简要介绍离散逼近的一般理论分析框架. 本节最后简要回顾最大后验估计理论. 有关最大后验估计的

讨论揭示了 Bayes 反演方法与正则化方法之间的联系.

2.1 先验概率测度

Bayes 反演方法研究中涉及的先验概率测度、噪声概率测度、后验概率测度一般而言都定义在可

分 Banach 空间上, 因而可分 Banach 空间上的概率测度理论对 Bayes 反演方法的研究具有重要的意

义.无限维可分空间上概率测度理论已经有了很长的研究历史,关于这方面的一般讨论,感兴趣的读者

可参见文献 [25, 27,140,181]. 下面以 Gauss 测度为例, 对其主要思想进行简要介绍.

令 H 表示可分的 Hilbert 空间, 其上的内积和范数分别记为 ⟨·, ·⟩ 和 ∥ · ∥. 一般而言, 可以取

H = L2(D;R), 即定义在 Lipschitz 边界的开区域 D ⊂ Rd 上的平方可积实值函数, 其中 d 表示空间的

维数. 在可分 Hilbert 空间 H 上, 我们以如下方式定义随机函数:

u = u0 +

∞∑
j=1

γjξjϕj , (2.1)

其中 {ϕj}∞j=1 表示空间 H 上的一组标准正交基, ξ = {ξj}∞j=1 是定义在概率空间 (Ω = R∞,B(Ω),P) 上
的独立同分布的随机变量序列, γ = {γj}∞j=1 表示具有衰减性的无限序列, u0 ∈ H 表示随机函数的均
值.一般而言,称表达式 (2.1)为 Karhunen-Loève展开,特征函数族 {ϕj}∞j=1 为 Karhunen-Loève基.令

Ht 表示 Hilbert 尺度空间, 其上的范数可定义如下:

∥u∥Ht =

( ∞∑
j=1

j
2t
d |⟨u, ϕj⟩|2

)1/2

.

定义如下空间:

L2
P(Ω;Ht) := {v : D × Ω→ R |E(∥v∥Ht)2 <∞},

其中 E 表示求期望. 若假设 ξ1 ∼ N (0, 1), γj ≍ j−
s
d 且 t < s − d

2 , 则随机函数 u 属于 Hilbert 空间

L2
P(Ω;Ht), 称为可分 Hilbert 空间上的 Gauss 随机元, 并称 u 服从定义在可分 Hilbert 空间 H 上的

Gauss 测度 N (u0, C). 对于空间 H 上的概率测度 µ, 可以定义其方差算子如下:

C =
∫
H
u⊗ uµ(du),

其中 ⊗ 表示 Hilbert 空间上的张量积 [182]. 对于 Gauss 测度 N (m0, C), 通过简单的推导, 可得

C = Eu⊗ u =

∞∑
j=1

γ2jϕj ⊗ ϕj . (2.2)
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通常这里的方差算子是一个正定、对称的迹算子,且容易看出 {γ2j , ϕj}∞j=1 是方差算子 C 的特征值 -特

征向量对.

选取 Gauss 测度作为先验测度, 随机函数通常属于 Ht 或 Ct (0 < t < s− d
2 ), 即随机函数较为光

滑, 因而无法刻画不连续的函数, 如分片常值函数. 然而, 在图像重建等反问题 [187] 中提出的能够保持

边缘的全变差 (total variation, TV) 正则获得了广泛的应用 (参见文献 [17]). 基于 TV 正则在正则化

方法中取得的成功, 人们试图提出 TV 先验测度. 在有限维空间, TV 先验测度的定义容易给出, 但文

献 [145] 证明了有限维有意义的 TV 先验测度无法直接推广到无限维空间, 特别地, 后验均值不具备

保持边缘的性质且不具备离散不变性. 为了解决这一问题, Lassas 等 [144] 构造了离散不变的 Besov 测

度. 更进一步地, Dashti 等 [52] 在无限维可分 Hilbert 空间上基于展开式 (2.1) 给出了 Besov 测度的定

义, 简单来讲, 当 ξ1 服从 q- 指数分布且 γ 满足一定的衰减性时, 随机函数 u 即可以看作是从 Besov

测度采样得到的. 随后,文献 [108]进一步推广了 Besov测度的定义,利用变指标 Besov函数空间理论,

给出了变指标 Besov先验测度的定义,使得 Besov类先验测度可以在局部区域刻画函数的可积性和可

导性.

针对 Besov 类型的先验测度, 文献 [31, 92, 133] 中所展示的数值结果表明 Besov 先验可以保持边

缘, 但保持边缘的性质依赖于 Haar 小波基, 因而不连续点的位置会倾向于在 Haar 小波基的二分格点

处. 针对这些不足, Markkanen 等 [161] 提出了 Cauchy 差分先验; Yao 等 [216] 提出了 TV-Gauss 先验测

度; Hosseini 和 Nigam [97] 系统研究了尾部指数衰减的先验测度, 给出了 Bayes 适定性分析.

作为这一小节的结束, 我们有必要说明无限维空间上的 Gauss 随机元与 Gauss 随机场有着深刻

的联系, 在先验测度的构造、后验统计理论分析的研究中, 这一联系具有重要的作用. 区域 D ⊂ Rd 上

的可测映射 u : D×Ω→ Rn 称为一个随机场, 是指:一方面, 对于任意固定的 x ∈ D, 映射 u(x; ·)是取
值于 Rn 上的随机变量; 另一方面, 对于任意的 ω ∈ Ω, u(·;ω) : D → Rn 是一个向量场. 对于区域 D

上的任意的点集 {xk}Kk=1 (K 是任意的正整数),若随机向量 (u(x1; ·), . . . , u(xK ; ·))是 Gauss随机向量,

则称 u 是一个 Gauss 随机场. 对于 Gauss 随机场, 可以分别定义均值函数和协方差函数如下:

u0(x) = Eu(x), c(x, y) = E(u(x)− u0(x))(u(y)− u0(y)). (2.3)

由协方差函数, 可以定义方差算子如下:

(Cϕ)(x) =
∫
D

c(x, y)ϕ(y)dy. (2.4)

专著 [81, 第二章] 从无限维统计模型研究的角度对 Gauss 过程 (Gauss 随机场) 进行了细致的讨

论, 详细地介绍了 Gauss 过程的聚集性质. 在专著 [80] 的第二、三章以及附录中, 作者从非参 Bayes

统计相合性研究的角度对 Gauss 过程进行了细致的介绍, 并且简述了 Gauss 过程与无限维空间上的

Gauss 随机元之间的关系. 事实上, Gauss 过程与无限维空间上的 Gauss 随机元在很弱的条件下都是

等价的, 参见如下定理 (参见专著 [80, 引理 I.7]):

定理 2.1 对于一个 Gauss过程 u = (u(x;ω) : x ∈ [0, 1]d),若其样本轨道属于空间 Cβ([0, 1]d),则

这个 Gauss 过程是空间 Cα([0, 1]d) (α < β) 上的 Gauss 随机元.

关于 Gauss过程与 Gauss随机元的介绍以及这两种不同观点在 Bayes反演中的应用,感兴趣的读

者可以参见专著 [168]. 受到深度神经网络研究的启发,深度 Gauss过程获得了广泛关注. 最近, Dunlop

等 [61] 从遍历性的角度对深度 Gauss过程进行了细致探讨. Abraham和 Deo [2] 将深度 Gauss过程用于

Bayes 反演研究, 给出了后验测度相合性估计, 且在 Darcy 流反演渗透率问题上得到了较经典 Gauss

先验更快的收缩速率估计.
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2.2 适定性理论

在本小节中, 我们并不打算从严谨的数学理论推导的角度阐述无限维 Bayes 适定性理论, 而是

从有限维 Bayes 公式出发, 尽量从直观的角度说明无限维 Bayes 适定性理论的核心思想. 在经典书

籍 [121] 中, Kaipio 和 Somersalo 对有限维 Bayes 反演理论进行了详细的讨论. 令 X 和 Y 表示可分

Banach 空间. 为了简洁, 考虑如下模型:

y = G(u) + η, (2.5)

其中 y ∈ Y 表示观测到的数据, u ∈ X 表示带估计的参数, η ∈ Y 表示观测噪声.

在有限维空间的假设下, 令 Nu 和 Ny 为正整数, 取 X = RNu , Y = RNy , 可以得到如下的 Bayes

公式:

ρy(u) =
1

Zy
ρ(y − G(u))ρ0(u), (2.6)

其中 ρ0(u)表示先验概率密度, ρ(y−G(u))表示似然函数, ρy(u)表示后验概率密度, Zy 表示归一化常

数, 具有如下表达式:

Zy :=

∫
RNu

ρ(y − G(u))ρ0(u)du.

这一 Bayes 公式成立的条件是 Zy > 0, 详细的论证, 可参见文献 [121, 定理 3.1].

将 Bayes 公式 (2.6) 推广到无限维空间会遇到的问题是, 无限维空间上不存在通常理解的密度

函数 (概率测度关于 Lebesgue 测度的 Radon-Nikodym 导数 [42, 60]). 具体而言, 我们有如下周知的定

理 2.2 (参见文献 [11, 定理 10.41]).

定理 2.2 令 (X, ∥ · ∥)是无限维可分 Banach空间, µ是其上局部有限的平移不变测度,则 µ = 0.

如何扩展有限维的 Bayes 定理到无限维空间呢? 一个最直接的思路是, 将与无限维随机元相关的

密度函数改写为概率测度.具体而言, 若 X 和 Y 是无限维可分 Banach空间, 令 µ0 和 µy 分别表示先

验概率测度和后验概率测度, 取 A ⊂ B(X), 其中 B(X) 表示空间 X 上的所有 Borel 可测集构成的集

合, 则直观来讲可将 (2.6) 进行如下改写:∫
A

µy(du) =
1

Zy

∫
A

ρ(G(u); y)µ0(du), (2.7)

其中

Zy :=

∫
X

ρ(G(u); y)µ0(du).

需要注意的是,这里的积分区域是无限维可分 Banach空间上的 Borel可测集 (例如,集合 A可以由某

个 Sobolev 空间中的函数构成), 关于这类积分的详细解释参见文献 [51,181]. 一般而言, Bayes 公式应

当与积分区域 A 无关, 因而可以进一步给出无限维可分 Banach 空间上的 Bayes 公式:

dµy

dµ0
(u) =

1

Zy
exp(−Φ(u; y)). (2.8)

这里遵循文献 [45, 55,195] 中的习惯, 将似然函数 ρ(G(u); y) 写成了上面的形式, 其中位势函数 Φ(u; y)

= − log ρ(G(u); y) 通常称为负对数似然函数.

从有限维的 Bayes公式直接改写过来的 Bayes公式 (2.8)是否有明确的数学定义?回答是肯定的,

这一形式的 Bayes 公式在统计文献中早已出现, 且针对经典的统计学问题有着丰富的研究成果 (参见
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文献 [81,222]). 不同于经典的统计学研究, 在反问题的研究中, 位势函数 Φ(u; y) 里蕴含着复杂的非线

性算子 (如 Darcy 流方程 [195]、Navier-Stokes 方程 [45] 和扩散方程 [110,111]), 因而经典的统计学研究方

法与理论成果难以直接应用于含无限维函数参数的反问题 (如偏微分方程反问题 [41]). 早在 1970 年,

Franklin [75] 在 Gauss 先验、Gauss 噪声的假设下, 针对线性反问题细致讨论了如何构建无限维 Bayes

反演理论. Tarantola 在专著 [201,202] 中针对线性反问题在无限维空间的框架下探讨了 Bayes 反演理

论 (非线性问题的探讨集中于最大后验估计). 直到 2009 年, Cotter 等 [45] 首次提出了适用于偏微分

方程反问题的 Bayes 反演适定性理论 (适用于非线性问题), 并论证了二维不可压缩 Navier-Stokes 方

程的数据同化问题的 Bayes 适定性. Stuart [195] 进一步以逆扩散系数、波动方程波速反演、反向热传

导、天气预报等问题为例, 完整地阐明了这一理论框架, 极大地推动了 Bayes 反演理论的发展. 随后,

Dashti 和 Stuart [55] 弱化了文献 [45, 195] 中的条件, 给出了更为一般的 Bayes 反演理论框架.

令 Prob(X,µ0)表示可分 Banach空间X上关于测度 µ0绝对连续的概率测度构成的集合, dHell(·, ·)
表示测度的 Hellinger 距离, 则文献 [55] 中所阐述的 Bayes 适定性可如下定义.

定义 2.1 对于 Bayes 反演问题 (2.8), 称 Bayes 反演是 (Lipschitz, Hellinger) 适定的, 如果如下

三点成立:

(1) µy ∈ Prob(X,µ0) 存在 (后验测度存在);

(2) µy 在 Prob(X,µ0) 中是唯一确定的 (后验测度唯一);

(3) dHell(µ
y, µỹ) 6 C∥y − ỹ∥Y (后验测度关于观测数据局部 Lipschitz 连续).

上述 Bayes反演的 (Lipschitz, Hellinger)适定性获得了广泛关注. 众多研究者针对不同的偏微分方

程反问题证明了其 Bayes 反演的 (Lipschitz, Hellinger) 适定性, 如 Darcy 流扩散系数反演问题 [54, 103]、

基于水平集方法的反问题 [104]、多频逆介质散射问题 [112,114]、非局部微分方程反演问题 [59, 221]、具有

Dirac源项的 Helmholtz方程反源问题 [68] 和刻画肿瘤生长的 Cahn-Hilliard模型 [120]. 为了证明 Bayes

反演的 (Lipschitz, Hellinger) 适定性, 一般而言, 我们需要正演算子 (函数参数到观测数据的映射) 在

合适的空间上是局部有界且连续的, 并且对观测噪声的概率分布也需要进行适当的假定. 这些条件有

时难以验证 (如机器学习领域的分类问题和噪声为退化分布的反问题),因而, Latz [146,147] 近期扩展了

Bayes 反演的 (Lipschitz, Hellinger) 适定性, 提出了 Bayes 反演的 (P, d) 适定性.

定义 2.2 令 P 表示可分 Banach 空间 X 上的概率测度构成的集合, (P, d) 表示 X 上的概率测

度构成的以 d 为度量的度量空间, 则 Bayes 反问题称为 (P, d) 适定的, 是指 Bayes 反问题满足如下 3

条性质:

(1) µy ∈ P 存在 (后验测度存在);

(2) µy 在 P 中是唯一确定的 (后验测度唯一);

(3) 映射 y → µy 关于度量 d 是连续的 (后验测度的稳定性).

需要指出, 定义 2.1 与 2.2 的主要区别在于后验测度的稳定性. 在定义 2.1 中需要验证后验测度

关于观测数据在 Hellinger 度量下是局部 Lipschitz 连续的, 这在 Hadmard 所提出的适定性定义里是

不需要的. 定义 2.2 弱化了局部 Lipschitz 连续, 仅要求后验测度关于观测数据在合适的度量下是连续

的. 在这个定义下, 我们给出如下的 4 个条件 (严谨论述参见文献 [147]):

(1) 似然函数关于所有的数据 y ∈ Y 和几乎所有的 u 是正的;

(2) 对于给定的 y ∈ Y , 似然函数关于先验测度 µ0 可积;

(3) 对于任意的数据 y ∈ Y , 似然函数一致的被一个关于先验测度 µ0 可积的函数控制;

(4) 对于几乎所有的 u, 似然函数关于数据 y 连续.

基于这些条件, Latz [146,147] 验证了 (Prob(X), dProk), (Prob(X), dTV)和 (Prob(X,µ0), dHell)适定性,这
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里 Prob(X) 表示 X 上的概率测度构成的集合, dProk 表示 Prokhorov 度量, dTV 表示概率测度的全变

差度量. 这一扩展极大放宽了对于正演算子和噪声分布的假设, 拓宽了无限维 Bayes 反演理论的适用

范围. 有关 Bayes 反演适定性最新的研究进展, 可以进一步参见文献 [29, 95,124,143,148].

注 2.1 在常见的关于无限维 Bayes 反演的研究中 (参见文献 [55, 195]), 我们都会考虑可分的

Banach 空间或可分的 Hilbert 空间. 当需要在不可分的空间上考虑问题时, 我们会寻求在不可分空间

的一个可分子空间上构建 Bayes 反演的相关理论 (参考文献 [55, 第2 和 3章]). 根据我们所知, 这其中

的原因可能在于:

• 在不可分的无限维空间上 Borel σ- 代数与空间上由开球生成的 σ- 代数不一致, 然而在很多问

题的分析中, 这两者的一致性会带来极大的方便. 感兴趣的读者可参见文献 [181, 第 1.1 小节], 其中许

多基础的定理都依赖于两个 σ- 代数是一致的;

• 当考虑不可分的无限维数量空间时, 通常所定义的概率测度的支撑集的概率可能不是 1, 甚至

可能概率是 0 (参考文献 [80, 第 A.4 小节]), 这违背直觉认知;

•当无限维空间缺乏可分性时,上文中 (2.7)的意义会不太明确, 其难以通过 Bochner积分来理解

(参见文献 [181, 第 1.1 和 1.2 小节]), 可能需要引入新的数学工具.

2.3 离散逼近

类比偏微分方程的适定性理论, Bayes 反演的适定性理论为数值求解奠定了理论基础. 基于适定

性理论, 可以较容易地对离散后验分布的逼近速率进行分析, 得到离散的后验分布随着离散的加密收

敛到无限维空间上后验测度的速率估计. 首先简要回顾 Bayes 反演的离散计算方法, 主要聚焦于基于

有限元的数值逼近方法 [32, 79,208]. 关于基于有限差分、谱方法等的离散逼近, 可参见文献 [4, 63].

令 D ⊂ Rd 是有界连通的开区域,考虑 Vh 是 L2(D)空间的基于连续 Lagrange基函数 {ϕj}∞j=1 的

有限元离散空间. 记与基函数相关的节点为 {xj}nj=1, 从而有 ϕj(xi) = δij 其中 i, j ∈ {1, . . . , n}. 在这
样的假设下, 我们需要统计推断的是函数参数 u ∈ L2(D) 的 n 维逼近 uh =

∑n
j=1 ujϕj ∈ Vh. 更具体

地, 需要统计推断的是向量 m = (m1, . . . ,mn)
T. 在本小节以及后面的叙述中, 黑体字母都用来表示向

量和矩阵.

实际离散计算中很重要的一点是如何计算函数空间 L2(D) 上的内积. 对于 u1, u2 ∈ L2(D), 记有

限维逼近函数为 u1h, u2h ∈ Vh, 从而易知

(u1, u2)L2(D) ≈ (u1h, u2h) ≈ (u1,u2)M = uT
1 Mu2, (2.9)

其中 u1 和 u2 分别是有限维函数 u1h 和 u2h 对应的向量, 矩阵M = (Mij)i,j=1,...,n 定义如下:

Mij =

∫
D

ϕi(x)ϕj(x)dx.

从上面的简要叙述可知, L2(D) 的离散逼近空间是带权重 M 内积的 Euclid 空间 Rn
M , 而不是通常的

Euclid 空间 Rn. 在 Bayes 反演方法中, 我们会遇到从空间 L2(D) 到空间 L2(D) 的算子 (无限维空间

到无限维空间), 从 L2(D) 到 q 维空间 Rq 的算子 (无限维空间到有限维空间), 以及 r 维空间 Rr 到

L2(D) 的算子 (有限维空间到无限维空间), 以及这些映射的对偶算子. 如何在 L2(D) 的离散逼近空

间 Rn
M 上给出算子及其对偶算子的离散形式是离散计算的关键. 通过简单的推导 [32], 可以得知如下

结论.
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(1) 对于算子 B : L2(D)→ L2(D), 其离散近似算子 B : Rn
M → Rn

M 具有如下形式:

B = M−1K,

其中 K = (Kij)i,j=1,...,n 且 Kij =
∫
D
ϕiBϕjdx. 进一步地, 算子 B 的对偶算子 B∗ = M−1BTM .

(2) 对于算子 F : Rn
M → Rq, 其对偶算子 F ♮ : Rq → Rn

M 可如下表示:

F ♮ = M−1FT.

(3) 对于算子 V : Rr → Rn
M , 其对偶算子 V ⋄ : Rn

M → Rr 可如下表示:

V ⋄ = V TM .

对于 Gauss 先验测度 N (u0, C0), 取 C0 = A−2, 其中 A 是定义域为 D(A) = {u ∈ H2(D) :

在区域边界 ∂D 上满足 α∇u ·n = 0} (n表示外法线方向)的微分算子. 具体而言,对于 u ∈ D(A), f ∈
L2(D), 有 Au = f 满足 −α∆u+ βu = f, x ∈ D,

α∇u · n = 0, x ∈ ∂D,
(2.10)

其中 α, β > 0. 对于算子 A, 可以得到其离散算子 A = M−1K, 其中

Kij =

∫
D

(α∇ϕi(x) · ∇ϕj(x) + βϕi(x)ϕj(x))dx.

从而无限维空间上的 Gauss 测度 N (u0, C0) 可以用具有如下密度函数的有限维 Gauss 分布进行逼近:

π(u) ∝ exp

(
− 1

2
∥A(u− u0)∥2M

)
, (2.11)

这里 ∝ 表示正比关系, 即 a ∝ b 表示存在常数 C 使得 a = Cb. 基于这样的离散方式, 从 Gauss 测度

中进行采样的逼近计算公式 [32] 如下:

u = u0 +K−1M1/2ξ, (2.12)

其中 ξ ∼ N (0, I) (这里的 I 表示通常的 Euclid空间 Rn 上的恒等算子). 需要说明的是这里的矩阵M

一般而言并不是对角矩阵, 因此如何计算M1/2ξ 并不是平凡的 (一般而言, 矩阵M1/2 不再是稀疏矩

阵, 因而一般仅计算 M1/2ξ, 并不显示计算出 M1/2), 感兴趣的读者可参见文献 [40]. 基于这样的离

散方式, 我们也很容易计算 (2.4) 中方差算子对应的 Gauss 核函数的逼近核函数 ch(·, ·), 其计算公式
如下:

ch(x,y) = Φ(x)TK−1MK−1Φ(y), (2.13)

其中 Φ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕn(x))
T.

基于所述的离散方法,进一步可以得到正算子 G 的离散 Gn 逼近,从而得到位势函数 Φ(u; y)的离

散形式 Φn(u;y). 如果假设观测数据属于有限维空间, 且取噪声分布为 Gauss 分布 N (0,Γ), 则可以得

到有限维离散近似 Bayes 公式如下:

ρy(u) ∝ exp

(
− 1

2
∥(Gn(u)− y)∥2Γ −

1

2
∥A(u− u0)∥2M

)
. (2.14)
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基于如上的离散方法, Bayes 统计反演方法被用于求解一系列大规模反问题, 如全球地层介质的反

演 [32]、冰流问题中底部边界条件反演 [177]、多频散射数据逆源问题 [115]、地震勘探全波形反演问

题 [224].

注 2.2 在如上离散逼近的构造中,关于正演算子的离散依赖于正演算子的具体性质. 特别地,在

第 3 节中将对统计计算方法进行简要回顾, 在很多的统计计算方法中, 我们需要计算位势函数 Φ(u; y)

关于参数 u 的梯度和 Hessian 算子等. 如同绪论中所述, 类似于偏微分方程约束下的优化问题中 “先

离散、后优化” 和 “先优化、后离散” 的讨论, 我们同样面临 “先离散、后 Bayes” 和 “先 Bayes、后离

散” 两种分析计算方式.

本文聚焦于 “先 Bayes、后离散” 的无限维 Bayes 反演理论与计算方法. 这两种分析与计算方式

各有优缺点, 难以从十分宽泛的角度进行阐述. 在偏微分方程约束优化问题中, 关于这两种计算方式

的讨论, 我们推荐文献 [56, 79, 93]. 文献 [33, 46,107] 从 Bayes 反演方面对这两种计算方式进行了讨论.

但总体而言, 关于这两种计算方式的讨论还很有限, 但如果涉及计算梯度、Hessian 算子等, 偏微分方

程约束优化问题中细致的研究在 Bayes 反演研究中同样具有重要价值.

本小节的第一部分简要地介绍了基于有限元的离散, 下面对离散逼近速率估计进行简要的阐述

(参见文献 [46, 54]). 令 µy
n 和 Φn(u; y) 分别是对后验测度 µy 和位势函数 Φ(u; y) 在 X 的 n 维子空间

上的逼近, 则有

dµy
n

dµ0
(u) =

1

Zy
n
exp(−Φn(u; y)), (2.15)

其中

Zy
n =

∫
X

exp(−Φn(u; y))dµ0(u),

这里 Φn(u; y) 被看作是由正演算子 G 的离散导出的位势函数的离散逼近. 文献 [46] 证明了如下关键

定理.

定理 2.3 假设 Φ 和 Φn 满足合适的条件 (本文中不再赘述, 所需条件保证了 Bayes 反演原问题

和离散逼近问题的适定性). 对于任意的 ϵ > 0, 存在常数 K = K(ϵ) > 0 使得

|Φ(u; y)− Φn(u; y)| 6 K exp(ϵ∥u∥2X)ψ(n), (2.16)

其中 limn→∞ ψ(n) = 0. 在这些条件下, 我们有

dHell(µ
y, µy

n) 6 Cψ(n), (2.17)

其中 C 是与离散维数 n 无关的常数. 基于 Hellinger 距离的性质, 我们得到了后验均值和后验方差算

子的离散逼近估计.

当假设观测值 y ∈ RNy ,即观测空间是有限维的时,假设噪声服从 Gauss分布 N (0,Γ)时,位势函

数和离散逼近位势函数具有如下形式:

Φ(u;y) =
1

2
∥G(u)− y∥2Γ, Φn(u;y) =

1

2
∥Gn(u)− y∥2Γ. (2.18)

如果假设

|G(u)− Gn(u)| 6 K(ϵ) exp(ϵ∥u∥2X)ψ(n), (2.19)
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则可以得到

|Φ(u;y)− Φn(u;y)| 6 K(2ϵ) exp(2ϵ∥u∥2X)ψ(n). (2.20)

从而由定理 2.3 可以得到后验逼近测度 µy
n 逼近真实后验测度 µy 的速率估计.

众所周知, 统计抽样算法 (如下文中提及的 MCMC 抽样算法) 在估计统计量 (如均值) 时误差通

常是以
√
N (N 表示样本个数)的速度衰减的. 定理 2.3中的离散误差估计与统计抽样误差估计结合起

来使得我们对计算误差有了更深入的理解,从而在解决实际应用问题中更好地平衡离散精度和抽样精

度 (计算资源有限). 上述离散逼近理论被广泛应用于众多反问题的分析求解中, 如基于 Navier-Stokes

方程的数据同化问题 [46]、Darcy 流方程渗透率反演问题 [54]、逆形状声场散射问题 [30]、双曲守恒律反

演初值问题 [65]、工业水力旋流器的时变状态估计问题 [171] 和并行抽样算法的分析 [44].

2.4 最大后验估计

Bayes方法将反问题转化为统计推断问题,从而给出了反问题不确定性分析的完整理论分析框架.

为了更好地理解 Bayes反演理论,我们有必要准确理解 Bayes反演方法与经典正则化方法之间的联系

与区别. 在有限维 Bayes 反演方法的讨论中, 这一联系是显然的, 即 Bayes 反演的最大后验估计对应

了某些正则优化问题, 经典的正则化方法计算得到的解可以认为是 Bayes 后验概率最大的点, 通常称

为最大后验点估计 [121,121]. 但在无限维可分 Banach 空间上, 这一联系并不是显然的, 甚至最大后验

点估计该如何定义都不再是显然的. 下面以 Gauss 概率先验和 Besov 先验的研究为例阐述最大后验

(maximum a posteriori, MAP) 估计研究的核心结论.

令 X 表示无限维可分 Hilbert 空间, 考虑 X 上的 Gauss 先验概率测度 µ0 = N (0, C0), E 表示
Gauss 测度 µ0 的 Cameron-Martin 空间 (其上的范数定义为 ∥C−1/2

0 · ∥X). 定义如下泛函:

I(u) =

Φ(u) +
1

2
∥u∥2E , 如果 u ∈ E,

+∞, 如果 u /∈ E.
(2.21)

令 z ∈ E, B(z, δ) ⊂ X 表示中心在 z、半径为 δ 的开球.

定理 2.4 令位势函数满足如下条件:

(1) 对于任意的 ϵ > 0, 存在与 ϵ 有关的常数 M ∈ R 使得对于任意的 u ∈ X, 有 Φ(u; y) > M

− ϵ∥u∥2X ;

(2) 位势函数 Φ(u; y) 关于 u 是局部有上界的;

(3) 位势函数 Φ(u; y) 关于 u 局部 Lipschitz 连续.

进一步假设 µ0(X) = 1, 对于任意的 z1, z2 ∈ E, 有

lim
δ→0

µy(B(z1, δ))

µy(B(z2, δ))
= exp(I(z2)− I(z1)). (2.22)

这个定理在文献 [53] 中被证明, 且这一结论被用于分析与 Navier-Stokes 方程相关的数据同化问

题. 定理 2.4 中利用中心在 z ∈ E 的小球处的后验概率的比值来定义 MAP 估计显然与有限维空间中

MAP 估计的定义相一致, 并且等式 (2.22) 说明求解 MAP 估计等价于求解泛函 I(u) 的最小值.

注 2.3 定理 2.4中小球的球心取值于先验 Gauss测度 µ0 的 Cameron-Martin空间 E 值得我们

特殊注意, 这正反映了无限维情形与有限维情形的核心区别. 在无限维的情形下, Cameron-Martin 空
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间 E 在空间 X 上是稠密的, 但同时 E 是一个零测集, 即 µ0(E) = 0. 在有限维空间 Rn 中, 全空间

X = E = Rn, 因此 µ0(E) = 1. 这一核心区别导致有限维空间上的分析并不能仅令空间维数 n → ∞
就得到无限维空间的准确结果, 例如, 文献 [90] 分析了 MAP 估计, 但其证明仅对有限维情形成立.

在定理 2.4 中所定义的 MAP 估计的意义下, 根据所知难以得到带有 Besov 先验、分层先验情形

下其与相应泛函极值问题对应关系的严格刻画. 基于测度的 Fomin 可微性理论, Helin 和 Burger [91]

提出了弱最大后验 (weak MAP, wMAP) 这一新的概念, 定义如下.

定义 2.3 令 B(z, δ) ⊂ X 表示以 z 为心、δ 为半径的球, 如果存在 u ∈ supp(µy) 且对于所有

h ∈ E 有

lim
δ→0

µy(B(u− h, δ))
µy(B(u, δ))

6 1, (2.23)

则称 u 是 wMAP 估计.

上述定义中的空间 E 不必是先验的 Cameron-Martin 空间 (对于非 Gauss 测度也没有这一概念),

而是满足如下要求的空间:

(1) 空间 E 在空间 X 中是拓扑稠密的;

(2) 记 dhµ
y : B(X)→ R 是测度 µy 沿着 h 的 Fomin 导数 [26], 假设对于所有的 h ∈ E 有

ddhµ
y

dµy
∈ C(X),

即 dhµ
y 关于 µy 的 Radon-Nikodym 导数是连续的.

基于定义 2.3, 文献 [5, 91] 得到了 Besov 先验下 wMAP 估计对应于如下泛函极值问题:

argmin
u

1

2
∥G(u)− y∥2Γ + ∥u∥pBs

p,p
. (2.24)

为了给读者一个整体的印象不至于陷入复杂的数学细节, 这里关于 Besov 先验下 wMAP 估计与泛函

极值关系的说明并没有给出完整的条件. 关于 Bayes 理论与正则化理论的联系, 感兴趣的读者可以进

一步参见文献 [58, 64,108,128,138,159,211].

后验最大估计联系了 Bayes 反演方法与正则化方法, 对其研究具有重要的意义. 另外, 最大后验

估计是后验测度的一种点估计, 特别地, 在 Bayes 统计中后验均值 (posteriori mean, CM) 估计

û =

∫
X

uµy(du) (2.25)

是更加常用的一种点估计. 如果需要基于后验测度给出一个点估计 (Bayes 决策理论), 哪种点估计是

更好的选择? 事实上, 这两种估计都有可能成为很糟糕的估计. 类似于文献 [121, 第三章] 中所展示的

图 3.1, 本文在图 1 中给出了一维的一个简单的示意图. 从图 1(a) 中可以看到 CM 估计不是一个好的

估计, 图 1(b) 说明 MAP 估计在图示的情形下不是一个好的估计.

在 Bayes 统计决策理论中, 人们定义了 Bayes 损失 (Bayes cost, BC) 用以刻画期望损失, 从而对

CM 和 MAP 估计提供更深刻的理解. 如果记 C(·, ·) 为损失函数, 则 Bayes 损失函数可定义如下:

BC(û) =

∫
X

C(u, û)µy(du), (2.26)

其中 û 是后验点估计. 显然希望寻找使得 Bayes 损失最小的点估计, 即

ûC = argmin
û

BC(û). (2.27)
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(a) (b)

图 1 (网络版彩图) 两个一维密度函数说明最大后验估计与后验均值估计都有可能不是一个好的估计. (a) 后验分布

有两个类似的峰组成, 后验均值估计落在了低概率区域; (b) 后验分布由一个很尖的峰与一个平缓的峰构成, 最大后

验估计落在了概率较小的尖峰处

经典的统计理论 (限于篇幅, 下面给出的结论是有限维空间的结论, 即 u 是有限维向量) 告诉我们, 当

C(u, û) := ∥u− û∥2X 时, 问题 (2.27) 的解即为 CM 估计. 然而, 我们需要取损失函数为

C(u, û) =

0, ∥u− û∥∞ 6 δ,

1, ∥u− û∥∞ > δ,
(2.28)

并考虑 δ → 0 的极限情形时才能得到 MAP 估计. 可以看到, CM 估计中损失函数的选取更为自然,

因此在统计学的文献中人们对 CM 估计更为偏爱. 但文献 [34] 指出, 在高维 (有限维) 问题的最新研

究中, CM 估计计算量大难以获得, 同时 MAP 估计计算量小且在很多情形下可以给出很好的估计结

果. 为了更深刻地理解 MAP 估计, 该文献证明了基于 Bregman 距离所给出的损失函数, MAP 估计

是使得 Bayes 损失最小的点估计, 从而在一定程度上说明了 MAP 估计是一个合适的 Bayes 估计. 文

献 [91, 175] 就 CM 和 MAP 估计在无限维空间的情形下作了细致的讨论, 得到了类似的结论, 同样

说明了 MAP 估计可以看作 Bregman 距离损失函数推导出的 Bayes 估计. 关于点估计的进一步讨论

(如带超参模型的点估计、点估计对应的极小化泛函的收敛性分析), 感兴趣的读者可以进一步参见文

献 [14, 15,62,142].

3 后验统计计算

上一节回顾了无限维 Bayes 反演的适定性、逼近计算、后验点估计等理论, 本节聚焦于后验概率

测度信息的计算. 第 3.1 小节简要介绍无限维空间上的 Metroplis-Hastings 方法, 给出常见的 MCMC

抽样算法. 第 3.2 小节对无限维 Bayes 反演的集合 Kalman 滤波算法进行介绍, 并回顾一些最新进展.

第 3.3 小节对变分推断方法进行简要介绍, 特别地, 对近期在无限维空间发展出的理论方法进行回顾.

最后, 第 3.4 小节对无限维空间所构造算法的离散不变性进行简单探讨, 从而试图说明为什么要引入

无限维的方法.

3.1 统计抽样算法

根据第 2.2 小节的介绍, 我们了解到无限维 Bayes 公式具有如下形式:
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dµy

dµ0
(u) =

1

Zy
exp(−Φ(u; y)). (3.1)

下面基于文献 [48, 55, 195] 对 MCMC 算法的思想进行简要介绍. 令 P (u, dv) 表示 Markov 转移核, 即

对任意的 u ∈ X, P (u, ·) 是空间 (X,B(X)) 上的概率测度. 为了从后验概率测度中抽样, 从而基于大

量样本计算统计量 (如后验均值和后验方差), 我们需要 Markov 转移核 P (·, ·) 关于后验测度是不变
的, 即 ∫

X

µy(du)P (u, ·) = µy(·). (3.2)

容易看到, 如果 Markov 转移核 P 和后验概率测度 µy 满足细致平衡 (detailed balance) 条件

µy(du)P (u, dv) = µy(dv)P (v, du), (3.3)

则 Markov转移核关于后验测度是不变的. 基于 Markov转移核 P 就能按照如下方式构造 Markov链:

u0 → P (u0, ·)→ u1 → P (u1, ·)→ u2 → P (u2, ·)→ u3 → · · · .

由于转移核 P 关于后验测度是不变的, 所以能够实现从后验测度中抽取大量的样本. 可以看到构造

Markov 链的关键在于如何构造转移核 P (·, ·).
在算法 1 中, 我们展示了 Metropolis-Hastings 方法的一般计算框架, 其通过接受或拒绝 Markov

核 Q (基于随机偏微分方程构造, 下文中详细介绍) 给出的建议函数参数, 构造我们期望的 Markov 转

算法 1 Metropolis-Hastings 方法的一般计算框架

对于给定的 a : X ×X → [0, 1], 按如下步骤生成样本 {u(k)}k>0:

1. 设置 k = 0, 选取 u(0) ∈ X;

2. 生成新的样本 v(k) ∼ Q(u(k), dv);

3. 依概率 a(u(k), v(k)), 取 u(k+1) = v(k), 否则取 u(k+1) = u(k);

4. 令 k → k + 1, 返回步骤 2.

移核 P . 从算法 1 接受与拒绝的计算过程中, 容易知道转移核 P 具有如下的形式:

P (u, dv) = Q(u, dv)a(u, v) + δu(dv)

∫
X

(1− a(u,w))Q(u, dw). (3.4)

这一形式初看起来可能不容易理解, 可以考虑 A ⊂ B(X), 则直观上有

P (u,A) =


∫
A

a(u, v)Q(u, dv) +

∫
X

(1− a(u, v))Q(u, dv), u ∈ A,∫
A

a(u, v)Q(u, dv), u /∈ A.

基于上面的公式, 可以较为容易理解公式 (3.4). 通过简单的推导, 可知细致平衡条件 (3.3) 等价于如

下公式成立:

µy(du)Q(u, dv)a(u, v) = µy(dv)Q(v, du)a(v, u). (3.5)

沿着文献 [48] 所述的思路, 我们在空间 (X ×X,B(X)⊗ B(X)) 上定义

ν(du, dv) = µy(du)Q(u, dv), νT(du, dv) = µy(dv)Q(v, du),

其中 B(X)⊗ B(X) 表示乘积空间上的乘积 σ 域. 文献 [55, 定理 21] 证明了如下定理.
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定理 3.1 假设 ν 和 νT 是空间 (X ×X,B(X)⊗ B(X)) 上的等价测度, 并且有

ν(du, dv) = r(u, v)νT(du, dv).

对于在 (3.4) 中定义的 Markov 转移核 P , 其满足细致平衡条件 (3.3) 或 (3.5) 的等价条件是

r(u, v)a(u, v) = a(v, u), ν-a.s.

特别地, 如果选取

a(u, v) = min{1, r(v, u)} = min

{
1,
dνT

dν
(u, v)

}
,

则细致平衡条件自然满足.

可以看到,构造 MCMC算法最后的一个关键步骤是选取 Q. 在无限维空间理论中,人们主要基于

无限维 Langevin 方程构建 Q. 具体而言, 无限维 Langevin 方程具有如下形式:

du

dt
= −K(C−1

0 u− γDΦ(u; y)) +
√
2KdB

dt
, u(0) = u0, (3.6)

其中 C0 是先验测度 µ0 = N (0, C0) 的方差算子, K 是预条件算子, B 是空间 X 上的方差算子为恒等

算子的 Brownian 运动, DΦ(u; y) 表示函数参数 u 的 Fréchet 导数. 一般而言, C−1
0 是微分算子, 从而

方程 (3.6) 一般是一个偏微分方程. 基于 Crank-Nicolson 逼近格式, 可以得到

v = u− 1

2
δKC−1

0 (u+ v)− δγKDΦ(u; y) +
√
2δKξ0, (3.7)

其中 ξ0 是 Gauss 白噪声. 下面所述的方法, 当 γ = 1 时, 条件扩散 (conditioned diffuion) 问题在文

献 [197] 中被提出. 随后, 文献 [21] 扩展到了 γ = 0 的情形, 并且所发展的算法进一步被用于数据同化

领域 [47] 中. 需要说明一下, 参数 γ = 0 时所发展的算法, 在 1998 年的文献 [18] 中已经被提及 (推导

的过程并不是基于如上的随机微分方程 (3.6), 关注的也不是反问题的无限维 Bayes 反演方法). 下面

分 4 种情形分别加以介绍.

情形 1 γ = 0, K = I.

在这种情形下, 无限维 Langevin 方程具有如下形式:

du

dt
= −C−1

0 u+
√
2
dB

dt
, u(0) = u0. (3.8)

上述方程的 Crank-Nicolson 逼近格式为(
I +

1

2
δC−1

0

)
v =

(
I − 1

2
δC−1

0

)
u+
√
2δξ0, (3.9)

称为 Crank-Nicolson (CN)建议.若 (I+ 1
2δC

−1
0 )−1 容易计算,则可以通过 (3.9)产生新的样本,即算法 1

的步骤 2. 如果 C0 = A−2, 其中 A 由 (2.10) 定义, 则计算 (I + 1
2δC

−1
0 )−1 大致等价于计算两次偏微分

方程 (2.10).

情形 2 γ = 0, K = C0.
在这种情形下, 无限维 Langevin 方程具有如下形式:

du

dt
= −u+

√
2
dW

dt
, u(0) = u0, (3.10)
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其中 W 是 C0-Wiener 过程. 其 Crank-Nicolson 逼近格式为

(2 + δ)v = (2− δ)u+
√
8δw, (3.11)

其中 w ∼ µ0 = N (0, C0). 令 β =
√
8δ/(2 + δ)2, 则 (3.11) 可写为

v = (1− β2)1/2u+ βw. (3.12)

通常, 称 (3.11) 或 (3.12) 为预条件 CN (preconditioned CN, pCN)建议. 基于第 2.3小节中所介绍的离

散方法, 可知 w 的离散逼近可以通过 (2.12) 快速计算. 对于情形 1 和 2, 借助于定理 3.1, 可以计算得

到函数 a 如下:

a(u, v) = min{1, exp(Φ(u; y)− Φ(v; y))}. (3.13)

关于函数 a 的详细推导过程, 可参见文献 [55, 第 5.2 小节]. 将 (3.9) 和 (3.13) 代入到算法 1 中, 得到

CN 算法. 将 (3.12) 和 (3.13) 代入到算法 1 中, 得到 pCN 算法.

注 3.1 在情形 1 和 2 中, 由于选取了 γ = 0, 在 Markov 核 Q 中不含有似然函数所提供的信息,

我们可以证明随机微分方程 (3.8)和 (3.10)是关于先验测度不变的,进而可以得到 (参见文献 [55,例 7

和 8]) ∫
X

µ0(du)Q(u, dv) = µ0(dv).

情形 3 γ = 1, K = I.

在这种情形下, 无限维 Langevin 方程形式如下:

du

dt
= −C−1

0 u− γDΦ(u; y) +
√
2
dB

dt
, u(0) = u0. (3.14)

基于这一随机偏微分方程, 可以得到 Crank-Nicolson Langevin (CNL) 建议如下:

(2C0 + δ)v = (2C0 − δ)u− 2δC0DΦ(u; y) +
√
8δC0w, (3.15)

其中 w ∼ µ0 = N (0, C0). 借助于定理 3.1, 可以计算得到函数 a 如下:

a(u, v) = Φ(u; y) +
1

2
⟨v − u,DΦ(u; y)⟩+ δ

4
⟨C−1

0 (u+ v), DΦ(u; y)⟩+ δ

4
∥DΦ(u; y)∥2. (3.16)

将 CNL 建议 (3.15) 与函数 (3.16) 代入到算法 1 中, 得到 CNL 算法. 关于 (3.15) 和 (3.16) 的详细推

导过程, 可参见文献 [21, 第 4 节, 附录].

情形 4 γ = 1, K = C0.
在这种情形下, 无限维 Langevin 方程形式如下:

du

dt
= −u− C0γDΦ(u; y) +

√
2
dW

dt
, u(0) = u0, (3.17)

其中 W 是 C0-Wiener 过程. 进而, 可以得到预条件 Crank-Nicolson Langevin (preconditioned Crank-

Nicolson Langevin, pCNL) 建议

(2 + δ)v = (2− δ)u− 2δC0DΦ(u; y) +
√
8δw, (3.18)
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其中 w ∼ µ0 = N (0, C0). 进一步地, 借助于定理 3.1, 可以计算得到函数 a 如下:

a(u, v) = Φ(u; y) +
1

2
⟨v − u,DΦ(u; y)⟩+ δ

4
⟨u+ v,DΦ(u; y)⟩+ δ

4
∥C1/20 DΦ(u; y)∥2. (3.19)

将 pCNL 建议 (3.18) 和函数 (3.19) 代入到算法 1 中, 得到 pCNL 算法. 关于 (3.18) 和 (3.19) 的详细

推导过程, 可参见文献 [21, 第 4 节, 附录].

注 3.2 不同于情形 1和 2, 在情形 3和 4中, 由于选取了 γ = 1, 在 Markov核 Q中含有似然函

数所提供的信息, 所以可以证明随机微分方程 (3.14) 和 (3.17) 是关于后验测度 µy 不变的, 感兴趣的

读者可参见文献 [55, 88, 89] 了解详细的假设与证明过程. 这里需要说明的是, 文献 [55, 88, 89] 对位势

函数 Φ(u; y) 作了如下假设:

Φ(u; y) 6M1(1 + ∥u∥)N1 , ∥DΦ(u; y)∥ 6M2(1 + ∥u∥)N2 , (3.20)

其中 N1 和 N2 是两个正常数, M1 和 M2 是与 u 无关的正常数, ∥ · ∥ 表示合适的范数 (文献中并不统

一, 这里并不想进行细致的严格数学论证, 仅作一些粗略讨论). 这些条件对于很多非线性反问题是不

适用的 (不论用哪种范数), 如稳态 Darcy 流渗透率反演问题 (参见文献 [55] 中的第 1.3 小节和第 334

页例 3). 据我们所知, 文献 [55, 第 5.6.1 小节] 指出, 或许可以通过引入停时 (stopping time) 等证明方

法弱化条件 (3.20) 使之可以应用于稳态 Darcy 流渗透率等反演问题, 但截至 2024 年 8 月仍然没有出

现相关的研究.

注 3.3 关于如上所述的无限维空间 MCMC 类抽样算法, 理论研究分为两个方面: 缩放极限

(scaling limit) 和谱间隙 (spectral gap) 分析. 在缩放极限方面, 文献 [20, 162, 178] 中的分析表明, 标准

的 MCMC 算法建议分布的方差需要根据离散维数的某个倍数减小, 为了准确估计统计量, 所需的抽

样量会随着离散维数的增加而增大; 无限维空间 MCMC 类算法建议分布的方差无需根据离散维数进

行调整, 因而为了准确估计统计量, 所需的抽样量不会随着离散维数的增加而增大. “先优化再离散”

的研究中也有类似于缩放极限的讨论, 感兴趣的读者可参见文献 [107] 中的附录 (其中给出了一个简

单的数值算例) 以及偏微分方程约束优化问题的专著 [56]. 在谱间隙分析方面, 文献 [87] 中的分析表

明, 标准的 MCMC 算法的谱间隙会随着离散维数的增加而减小, pCN 算法的谱间隙不依赖于离散维

数. 最近, 无限维 MCMC 谱间隙的分析理论也被扩展到了非 Gauss 先验测度的情形 (参见文献 [96]).

注 3.4 不同于反问题求解的经典正则化方法, Bayes 反演方法得到的解并不仅仅是函数参数的

单个估计 (当然,我们可以通过 Bayes决策理论给出满足一定需求的点估计,参见第 2.4小节),而是整

个后验测度, 因而我们不能用后验均值等点估计的性质来判定抽样算法的收敛性、评判抽样算法的抽

样效率高低. 关于抽样算法的抽样是否充分、建议分布方差是否选取合理、如何判断不同抽样算法的

效率等, 我们可以绘制样本的迹 (trace), 计算样本的自相关性和有效样本数等. 这里限于篇幅,不再作

细致的介绍, 可参见文献 [37].

关于无限维空间 MCMC 类的抽样算法, 还有很多值得探讨的内容 (如非 Gauss 先验下抽样算法

的构造、Metropolis-within-Gibbs 算法和 Hamilton Monte Carlo 算法等), 感兴趣的读者可进一步参见

文献 [7, 19,20,50,63,67,94,100,174,188,199,203,210,212].

3.2 集合 Kalman 滤波

本小节的主要目的是阐述利用集合 Kalman滤波求解无穷维 Bayes反问题的基本原理和算法. 为

此, 先回顾基本的 Kalman 滤波及相关算法. 为了便于理解相关算法的基本思想和底层逻辑, 下面先

从有限维情形着手论述, 相关算法的无穷维推导和应用 [24, 191,192] 与有限维情形是平行的.
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Kalman滤波是由出生于匈牙利的数学家 Kalman为了解决太空航行中的导航及控制问题而提出

的, 可参见早期的文献 [122,123]. Kalman滤波的基本思想是利用系统的动态模型和观测数据, 通过递

归的方式估计系统状态, 并使得估计的状态具有最小均方差, 从而有效地将噪声和不确定性考虑在内.

具体地, 考虑随机动力学模型

vk+1 = ψ(vk) + ξk, 0 6 k 6 K − 1, v0
i.i.d.∼ N (m0, C0), ξk

i.i.d.∼ N (0,Σ) (3.21)

及数据观测模型

yk+1 = h(vk+1) + ηk+1, 0 6 k 6 K − 1, ηk
i.i.d.∼ N (0,Γ), (3.22)

其中 v0 与序列 {ξk}和 {ηk}相互独立,且对所有的 j 和 k, ξj 与 ηk 也相互独立. 在实际应用中, (3.21)

可以理解为控制状态演化的随机微分方程的离散化, 即使潜在信号是由确定性映射 ψ 所控制, 随机动

力学模型 (3.21) 中的随机量 ξk 也可以认为是确定性映射的模型误差. 记

Yk = {y1, y2, . . . , yk},

则 (3.21) 和 (3.22) 的联立即为数据同化领域 [149,189] 的通用数学问题, 其主要任务可以简述为给出或

逼近滤波分布 (filtering distribution) P(vk | Yk) 或平滑分布 (smoothing distribution) P(vk | YK), 这两

种情形的区别在于状态 vk 是基于前 k 个时刻的观察还是基于整个时间跨度的数据来进行推断的, 下

文中主要针对前者进行阐述.

假设 (3.21) 和 (3.22) 均为线性模型, 即假设成立vk+1 = Ψvk + ξk,

yk+1 = Hvk+1 + ηk+1,
(3.23)

其中 v0 及序列 {ξk} 及 {ηk} 的假设如前所述. 由于 vk+1 和 yk+1 都是 Gauss 随机变量的仿射变换,

因此, P(vk | Yk) 也是 Gauss 分布, 可由其均值及协方差完全刻画. 关于 P(vk | Yk) 的均值及协方差的
显示迭代更新公式即为所谓的 Kalman 滤波 (Kalman filter, Kf) 算法.

记

(预测分布) π̂k+1 = P(vk+1 | Yk) = N (m̂k+1, Ĉk+1),

(分析分布) πk+1 = P(vk+1 | Yk+1) = N (mk+1, Ck+1).

顾名思义, 预测分布 π̂k+1 是结合状态演化方程和已有数据 Yk 对状态 vk 的变化趋势进行预测, 而分

析分布 πk+1 则是在测得新数据 yk+1 的情形下利用数据 Yk+1 对预测结果进行校正. 下面的定理给出

了 Kf 算法的具体刻画.

定理 3.2 (参见文献 [189, 定理 8.3]) 对于所有的 1 6 k 6 K − 1, 由 (3.23) 所确定的滤波分布

P(vk | Yk) 的协方差 Ck 是正定的, 且

m̂k+1 = Ψmk,

Ĉk+1 = ΨCkψT +Σ,

C−1
k+1 = (ΨCkψT +Σ)−1 +HTΓ−1H,

C−1
k+1mk+1 = (ΨCkψT +Σ)−1Ψmk +HTΓ−1yk+1.
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这里省略如上定理的证明, 感兴趣的读者可参见文献 [189, 定理 8.3]. 值得注意的是, 上面定理

中协方差的更新没用到数据信息,且预测步骤中的协方差是以仿射变换的方式依赖于前一状态的协方

差,而分析步骤的协方差则是以非线性的方式依赖前一状态的协方差. 借助于Woodbury公式 (参见文

献 [189,引理 8.6]), Kf算法可以等价地改写为算法 2的形式,其中的 Kk 又称为 Kalman增益 (Kalman

gain). 可以证明 Kf 算法给出了状态均值的最优化估计 (参见文献 [189, 定理 8.7]). 对于 Kf 算法的其

他推导方式或更新公式, 可参见文献 [13, 149,183,190] 及其中的参考文献.

算法 2 Kf 算法

给定初始分布 π0 = N (m0, C0).
1. 设置 k = 0.

2. 预测:

m̂k+1 = Ψmk, Ĉk+1 = ΨCkΨT +Σ.

3. 分析:

mk+1 = m̂k+1 +Kk+1(yk+1 −Hm̂k+1),

Kk+1 = Ĉk+1H
T(HĈk+1H

T + Γ)−1,

Ck+1 = (I −Kk+1H)Ĉk+1.

4. 令 k → k + 1, 若 k < K, 返回步骤 2; 否则输出预测分布 π̂K = N (m̂K , ĈK) 和滤波分布 πK = N (mK , CK).

需要指出的是, Kf算法只能处理线性随机动力学模型和线性观察数据模型的情形, 若随机动力学

模型为非线性的且数据观察模型为线性的情形, 则成立vk+1 = ψ(vk) + ξk,

yk+1 = Hvk+1 + ηk+1,
(3.24)

其中 v0 及序列 {ξk} 和 {ηk} 的假设如 (3.21) 和 (3.22) 所述. 此时, 若状态 vk 视为其均值 mk 的小扰

动, 即成立

ψ(vk) ≈ ψ(mk),

则有

m̂k+1 = E[vk+1|Yk] = E[ψ(vk) + ξk|Yk] = ψ(vk) ≈ ψ(mk)

及

Ĉk+1 = E[(vk+1 − m̂k+1)⊗ (vk+1 − m̂k+1)|Yk]

≈ E[(ψ(vk)− ψ(mk) + ξk)⊗ (ψ(vk)− ψ(mk) + ξk)|Yk]

= E[(ψ(vk)− ψ(mk))⊗ (ψ(vk)− ψ(mk))|Yk] + Σ

≈ Dψ(mk)E[(vk −mk)⊗ (vk −mk)|Yk]Dψ(mk)
T +Σ

= Dψ(mk)CkDψ(mk)
T +Σ,

其中 Dψ(mk) 为 ψ(·) 在 mk 处的 Fréchet 导数, 且 m̂k+1 和 Ĉk+1 的计算过程中用到了 ξk 与 Yk 及

ξk 与 vk 的相互独立性. 只需在 Kf算法中将预测均值 m̂k+1 和协方差 Ĉk+1 作相应的替换即得到扩展
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Kalman 滤波 (extended Kalman filter, ExKf) 算法. 可以看出 ExKf 算法是通过线性化的方式来逼近

预测协方差的, 从而其计算代价主要在于非线性映射 ψ 的 Fréchet 导数的计算. 关于 ExKf 算法的发

展及系统性理论可参见文献 [106], ExKf 算法在天气预报中的应用可参见文献 [43]. 大多数地球物理

应用中的状态空间维数都很高, 这也使得 ExKf 算法的应用变得不切实际.

从前面的论述可知, 在高维情形的应用中, 无论是 Kf 算法还是 ExKf 算法, 预测协方差 (特别是

Fréchet 导数 Dψ(·)) 的估计和存储都将变得低效和昂贵, 集合 Kalman 滤波 (ensemble Kalman filter,

EnKf) 算法正是为了克服这一困难而产生的, 其基本思想是将一个粒子集合的演化与 Kalman 型算法

相结合,并在更新过程中使用该粒子集合的经验协方差来逼近预测步骤的协方差 Ĉk+1. 关于 EnKf算

法的早期发展可参见文献 [71,73,98,99],也可参见近期的综述性文献 [72,149,189]等. 目前在 EnKf算

法的基础上发展出了一系列的相关算法, 大部分都可纳入广义非线性最小二乘与 Gauss-Newton 迭代

或 Levenberg-Marquardt 方法相结合的一致优化框架内 (参见文献 [189, 第三部分, Kalman 反演]), 我

们将这一类方法统称为 EnKf 算法.

下面回到本节的主题, 即阐述如何利用 EnKf 算法来求解 Bayes 反问题

y = G(u) + η, u ∈ X, y ∈ Y, η ∼ N (0,Γ), (3.25)

并给出一般的算法框架. 为此, 先以数据增广的方式构造人工动力系统:zk+1 = Ξ(zk) + sζk, s ∈ {0, 1},

dk+1 = H̃zk+1 + η̃k+1,
(3.26)

其中

Ξ(zk) =

 uk

G(uk)

 =:

 uk

pk

 ,

H̃ = (0, I) : X × Y → Y , {ζk}和 {η̃k}为独立同分布序列 (ζ0 ∼ N (0, Σ̃), η̃0 ∼ N (0, Γ̃)), {u(j)0 }Jj=1 一般

选取为未知量 u的先验概率分布的随机采样. 若正演映射 G : X → Y 是非线性的,则 (3.26)中的状态

模型 zk+1 = Ξ(zk) + sζk 即为非线性的, 但数据观测模型 dk+1 = H̃zk+1 + η̃k+1 是线性的, 这与 (3.24)

的情形一致.

假设第 k 步使用的粒子集合记为

{z(j)k }
J
j=1 =


 u

(j)
k

G(u(j)k )


J

j=1

,

则 {z(j)k }Jj=1 的经验协方差即为

Ĉk : =
1

J

J∑
j=1

(z
(j)
k − zk)⊗ (z

(j)
k − zk) =

 Cuuk Cupk

(Cupk )T Cppk

 ,

其中

zk =
1

J

J∑
j=1

z
(j)
k =

 1
J

∑J
j=1 u

(J)
k

1
J

∑J
j=1 G(u

(j)
k )

 =:

 uk

pk

 ,
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Cuuk =
1

J

J∑
j=1

(u
(j)
k − uk)⊗ (u

(j)
k − uk),

Cupk =
1

J

J∑
j=1

(u
(j)
k − uk)⊗ (G(u(j)k )− pk),

Cppk =
1

J

J∑
j=1

(G(u(j)k )− pk)⊗ (G(u(j)k )− pk).

在 Kf 算法中, 只需要将均值的更新替换为粒子集合 {z(j)k }Jj=1 的更新, 而将预测步协方差的更新替换

为粒子集合的经验协方差的更新, 就可以得到求解反问题 (3.25) 的 EnKf 算法 (算法 3) [102].

算法 3 EnKf 算法

给定初始粒子 {z(j)0 }Jj=1.

1. 设置 k = 0.

2. 预测:

ζ
(j)
k

i.i.d.∼ N (0, Σ̃), j = 1, 2, . . . , J, ẑ
(j)
k+1 = Ξ(z

(j)
k ) + ζ

(j)
k ,

m̂k+1 =
1

J

J∑
j=1

ẑ
(j)
k+1, Ĉk+1 =

 Cuu
k Cup

k

(Cup
k )T Cpp

k

 .

3. 分析:

η̃
(j)
k

i.i.d.∼ N (0, Γ̃), j = 1, 2, . . . , J, d
(j)
k+1 = dk+1 + τ η̃

(j)
k , τ ∈ {0, 1},

z
(j)
k+1 = m̂k+1 +Kk+1(d

(j)
k+1 − H̃m̂k+1), Kk+1 = Ĉk+1H̃

T(H̃Ĉk+1H̃
T + Γ)−1.

4. 令 k → k + 1, 若 k < K, 返回步骤 2; 否则输出粒子集合 {z(j)k }Jj=1, k = 1, 2, . . . ,K.

这里将 EnKf 算法写成算法 3 的形式, 目的只是明确其与传统 Kf 算法之间的联系. 实际应用中,

在绝大多数情形下,我们往往只关注未知量 u的信息,因此可以将算法 3中的经验协方差 Ĉk+1 的更新

简化为部分经验协方差 Cupk 和 C
pp
k 的更新, 而将粒子集合 {z(j)k } 的更新简化为未知量粒子集合 {u

(j)
k }

的更新, 从而较大地提升 EnKf 算法的计算效率, 具体细节可参见文献 [101, 算法 1].

事实上, EnKf 算法可以看作是滤波分布 π(vk | Yk) 的同权序列 Monte Carlo (sequential Monte

Carlo, SMC) 逼近 [24,189,191]. 记

πJ
k (zk) =

1

J

J∑
j=1

δ(zk − z(j)k ), (3.27)

当随机动力学模型中的非线性关系较弱或数据噪声较小时, 滤波分布可近似看成是 Gauss 分布; 当 J

充分大时, πJ
k (zk) 可作为滤波分布的较好逼近, 从而 EnKf 算法输出的粒子集合可视为滤波分布的逼

近采样 (此时, (3.26) 中的参数 s = 1, 其目的是使得粒子集合更快达到混合时间) [77, 78]. 反之, 当随

机动力学模型中的非线性关系较强或数据噪声较大时, πJ
k (zk) 逼近滤波分布的效果较差, 即便如此,

EnKf 算法输出的粒子集合的均值仍能很好地逼近状态变量, 只不过这种情形最好将 EnKf 算法理解

为序列优化方法 [189] (此时, (3.26) 中的参数 s = 0) 而不是当作逼近采样方法.

EnKf 算法在反问题、深度学习及数据同化等领域获得了广泛应用, 概括起来大致有如下 3 个方

面的原因 (参见文献 [189]). (1) EnKf 算法可以在不估计随机动力学模型 (在反问题求解中则为正演
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映射 G) 的导数的情形下进行计算, 其本质是使用统计线性化来逼近相关导数, 这对于模型导数难以

计算或者黑箱模型就显得尤为重要; (2) 当粒子集合的规模 J 小于未知量的维数时, 使用经验协方差

而不是模型协方差可以显著降低计算成本; (3)当随机动力学模型的非线性关系不是太强时,粒子集合

的分布包含了未知量不确定性的有用信息, 从而粒子集合本身可以作为滤波分布 (在 Bayes 反问题情

形则为后验概率分布) 的逼近随机采样.

最后需要指出的是, 对 EnKf 算法的分析是困难的, 相关理论研究还处于开始阶段. 对于线性情

形, 当粒子规模 J →∞ 时, EnKf 算法将收敛于 Kalman 滤波分布 [141,150,160]; 而对于非线性情形, 粒

子集合则不能很好地逼近相应的滤波分布 (参见文献 [70]). 在一致平均场框架下, 关于 EnKf 算法的

综述可参见文献 [35], 该框架为分析 EnKf 算法逼近真实滤波分布的准确性提供了理论基础. 对于粒

子规模不大或者固定粒子规模情形, EnKf算法仍能提供良好的状态估计, 这也被视为 EnKf算法无可

争议的优点之一, 相关的理论分析可参见文献 [9, 24,83,127,191,192,205,206] 等.

总之, 由于 EnKf 算法有着方法简单、计算量小且允许使用部分、低秩、经验相关信息等优点, 随

着数据的快速增长和人工智能技术的迅速发展, 可以预见 EnKf 算法将会有着更加广阔的应用前景和

发展空间.

3.3 变分推断

以 pCN 算法为代表的抽样算法需要大量抽样从而计算后验统计信息, 针对稳态 Darcy 流反渗透

率问题, 文献 [48] 抽取了 106 个样本, 即计算了 106 个偏微分方程. 根据我们的计算经验, 对于稍复

杂的反问题, 大约需要抽取 105–107 个样本才可以有效地估计后验统计信息. 求解 106 个偏微分方程

是计算量极其庞大的计算任务, 因而以 pCN 为代表的无限维空间抽样算法还是难以应用于全波形反

演 [184] 等大规模反演问题.

2012 年, AlexNet [139] 在 ImageNet 比赛中获得了突破性进展, 准确率远超第二名 (第一名的前五

误差率 (Top-5 error rate) 错误率为 15.3%, 第二名为 26.2%). 自此, 深度神经网络获得了广泛关注,

相关研究渗透到了众多领域. 特别地, 深度学习方法在反问题求解中取得了令人瞩目的效果 (参见文

献 [12]). 然而现实世界中的学习问题面临众多不确定性信息, 因此有必要对深度学习的不确定性进行

分析, Bayes统计在其中扮演了重要的角色 (参见文献 [1]). 深度神经网络中包含大量的可学习参数,进

而训练深度神经网络可以看作高维空间上的统计推断问题, 面临着与无限维 Bayes 反演类似的困难:

如何从高维 (甚至是无穷维) 空间上的概率分布中快速计算后验统计信息.

为了处理高维空间带来的计算困难, 在机器学习领域发展出了丰富的变分推断理论与算法. 变

分推断的发展可以追溯到 20 世纪 80 年代, 基于平均场假设的变分推断方法很早就被用来研究神

经网络 [173,176]. 随后, 在 20 世纪 90 年代, 变分推断被众多学者用于概率图模型的研究 (参见文

献 [105,119,172]). 至今, 变分推断伴随着机器学习 (特别是深度学习) 的研究获得了极大的关注, 理论

与算法也越来越丰富. 关于这方面的近期发展, 我们推荐两篇综述文献 [23, 219]. 如前文所述, 无限维

Bayes 反演与机器学习研究面临着相似的核心困难, 那么一个显而易见的问题是, 变分推断方法能否

用于无限维 Bayes 反演领域? 沿着 “先离散, 再 Bayes” 的思路, 针对有限维反问题, 有一些很有意思

的工作. 文献 [117] 研究了带有超参数的分层 Bayes 反演, 基于平均场逼近 (假设反演参数与超参数是

独立的随机变量)、Gauss 先验噪声假设, 给出了变分推断的迭代求解格式, 每一步迭代都具有解析表

达式,因而计算速度相较抽样算法得到了极大提升. 特别地,文献 [117]给出了算法收敛性的初步分析,

为算法参数初值的选取提供了一定的指导. 随后, 这一工作被推广到了带有厚尾分布、偏态 -t 分布观
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测噪声假设下的有限维反问题 [85,116] 以及多孔介质流中的随机介质反演问题 [215]. 近期, 有限维空间

上的变分推断算法也被用于求解地学反问题 [220] 和非局部微分方程反问题 [194], 从而快速地近似计算

后验统计信息. 下面从无限维 Bayes 反演理论的角度, 对变分推断在反问题领域的发展作一些回顾.

首先,简略介绍什么是变分推断. 本小节假设 X 是一个可分 Hilbert空间. 简单来讲,变分推断将

后验计算问题转化为了一个关于概率分布的优化问题

argmin
ν∈A

D(ν ∥µy), (3.28)

其中 D(· ∥ ·) 表示概率测度间的某个度量, A 是 B(X) 上的概率测度构成的集合. 例如, 可取 A 表示
Gauss 测度的集合:

A = {N (ū, C) : ū ∈ X, C 是 X 上的对称、正定的迹算子}. (3.29)

由变分推断这一宽泛的定义可以看出, 不同度量、概率测度集合的选择可以给出不同的算法. 这里仅

考虑度量 D(· ∥ ·) 取为如下 Kullback-Leibler (KL) 散度的情形:

DKL(ν ∥µy) =

∫
X

log

(
dν

dµy
(u)

)
dν

dµy
(u)µy(du). (3.30)

在上式中, 采用通常的规定 0 log 0 = 0.

注 3.5 需要注意的是, 这里所采用的 KL 散度其实并不是真正意义上的度量, 其一般而言不满

足对称性, 即

DKL(ν ∥µy) ̸= DKL(µ
y ∥ ν).

然而 KL 散度是非负的, 且具有度量的一些好的性质 (参见文献 [179]), 例如, 如果 DKL(ν ∥µy) = 0,

则有 ν = µy. KL 散度描述了从概率测度 µy 到概率测度 ν 的信息增益 (information gain), 因而在有

限维空间上的变分推断研究中, 经常选取 KL 散度来度量两个概率测度的距离 (参见文献 [22]).

当固定了度量 D(· ∥ ·) 之后, 集合 A 如何选取是构建变分推断方法的关键.

(1)如果 A选取得过小,仅包含较为简单的概率测度,则优化问题会变得易于求解,但对后验测度

的近似必然会不精确.

(2)如果 A选取得很大,对后验测度的近似会更为精确, 但计算会变得困难.例如,取 A为对先验
测度绝对连续的所有可能概率测度, 则最优解就是后验测度, 计算并没有得到简化.

不同的变分推断方法会选取不同的集合 A, 从而在求解精度与可计算性之间寻求平衡. 下面对 3

种典型的情形进行简要介绍.

假设 3.1 A 是 Gauss 概率测度构成的集合.

当假设集合 A是 Gauss概率测度构成的集合时,文献 [179,180]给出了详细的分析.具体而言,文

献 [179] 证明了如下定理.

定理 3.3 令 X 是可分 Hilbert空间,先验概率测度 µ0 = N (u0, C0),其中 C0 是 X 上的正定、对

称的迹算子, u0 ∈ H (H 表示先验概率测度 µ0 的 Cameron-Martin 空间). 考虑如下集合 A:
(1) A1 = {空间 X 上的 Gauss 概率测度};
(2) A2 = {空间 X 上等价于 µ0 的 Gauss 概率测度};
(3)对于空间X上的对称、正定的迹算子 Ĉ,取A3 = {空间X具有方差算子 Ĉ的 Gauss 概率测度};
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(4) 对于固定的 û ∈ X, 取 A4 = {空间 X 具有均值 û 的 Gauss 概率测度}.
对于这 4 种情形, 如果存在 ν ∈ Ai (i = 1, 2, 3, 4) 使得 DKL(ν ∥µy) <∞, 则变分优化问题

argmin
ν∈Ai

DKL(ν ∥µy)

的最优解存在, 并且最优概率测度 ν 与先验概率测度 µ0 是等价的.

这一定理给出了变分优化问题解的存在性,并且告诉我们最优逼近概率测度 ν 与先验概率测度 µ0

等价,进而什么样的 Gauss测度等价于 µ0就是一个很重要的问题.令HS(H)表示空间H上的 Hilbert-

Schmidt算子构成的空间,文献 [179,180]进一步证明了,对于 Gauss概率测度 ν = N (u, C),如果 u ∈ H
且方差算子 C−1 = C−1

0 + Γ 满足

∥C1/20 ΓC1/20 ∥HS(H) <∞,

则 Gauss 概率测度 ν 与先验概率测度 µ0 等价. 基于等价 Gauss 概率测度的刻画, 文献 [180] 给出了

有限秩参数化和 Schrödinger 参数化方法, 进而基于 Robbins-Monro 算法构造了新的 Gauss 逼近变分

推断算法.

基于 Gauss 概率测度逼近后验概率测度的另一种方法是 Laplace 逼近方法, 即对正演算子 G 进
行线性化. 在 Gauss 先验和 Gauss 噪声的假设下, 对于线性问题, 可以显式推导出后验概率测度的表

达式, 从而快速计算协方差函数等统计量 [32].

假设 3.2 平均场假设, 即带求参数的分量之间互相独立.

关于平均场假设下的变分推断, 文献 [115] 在较为宽泛的一般假设下构建了无限维空间上的平均

场变分推断理论, 并将其运用于带有 Gauss 噪声、Laplace 噪声的多频数据 Helmholtz 方程逆源反问

题. 这里, 举个例子说明其核心思想, 考虑如下问题:

y = Gu+ η, (3.31)

其中 y ∈ Y ⊂ Rny , η ∼ N (0, τ−1I), G : X → Y 是一个线性紧算子, u ∈ X (X 是一个无限维可分

Hilbert 空间) 且

u ∼ µu
0 = N (0, CK0 (λ)), CK0 (λ) =

K∑
k=1

λ−1αkek ⊗ ek +
∞∑

k=K+1

αkek ⊗ ek,

λ ∼ µλ
0 = Gamma(α0, β0), τ ∼ µτ

0 = Gamma(α, β).

这里 {αk, ek}∞k=1 是某个对称、正定的迹算子的特征系统, Gamma(α, β)表示参数为 α和 β 的 Gamma

分布. 在这个问题中, 假设了先验测度方差算子的参数 λ 与观测噪声分布的参数 τ 是未知的参数, 因

而在 Bayes 反演的框架中, 假设它们服从 Gamma 分布 (Gamma 分布在这个问题中是共轭分布, 即先

验与后验属于同样的分布族). 在现有的假设下, 我们所考虑的反问题不再是反演 u, 而是反演一组参

数 (u, λ, τ), Bayes 公式具有如下形式:

dµy

dµ0
(u, λ, τ) =

1

Zy
τ

ny
2 exp

(
− τ

2
∥Gu− y∥2

)
, (3.32)

其中 µ0 = µu
0 ⊗ µλ

0 ⊗ µτ
0 是乘积概率测度, Zy 为归一化常数. 所谓平均场假设, 即假设反演参数 u, λ

和 τ 是互相独立的 3 个参数. 在这个例子中, 我们引入参考测度

µr = µu
r ⊗ µλ

r ⊗ µτ
r = N (0, C0)⊗ µλ

0 ⊗ µτ
0 ,
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其中

C0 =
∞∑
k=1

αkek ⊗ ek.

容易看到, 先验测度 µ0 与参考测度 µr 是等价的, 从而有

dµ0

dµr
(u, λ, τ) ∝ exp(−Φ0(u, λ, τ)). (3.33)

下面假设逼近测度 ν 具有如下表达式:

dν

dµr
(u, λ, τ) ∝ exp(−Φr

u(u)− Φr
λ(λ)− Φr

τ (r)), (3.34)

进而有

dνu

dµu
r

∝ exp(−Φr
u(u)),

dµλ

dµλ
r

∝ exp(−Φr
λ(λ)),

dµτ

dµτ
r

∝ exp(−Φr
τ (τ)). (3.35)

上述定义式 (3.34) 其含义是, 逼近测度关于参考测度的密度函数关于参数 u, λ 和 τ 具有独立的 3 个

分量. 粗略来讲, 定义变分推断的约束集合 A = Au ×Aλ ×Aτ , 其中

Au = {νu ∈ B(X) : νu 与 µu
r 等价, 且 Φr

u 满足一些有界、可积条件},

集合 Aλ 和 Aτ 可类似定义. 限于篇幅, 这里不列出位势函数所满足的具体有界、可积性条件, 准确的

数学定义参见文献 [115]. 基于这些假设, 文献 [115] 证明了逼近概率测度定义 (3.34) 中的位势函数具

有如下形式:

Φr
u(u) =

∫
R+

∫
R+

(Φ0(u, λ, τ) + Φ(u, λ, τ)νλ)(dλ)ντ (dτ) + Const,

Φr
λ(λ) =

∫
R+

∫
X

(Φ0(u, λ, τ) + Φ(u, λ, τ)νu)(du)ντ (dτ) + Const,

Φr
τ (τ) =

∫
R+

∫
X

(Φ0(u, λ, τ) + Φ(u, λ, τ)νu)(du)νλ(dλ) + Const,

其中 Φ 是 Bayes 公式中的负对数似然函数, Const 表示无关的常数. 在上述的假设下, 我们其实可以

进一步计算得到 Φr
u, Φ

r
λ 和 Φr

τ 的解析表达式. 当然,我们需要说明这里得到的解析表达式并不能直接

计算, 因为任何一个位势函数的解析表达式依赖于其他两个参数的近似后验测度, 例如, Φr
u 的解析表

达式依赖于 νλ 和 ντ . 然而基于 Φr
u, Φ

r
λ 和 Φr

τ 的形式, 我们容易构造迭代算法: 给定位势函数中参数

(可能是函数参数) 的初值, 然后依次循环更新位势函数 Φr
u, Φ

r
λ 和 Φr

τ 直到逼近测度中的参数变化小

于某个阈值.

注 3.6 基于平均场逼近的一般变分推断理论不仅适用于上述 Gauss 先验、Gauss 噪声的情形,

同样适用于带有 Laplace 噪声的情形 (参见文献 [115, 第 3.2 小节]). 针对多参数反演问题 [38, 118], 基

于平均场假设 (假设各个参数是独立的随机变量) 构造变分推断算法值得进一步研究.

注 3.7 在上述介绍中, 假设了参数 u 服从先验分布 µ0 = N (0, CK0 (λ)), 其方差算子具有如下

形式:

CK0 (λ) =
K∑

k=1

λ−1αkek ⊗ ek +
∞∑

k=K+1

αkek ⊗ ek.
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这里的超参数 λ 仅能够调整方差算子的前 K 项, 如果似然函数含有较多的信息, 提前固定参数 K 会

限制模型的有效性,如何突破这一限制是一个很有意思的问题.文献 [198]采用了非中心参数化的方式

发展了新的平均场变分推断方法, 从而在一定程度上克服了这一问题.

注 3.8 基于平均场逼近的变分推断理论在机器学习中有着广泛的应用, 例如, 基于平均场变分

推断理论, 在噪声是非独立同分布的情形时, 文献 [217] 构建了变分去噪模型, 进一步文献 [218] 构造

了变分超分模型. 借助无限维的平均场变分推断理论, 文献 [113] 在非独立同分布噪声假设的情形下,

发展了新的变分逆深度生成模型, 在多频数据 Helmholtz 方程逆源问题的计算中取得了很好的效果.

假设 3.3 A := {ν : ν = µ0 ◦ T−1, T 是某种变换}.
在假设 3.3中的变换 T 的不同选取可以导出很多不同类型的变分推断方法,如基于标准化流 (nor-

malizing flow) 的变分推断 [220] 和 Stein 变分梯度下降 (Stein variational gradient descent, SVGD) [156]

等. 这里, 简要介绍 SVGD 算法及其无限维版本 iSVGD (infinite-dimensional SVGD) [107].

SVGD 是 Liu 和 Wang [156] 提出的 (针对有限维空间), 根据我们的理解, 其基本的想法是将变换

T 分解成一系列的变换, 如图 2 所示, 其中红色的点表示采样得到的样本粒子. 初始的样本粒子一般

从先验测度 µ0 中抽取, 经过一系列的非线性变换 (恒等算子的微小扰动)最终得到的样本粒子就可以

认为是从后验测度中抽取出来的. 更具体地, 图 2 中每个变换具有如下形式:

Ti = I + ϵϕi, i = 1, 2, . . . , N, (3.36)

其中 ϵ是一个很小的正数, I 表示恒等变换, {ϕi}Ni=1 是待确定的变换.容易观察到,如果 N →∞且 ϕi

的选取不加以限制,则复合变换 T1 ◦T2 ◦ · · · 可以逼近任意变换,因而计算得不到简化. 在 SVGD方法

中, 变换函数 ϕi 被限制在一个再生核 Hilbert 空间 (reproducing kernel Hilbert spaces, RKHS) 中. 记

RKHS 为 HK , 其中 K 表示核函数. 关于 RKHS 的详细介绍, 可参见文献 [49, 163]. 如果将 ϕi 限制在

HK 中并且记 νi = µ0 ◦ (Ti ◦ · · · ◦ T1)−1, 则直观上来讲应当通过如下方式确定 ϕi:

ϕ∗i = argmax
ϕi∈HK ,∥ϕi∥HK

61

{
− d

dϵ
DKL(νi−1 · T−1

i ∥µ)
∣∣∣∣
ϵ=0

}
. (3.37)

文献 [156] 通过计算得到了问题 (3.37) 的解析解表达式如下:

ϕ∗i (·) ∝ Eu∼νi−1 [K(u, ·)Du log p(u | y) +DuK(u, ·)], (3.38)

其中 q(u | y)表示后验概率密度函数 (这里的简介考虑有限维空间), Du 表示 u的梯度.通过样本粒子

的平均值取代最优解解析表达式 (3.38) 中的期望算子, 得到可计算的样本粒子迭代公式

ukj ← uk−1
j +

ϵk−1

L

L∑
ℓ=1

[K(uk−1
ℓ , ·)Duk−1

ℓ
log p(uk−1

ℓ | y) +Duk−1
ℓ

K(uk−1
ℓ , ·)], (3.39)

图 2 (网络版彩图) SVGD 基本思路示意图
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其中 k 表示迭代步数, j = 1, . . . , L (L 表示总的样本数目). SVGD 算法在机器学习领域获得了广泛的

关注 (参见文献 [57,84,185]),其背后蕴涵着 Riemann流形上的梯度流分析等深刻的数学理论 (参见文

献 [134,154,155,158]).

沿着 “先 Bayes, 后离散” 的研究思路, 一个直接的问题是, SVGD 的理论算法能否在无限维空间

建立? 事实上, 即使在深度神经网络的研究中, 研究者也希望在无限维空间上构建基于粒子演化的近

似抽样算法,从无限维空间这一观点出发可以避免深度神经网络众多不同参数对应同一拟合函数从而

使得 SVGD 失效的难题 (参见文献 [213]). 文献 [107] 针对无限维 Bayes 反演问题, 引入了算子值核函

数, 进而在无限维可分 Hilbert 空间上建立了 SVGD 迭代格式 (称为 iSVGD). 进一步地, 该文献中引

入了核函数变换的性质, 从而给出了带有预条件算子的 iSVGD. 通过无限维空间上的分析, 文献 [107]

给出了 iSVGD 迭代有意义的严格条件, 同时揭示了: 相较于有限维的理论 [154], 无限维空间中预条件

算子不能随意取, 须保障核函数中不包含先验 Gauss 测度的 Cameron-Martin 空间范数从而保障样本

粒子不过度集中. 针对 iSVGD, 还有很多理论问题有待解决, 例如, 如何将文献 [158] 中的理论推广到

iSVGD 的情形, 从而建立 iSVGD 中经验分布趋于后验测度的速率估计.

3.4 离散不变

本小节对离散不变性进行一些探讨,试图通过具体的数值算例揭示为何要在函数空间上直接构造

MCMC、Kalman 滤波和变分推断等算法.

具体而言, 考虑稳态 Darcy 流模型 [55] 如下:−∇ · (eu∇w) = f, x ∈ D,

w = 0, x ∈ ∂D,
(3.40)

其中 f = 1 是一个常值函数, D = (0, 1)2 ⊂ R2. 考虑如下反问题: 基于方程的解 w 在区域内部离散的

100 个点上进行测量所得到的测量数据, 推断函数参数 u. 在这一问题中, 前文中的空间 X = L2(D).

当 u ∈ L∞(D) 时, 易知方程的解 w ∈ H1
0 (D). 针对这一具体问题, 取两种先验测度: µ1

0 = N (0, C0) (其
中 C0 = (0.5I − 0.1∆)−2) 和 µ2

0 = N (0, I) (其中 I 为空间 X 上的单位算子). 显然, 先验 µ1
0 的方差算

子是迹算子,而 µ2
0 的方差算子不是迹算子,因而先验测度 µ2

0 的选取不符合无限维 Bayes理论的要求.

在文献中, 研究者更加强调的是, 相较于经典的随机游走, pCN 算法 (第 3.1 小节) 的建议分布相较于

经典随机游走有微小差别, 进而经典的算法只需要经过较小的改动就可以获得离散不变的性质. 需着

重指出, pCN 算法构建于无限维空间, 这要求其先验测度必须在无限维空间中具有明确数学意义, 不

可随意选定. 因此,当从有限维空间视角探讨 pCN算法时 [37],还需强调先验 Gauss分布的方差矩阵不

仅要满足正定、对称条件,其特征值也需要满足特定的衰减性条件 (具体条件可参见文献 [55,假设 2]).

在图 3 中, 针对稳态 Darcy 流问题, 我们展示了不同算法在离散维数为 {502, 1502, 3002, 4502} 时
的行为. 图中的横坐标是 (3.12) 中的参数 β, 其大致可理解为步长, β 越小, MCMC 抽样中前后的样

本就越相似. 图中的纵坐标表示 MCMC 算法的接收率. 这里展示的计算结果是基于第 2.3 小节介绍

的离散方法, 利用有限元开源计算软件 FEniCSx [16, 157] 实现的, 程序可以在网址 https://github.com/

jjx323/IllustrateDimIndependenceMCMC/tree/main 上下载. 图 3(a) 展示了经典的随机游走算法 [48]

的结果. 可以看到, 当 β 增加时, 接收率会下降, 而且接收率下降的速率与离散维数相关, 离散维数越

大, 接受率在 β 相同时越小. 图 3(b) 展示的是第 3.1 小节所介绍的 pCN 算法 (采用了符合无限维理

论的先验测度 µ1
0) 的结果. 可以看到, 不论离散维数如何变化, β 与接受率的变化关系都一致. 图 3(c)
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接
收
率

接
收
率

接
收
率

接
收
率

(b) pCN (高斯先验)

(c) pCN (高斯白噪声先验) (d) pCNL (高斯先验)

图 3 (网络版彩图) 不同算法中, 步长与接受率之间的关系. (a) 经典的基于随机游走的 MCMC 算法 (Gauss 先

验 N (0, (0.5I − 0.1∆)−2)); (b) 带有 Gauss 先验 N (0, (0.5I − 0.1∆)−2) 的 pCN 算法 (先验测度符合理论

要求); (c) 带有先验测度 N (0, I) 的 pCN 算法 (先验测度不符合理论要求); (d) 基于 “先 Bayes、再离散” 的

思路 (梯度通过对偶方法计算) 得到的 pCNL 算法 (Gauss 先验 N (0, (0.5I − 0.1∆)−2))

展示的是第 3.1 小节所介绍的 pCN 算法 (采用了不符合无限维理论的先验测度 µ2
0) 的结果. 可以看

到, β 与接受率的变化关系并不一致, 离散维数越大, 算法的抽样效率越低. 图 3(d) 展示的是第 3.1 小

节所介绍的 pCNL 算法 (采用了符合无限维理论的先验测度 µ1
0) 的结果, 可以看到, 不论离散维数如

何变化, β 与接受率的变化关系都一致, 即抽样算法的抽样效率关于离散维数是不变的.

图 3(d) 展示了 pCNL 算法的结果. 在 pCNL 算法中, 我们需要计算梯度信息. 这时类似于 “先优

化,后离散”的研究,我们需要用对偶方法 (adjoint method)计算导数信息才能得到图中所展示的不同

离散维数下, 参数 β 与接受率一致的变化关系 (一致的抽样效率). 在简单的常微分方程的例子中, 可

以观察到 “先优化、后离散” 与 “先离散、后优化” 通常会给出不同的算法格式, 关于 pCNL 等需要计

算梯度信息的抽样算法同样会有 “先优化、后离散” 思路下的优点与缺点, 感兴趣的读者可以进一步

参见文献 [79, 第 496–497 页] 和 [33].

在无限维空间上的变分推断系列研究中,文献 [107,113,115,198]在数值实验中同样验证了算法的

离散不变性. 文献 [198, 图 7] 对比了无限维空间中构造的基于平均场假设的变分推断算法与基于 “先

离散、后 Bayes” 思路给出的变分推断算法 [117], 同样观察到了 “先 Bayes、后离散” 所带来的离散不

变性. 文献 [113] 将无限维变分推断理论与 Fourier 神经算子 [135,152] 学习相结合, 进而构造了具有离
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散不变性的基于机器学习的快速反演方法.

4 统计理论

广泛的应用研究表明, 无限维 Bayes 反演方法是对反问题进行不确定性分析的有效工具, 对其的

深入理解将有助于我们设计更加有效的反演方法. 下面从一个特殊的情形入手, 说明统计理论保障研

究的重要性. 参考文献 [131] 的理论结果, 考虑线性模型如下:

y = Gu+
1√
n
η, (4.1)

其中 n ∈ N+, G : X → Y 是有界线性自伴算子 (很多问题中可以假设是紧算子), 其余符号的意义与

第 2.2 小节相同. 分别取先验和噪声的分布如下:

u ∼ µ0 = N (0, C0), η ∼ N (0, I). (4.2)

根据 Bayes 理论, 可知后验概率测度 µy = N (up, Cp), 其中

up = C0G(GC0G + nI)−1y, Cp = C0 − C0G(GC0G + nI)−1GC0. (4.3)

从上面的表达式, 显然有如下直观认识.

(1) 后验均值函数 up 的正则性 (光滑性) 依赖于先验方差算子 C0.
(2) 后验方差 Cp 蕴涵了偏离均值的程度, 反映了我们对均值是参数准确估计的信任程度. 算子

C0G(GC0G + nI)−1GC0 显然是非负定的, 因此相较于先验, 依据后验测度所给出的信息, 我们会更加相

信后验均值给出了准确的估计.

有这两点直观说明后, 我们考虑一种情形: 真实参数 u† ∈ L2(D)\H1(D), 即函数参数不一阶可导

(正则性较低); 先验方差算子 C0 = α(I −∆)−5, 其中 α ∈ R+; 空间 Y = L2(D). 在这种情形下, 由后验

均值的表达式容易看出 up ∈ H10(D) (这里并不是严格说明, 因为 ∆ 算子的边界选取, up 严谨来讲并

不在 H10(D) 中而是在一个 Hilbert 尺度空间中, 但总而言之 up 是一个正则性较好的函数). 后验均

值 up 正则性很高, 然而真值是一个一阶弱导数都不在 L2 空间的函数, 显然后验均值不是一个可信的

估计. 但如果选取 α 足够小, 则后验方差会告诉我们后验均值估计十分可信, 并且这一结论不会随着

噪声强度的减小 (n→∞) 而改变. 这个简单的例子说明, 后验测度是否提供了准确的、有意义的不确

定性分析有赖于先验测度的选取和真实参数的性质,因而有必要发展无限维 Bayes反演方法的统计理

论, 为应用研究提供理论保障.

在无限维 (非参) Bayes 推断的研究中 (针对经典统计问题), 已经有丰富的理论成果 (参见文

献 [186]), 这里仅聚焦于无限维 Bayes 反演方法 (针对反问题) 的统计理论, 简述其主要定理及近期

发展. 我们以第 3.4 小节所介绍的 Darcy 流问题为例来介绍无限维 Bayes 统计理论的基本定理, 具体

而言, 考虑

yi = G(u)(xi) + ηi, (4.4)

其中 i = 1, 2, . . . , N . 非线性算子 G 表示方程 (3.40) 所确定的解算子, 其将参数 u 映射到解 w 在区域

D 内部的稀疏测量

w(xi) = G(u)(xi), xi ∈ D.
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在统计理论研究中, 考虑随机测量, 即 xi 是空间 D 上随机采样得到, 记 (xi, yi) 所服从的分布是 Pu,

进而有 DN = {(xi, yi)}Ni=1 ∼ PN
u . 由于我们考虑了随机测量, 所以这里更换前文中所使用的后验测度

的记号 µy 为 µDN . 关于随机测量情形下的 Bayes 公式其严谨的数学论证参见文献 [81, 168].

选取 β > 1 + d/2, 令 R 是 L2 空间的子空间且满足 ∥ · ∥Hβ 6 C∥ · ∥R. 定义 BR(M) = {u ∈
R : ∥u∥R 6 M}, 选取参数空间 U ⊂ Hβ(D). 容易证明, Darcy 流问题的正算子 G 满足有界性与局部
Lipschitz 连续性:

sup
u∈U∩BR(M)

sup
x∈D
|G(u)(x)| 6 C1∥f∥L∞(D) < +∞,

∥G(u1)− G(u2)∥L2(D) 6 C2∥u1 − u2∥H−1(D), ∀u1, u2 ∈ U ∩BR(M),

其中 C1 和 C2 是与 u, u1 和 u2 无关的常数. 进一步地, 在对 f 和 U 以及方程的解 w 给出合适的假

设条件后, 可以得到如下条件稳定性估计:

∥u1 − u2∥L2(D) 6 C∥G(u1)− G(u2)∥ηL2 , η =
β − 1

β + 1
.

粗略来讲, 在正算子满足局部有界、局部 Lipschitz 连续性及条件稳定性后, 如果假设先验分布是一

定尺度变换后的 Gauss 概率测度, 先验 Gauss 概率测度的再生核 Hilbert 空间 H ⊂ Hα(D), 其中

α > β + d/2, 且真实参数 u† ⊂ H, 则当 N →∞ 时, 可以得到如下估计:

PN
u†(µ

DN ({u : ∥G(u)− G(u†)∥L2 6 mδN , ∥u∥Hβ 6 m}) 6 1− e−bNδ2N ) = o(1), (4.5)

其中 b > 0, m = m(b) 是足够大的常数, 参数 δN = N−(α+1)/(2α+2+d), u† 表示真实参数. 进一步地, 对

于足够大的常数 M > 0, 利用条件稳定性估计可以得到

PN
u†(µ

DN ({u : ∥u− u†∥L2 > MδηN}) > e−bNδ2N ) = o(1). (4.6)

上式意味着有如下关于后验均值 up 的估计:

∥up − u†∥L2 = OPN

u†
(δηN ), (4.7)

其中 OPN

u†
(δηN ) 表示依概率 δηN 的速度收敛

[207]. 估计 (4.5) 表明, 当数据无限增多 N →∞ 时, 预测误

差 (G(u) 与 G(u†) 的误差) 按照速率 δN 趋向于 0. 类似地, 估计 (4.6) 表明, 当数据无限增多 N →∞
时,后验概率测度按照速率 δηN 集中在真值附近.一般而言,称估计 (4.6)为后验收缩率估计,满足后验

收缩率估计则称 Bayes 后验测度是相合的 (consistency). 需要说明, 上述后验收缩率估计考虑了数据

无限增多时后验概率测度的极限性质. 也可如同问题 (4.1), 针对函数测量数据展开研究, 分析噪声水

平趋于 0 时后验概率测度的极限性质, 进而得到后验收缩率估计.

在上一段中, 我们以 Darcy 流渗流系数反演这一非线性反问题为例说明了什么是后验收缩率估

计. 事实上, 关于后验收缩率估计的研究是从 Gauss 先验和 Gauss 噪声假设下的线性问题开始的, 因

为在这一情形下, 可以计算出后验概率测度的具体表达式 (4.3). 基于后验概率测度的具体表达式, 可

以进行偏差方差分析, 从而得到后验收缩率估计. 基于这一思路, 文献 [131] 首次对线性反问题, 在先

验方差算子与正算子可以同时对角化的假设下进行了详细的分析, 给出了后验收缩率的最优估计, 并

且更进一步对后验置信域进行了详细的分析, 指出在极限理论中, 相较于真值过光滑的先验会导致难

以给出合适的置信域估计, 欠光滑的先验会给出保守的置信域估计. 随后, 文献 [131] 中的方法被推广
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用来研究严重不适定问题 [8] 和逆向热传导问题 [132]. 对于偏微分方程反问题, 先验方差算子和正演算

子可同时对角化是一个比较强的假设条件,文献 [6]引入了偏微分方程的理论分析方法,进而在不要求

同时对角化的条件下给出了几乎最优的收敛速率估计. 针对正问题含有超椭圆算子的情形, 文献 [126]

扩展了文献 [125] 中的分析方法, 引入了拟微分算子等工具, 给出了后验收缩率估计和置信域分析. 不

同于这些研究,文献 [153]给出了线性反问题的 Oracle型后验收缩率估计.最近,文献 [39]通过运用扇

形算子等工具, 克服了缺失偏差方差分解的困难, 在可分 Banach 空间上给出了后验收缩率估计. 在以

上的研究中, 先验概率测度的选取都不依赖于数据, 但为了得到好的收缩率估计, 通常需要先验概率

测度与真值之间的正则性匹配. 为了处理这一问题, 在先验方差算子、正算子和噪声方差算子可同时

对角化的假设下, 文献 [130, 200] 详细地研究了经验 Bayes 方法的后验收缩率估计, 详细分析了 Bayes

置信区域与频率置信区域之间的关系. 随后, 文献 [109] 在不可同时对角化的假设下给出了经验 Bayes

方法的后验收缩率估计, 从而扩展了理论的适用范围. 文献 [129] 引入了连续模, 将预测误差的收缩率

估计转换为了关于参数的后验收缩率估计, 进而避免了引入正算子的奇异值分解, 从而适用于更为广

泛的问题.

据我们所知, 针对非线性反问题后验收缩率估计的最早研究是 2013 年的文献 [209]. 该文献将后

验收缩率的估计分为了两个步骤: 第一步, 估计回归问题 (估计函数 G(u)(·)) 的后验收缩率估计; 第

二步, 借助反问题的条件稳定性将回归函数 G(u)(·) 的后验收缩率估计转换为函数参数 u 的后验收缩

率估计. 这一证明思路的一个关键点在于, 如何将函数参数 u 的先验概率测度性质转换为回归函数

G(u)(·) 的先验概率测度的性质, 进而可以方便地应用非参 Bayes 已有的研究结果 (参见文献 [186]).

文献 [209] 提出了这一重要的思路, 给出了初步的探索, 但限于该文献中的证明技术, 该文献结论应

用范围有限, 例如, 无法应用于稳态 Darcy 流 Gauss 先验假设的情形. 自 2013 年的文献 [209], 针对

非线性反问题后验收缩率估计的研究十分有限, 直到 2019 年才有了系列重要新结果. 针对 X-ray 变

换 [164,166]、Schödinger 方程反位势函数 [167,169]、Darcy 流反演问题 [82, 165,169] 和 Caldéron 问题 [3, 28],

研究者引入了假设检验、经验过程估计等重要的非参 Bayes 后验分析理论, 进而得到了更广泛的先验

概率测度假设下的系列收缩率估计.

除了后验收缩率估计,另一个重要的无限维 Bayes反演统计理论是 Bernstein-von Mises (BvM)定

理. 引入记号 Iu[h] := DGu[h], 这里 DGu 表示非线性正演算子在 u 处的 Fréchet 导数. 这里用记号 Iu
的原因在于, I∗uIu 通常称为信息算子, 对应了统计学中的 Fisher 信息 (information) 矩阵的概念. BvM

定理给出了类似如下收敛性结论:

√
N⟨u− ūN , ψ⟩L2 | DN

d−→ N(0, ∥Iu† ψ̄u†∥2L2), 按照 PN
u† 概率, (4.8)

其中 ūN 表示后验均值估计, ψ̄u† 满足 I∗u†Iu† ψ̄u† = ψ (通常称这一方程为信息方程). 上述收敛性是指

按照概率 PN
u† 依分布收敛. 具体而言, 如果随机变量 ZN ∼ µN , Z ∼ µ 且 µN = µN | DN (概率测度

µN 依赖于随机变量 DN ∼ PN
u†), 则称 ZN 按照概率 PN

u† 依分布收敛到 Z, 是指

dweak(µN , µ)
PN

u†−→ 0, N → 0,

其中 dweak 是概率测度的弱收敛推导出的距离. 事实上,可以证明,如果要在真值 u† 附近估计 ⟨u, ψ⟩L2 ,

则上述极限分布的方差 ∥Iu† ψ̄u†∥2L2 达到了 Cramér-Rao 下界 (逆 Fisher 信息), 即给出了最小的极限

方差. 简洁地, BvM 定理表明了, 在测量数据无限增多时, 后验概率分布在极限的意义下可以被一

个 Gauss 概率分布逼近, 这个 Gauss 概率分布的均值是后验均值, 方差是逆信息算子. 近期发表的专
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著 [168] 对 Bayes 反演中的 BvM 定理作了基本介绍. BvM 定理是否成立与信息方程 I∗u†Iu† ψ̄u† = ψ

的可解性关系紧密, 对于上文所述的 Darcy 流问题, 容易得知

Iu[h] = −L−1
u [∇ · (euh∇wu)], I∗u[g] = eu∇wu · ∇L−1

u [g],

其中 wu 是参数为 u 时方程的解, Lu := −∇ · (eu∇·). 文献 [165, 168] 构造了反例, 说明算子 Iu
可能不是单射、也可能没有闭值域, 从而对于光滑的函数 ψ 信息方程难以求解, 即 BvM 定理对于

Darcy流方程反演渗流系数的问题是不成立的. 但对于 Schrödinger方程反演位势函数等问题 (参见文

献 [165, 167, 168]), 可以在很一般的条件下证明 BvM 定理成立, 从而其后验概率分布在渐近的意义下

可以被 Gauss 概率分布近似, 进而在渐近的意义下 Bayes 置信区域可借由 Gauss 分布进行刻画.

从关于后验收缩率估计、BvM定理的简单回顾中可以看到,针对非线性反问题的探讨依赖于经验

过程、假设检验等统计理论, 同时在分析中需要推导新的条件稳定性估计、分析信息方程 (某些偏微

分方程) 的性质, 这些都依赖于对具体非线性问题的细致分析, 因而类似于非线性偏微分方程, 我们难

以期待如同线性问题一样构建统一的理论体系. 除了统计反问题中经常考虑的 Darcy 流反演、逆时扩

散等问题, 针对多维扩散问题的漂移向量场反演 [170]、Caldéron 问题 [28] 和反散射问题 [76], 近期也出

现了有关后验收缩率估计和 BvM 定理的研究.
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Infinite-dimensional Bayesian inversion theory and algorithms

Junxiong Jia, Deyu Meng & Yuanxiang Zhang

Abstract Inverse problems constitute a significant area of mathematical research, with extensive applications
across various engineering and technical fields such as medical imaging, seismic exploration imaging, image pro-
cessing, and weather forecasting. Owing to the ill-posedness of inverse problems, the concept of regularization is
introduced to solve these problems, resulting in an approximate estimation of the parameters. With the advance-
ment of computational capabilities, people in fields like medical and exploration imaging are no longer satisfied
with obtaining a reasonable estimate of the parameters to be estimated. Instead, they attempt to integrate
empirical knowledge and uncertainty information of observational data to provide a complete characterization of
the uncertainty of the parameters to be estimated. To achieve this goal, people transform inverse problems into
Bayesian statistical inference problems, leading to the development of Bayesian inversion theory and numerical
algorithms. Unlike classical statistical research, in inverse problem research, the parameters to be estimated and
the observational data are connected by complex mathematical models (e.g., partial differential equations), thus
necessitating the introduction of new ideas and mathematical theories. In this paper, we focus on the infinite-
dimensional Bayesian inversion theory established for inverse problems and organize existing research work from
aspects such as prior measure construction, Bayesian well-posedness, finite element discretization, statistical sam-
pling algorithms, and statistical large-sample theory. The aim is to clarify the basic research ideas, core research
issues, existing results and methods of infinite-dimensional Bayesian inversion methods, and potential future
research directions.

Keywords inverse problems, infinite-dimensional Bayesian methods, discretization-invariant algorithms,

variational inference, posteriori contraction estimates
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