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摘要 量子信息的飞速发展对人们调控量子系统的能力提出了更高的要求,而对量子系统进行辨识与

参数估计是进行量子控制的基本且重要的环节. 本文综述量子系统辨识和参数估计这一方向, 侧重于

量子度量学、量子层析、量子滤波和量子噪声谱学 4 个分支, 介绍其问题建模、分析工具、求解方法

及不同的应用等.
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1 引言

1.1 概述

量子力学是描述原子及亚原子尺度物理规律的学科, 自 20世纪初创立以来不断发展、成熟, 成为

现代物理学两大基本支柱之一. 随着计算机科学和信息论等的诞生和发展, 量子力学与其结合形成了

交叉学科量子信息 [175],旨在利用量子系统的独特特征操纵与处理信息,从而实现超越经典 (即非量子

力学的)方案性能的新一代信息技术,如量子模拟 [87]、量子通信 [102]、量子计算 [73] 和量子传感 [69] 等.

量子信息自 20世纪后期以来飞速发展,对人们调控量子系统的能力也提出了更高的要求,催生了

量子控制—在原子、分子尺度上对物理、化学过程进行主动操控 [40]— 这一方向的诞生 [8, 64,74,201]. 在

经典控制论中, 系统辨识和参数估计作为建模与定参的环节, 是后续进行系统控制的重要先导. 同样

地, 对量子系统进行控制, 首先需要对其模型与参数有足够全面和准确的了解, 即对量子系统进行辨

识与参数估计 [75]. 这项任务, 按照文献 [41] 中的定义, 需要根据某个量子力学过程的输入输出行为估

计该过程的要素.
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量子系统辨识与参数估计是一个高度交叉的方向, 涉及物理学、数学和信息科学等诸多学科, 尤

其需要从数学的一系列分支获取理论与应用的支持. 反过来, 量子系统数学模型下的非交换特征又促

进了已有数学理论的进一步推广. 例如, 经典的 Cramér-Rao (CR) 不等式出于量子参数估计的需求被

文献 [117]推广到算子的情形,经典的概率论以及相关概念推广到非交换的量子概率论,酉演化算子的

累积量展开需要将经典的、可交换的累积量概念 [140] 推广到非交换情形 [186], 经典的平滑估计理论在

量子情形下需要被重新解释和定义, 等等. 历史上的许多事例都表明, 物理学中的重大需求有可能会

促进数学分支的发展乃至新分支的诞生, 例如 Newton为了研究运动学而创立了微积分; Dirac在研究

量子力学时提出了 Dirac δ 函数, 其重要应用后来促进了广义函数论的诞生; 量子场论与弦论中的对

偶给数学带来大量启发. 因此, 希望本文既能对量子系统辨识与参数估计提供一个较系统性的综述从

而促进该方向的发展与成熟, 又能体现其与数学的紧密联系与有机互动.

由于不同场景下的辨识和估计任务存在差异,量子系统辨识与参数估计方向内部存在若干不同的

子课题. 图 1 描述了量子系统辨识与参数估计的一个常见流程: 设某个感兴趣的量子系统处于初态

ρ(0), 其经过时长为 T 的动力学演化后成为终态 ρ(T ), 通过对 ρ(T )进行量子测量提取信息, 最后经过

经典计算机的数据处理得到对感兴趣物理量的估计值. 根据不同的任务, 图 1 的内容与诠释会相应调

整: 量子度量学研究基于量子效应测量感兴趣的物理参数, 往往假设初态 ρ(0) 已知, 未知参数包含于

动力学演化过程中; 量子层析 (quantum tomography) 可认为是设置图 1 中的 T 为某个定值, 要求估

计感兴趣的量子对象—量子态 (quantum state)、量子过程 (quantum process)或探测器 (detector)—的

全部参数;量子滤波 (quantum filtering)与图 1有所不同,前者测量的对象是感兴趣的系统所处的环境

而非系统本身; 量子噪声谱学 (quantum noise spectroscopy) 假设初态 ρ(0) 已知, 估计所处非 Markov

环境噪声的谱信息.

本文余下内容的安排如下. 量子度量学研究量子系统中参数估计的精度极限, 是量子系统一般性

辨识与参数估计的基本问题, 因此首先在第 2 节加以介绍. 第 3 节起介绍常见估计任务及解决方案:

第 3 节介绍定常参数估计即量子层析的方法. 第 4 节介绍对重要时变参数估计的方法, 其中第 4.1 小

节介绍量子滤波方法, 第 4.2 小节介绍量子噪声谱估计技术. 第 5 节总结全文并加以展望.

1.2 符号定义与基本知识

常用数学记号: i =
√
−1. N+ 为正整数集合. 单位矩阵/恒等算子记为 I. 张量积为 ⊗. d 维复/实

向量空间为 Cd/Rd, m × n 维复/实数矩阵空间为 Cm×n/Rm×n. AT、A∗ 和 A† 分别表示矩阵 A 的

转置、共轭、共轭转置. 向量 a 的 2- 范数和矩阵 A 的 Frobenius 范数分别记为 ∥a∥ 和 ∥A∥. H 代
表 Hilbert 空间. 对于 X ∈ H1 ⊗ H2, 取 H1 上的偏迹结果记为 Tr1(X). 若对角矩阵 A 的主对角线

组成向量 a, 定义 A = diag(a). 变量 X 的估计值记为 X̂. 对于半正定矩阵 Xd×d > 0, 假设其特征

分解为 X = UPU†, 定义
√
X 或 X

1
2 为 U diag(

√
P11,
√
P22, . . . ,

√
Pdd)U†. E(·) 表示对所有可能的

图 1 量子系统辨识与参数估计常见流程
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测量结果的期望. [A,B] = AB − BA 称为对易子 (commutator), {A,B} = AB + BA 称为反对易子

(anti-commutator). 本文中 T 一般表示系统演化的终止时刻或进行测量的时刻. Pauli 矩阵为

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i

i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
.

一个封闭量子系统的状态可用其所属的 Hilbert空间 H 上的单位复向量 |ψ⟩表示 (有限维时为列

向量), 其演化动力学由 Schrödinger 方程

i
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = H|ψ(t)⟩ (1.1)

描述, 其中 H 是系统 Hamilton 量, 是 Hermite 算子, 且本文沿袭多数物理文献的习惯采用 ~ = 1 的

原子单位制. 对于开放量子系统或者当系统状态不唯一确定时, 需要用密度算子 (density operator) ρ

描述系统状态, ρ 的数学要求为 Hermite 半正定及 Tr(ρ) = 1. 确定性的 ρ 称为纯态 (pure state), 有

ρ = |ψ⟩⟨ψ|, 其中 |ψ⟩ 与 ⟨ψ| 互为伴随, 此时也常不加区分地称呼 ρ 与 |ψ⟩. 非纯态称为混态 (mixed

state), 可以通过谱分解等方法用纯态表示出来, 形如 ρ =
∑

i ci|ψi⟩⟨ψi|, 其中 ci ∈ R 且
∑

i ci = 1. 系

统的纯度 (purity) 定义为 Tr(ρ2), 纯态的纯度等于 1, 混态的纯度小于 1. 混态的时间演化方程由酉算

子 U (又称传播子 (propagator)) 决定:

ρ(t) = U(t)ρ(0)U†(t), (1.2)

其中当 H 不含时间 (独立于 t) 时有 U(t) = e−iHt.

量子系统的信息可以通过测量环节被提取. 该环节的描述有几种等价但侧重点不同的方式, 其中

较广泛的一种为正算子值测度 (positive operator-valued measure, POVM). 一组 POVM 元素是一个

算子集合 {Pi}ni=1, 其中每个 Pi 都是 Hermite 半正定的, 且满足完备性约束 (completeness constraint)∑n
i=1 Pi = I. 每次测量消耗量子态的一个物理拷贝, 随机得到 n 个结果中的一个. 根据 Born 定则, 得

到第 i 个结果的概率是

pi = Tr(Piρ). (1.3)

考虑到完备性约束,从而有
∑n

i=1 pi = 1. 常用 N 表示消耗的量子态拷贝 (也称为资源)的总数,记其中

第 i个结果发生了 Ni 次, 则实验上可用 p̂i = Ni/N 作为对 pi 的估计值.定义测量误差为 ei = pi− p̂i.
量子信息科学利用量子系统的状态表示信息. 类似于经典信息的基本单元 “比特” 是二进制中的

一位,人们常用二能级量子系统的两个正交态 |0⟩和 |1⟩作为量子信息的基本单元,这样的系统被称为

“量子比特” (qubit). 在没有歧义时, 本文也常将 “量子比特” 简称为 “比特”. 与经典比特不同的是, 量

子比特还可以处于 |0⟩和 |1⟩ 的线性组合状态 |ψ⟩ = α|0⟩+ β|1⟩ (α, β ∈ C, |α|2 + |β|2 = 1), 这被称为叠

加态 (superposition state).

常记量子系统维数为 d, 则所有单比特量子态 ρ (d = 2) 与所有满足 ∥r⃗∥ 6 1 的 r⃗ ∈ R3 按如下方

式构成一一对应:

ρ =
I + r⃗ · σ⃗

2
, (1.4)

其中采用了 σ⃗ , (σx, σy, σz) 的形式记法. 这被称为 Bloch 表象 (representation). 向量 r⃗ 称为 Bloch 向

量, 构成的 R3 中的单位球称为 Bloch 球. 纯态和混态分别对应球的表面和内部, 最大混态 ρ = I/2 对
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应球心. 若定义单比特旋转

Rn⃗(θ) , exp

(
− i

θ

2
n⃗ · σ⃗

)
= cos

(
θ

2

)
I − i sin

(
θ

2

)
(nxσx + nyσy + nzσz), (1.5)

其中 n⃗ = (nx, ny, nz)为 R3 中任意单位向量, 则 U = Rn⃗(θ)的作用效果在 Bloch表象下为将 Bloch向

量 r⃗ 绕 Bloch 球的 n⃗ 轴旋转 θ 角.

2 量子度量学

对重要物理量的估计在科学与技术的诸多领域都发挥着基础作用. 量子度量学 (又称量子计量学、

量子精密测量) 研究基于量子效应设计测量方案估计物理参数. 在合适的条件下, 通过合理利用纠缠

(entanglement)和压缩 (squeezing)等效应,可能给出比经典方案更高精度/灵敏度的估计结果.该方向

已经存在较多综述,各有侧重. 故本节主要对基本内容作简要介绍,更具体、深入的内容可见文中相应

索引的综述.

2.1 从经典精度极限到量子精度极限

经典参数估计的一个基本任务是基于随机变量 X 的 N 个独立同分布 (服从概率密度 p(x | θ))的
样本估计其中感兴趣的参数 θ. 定义单个样本的经典 Fisher 信息 (假设其存在) 为

I(θ) , E

[(
∂ log p(x | θ)

∂θ

)2]
. (2.1)

假设支撑 {x | p(x | θ) > 0} 不依赖于 θ, 且对 θ 的偏导可以与积分
∫
p(x | θ)dx 交换次序. 则经典的

Cramér-Rao 不等式 [62, 203] 给出了估计精度的下界 (下文简记为 CR 下界):

定理 2.1 [174] 在上述假设下, 任何无偏估计 θ̂ 的方差的下界是总 Fisher 信息的倒数:

Var(θ̂) > 1

NI(θ)
. (2.2)

定理 2.1 的证明基础为 Cauchy 不等式, 右侧分母的 N 来自于 Fisher 信息的加性, 简短证明可参

见文献 [36, 293]. CR 下界可以被极大似然估计 (当其存在时) 渐近达到 [88, 89].

对于多参数情形, Fisher 信息取矩阵形式

Ijk(θ) , E

[(
∂ log p(x | θ)

∂θj

)(
∂ log p(x | θ)

∂θk

)]
. (2.3)

相应地, CR 界成为矩阵不等式

Cov(θ̂) > 1

N
I−1(θ), (2.4)

其中 Cov(θ̂) 为协方差矩阵.

量子参数估计的典型流程可以在图 1 的基础上进一步解释为: 制备一个量子系统 ρ(0) 作为探

针 (probe), 用探针与含 θ 的系统 (可认为探针经历的量子过程依赖于 θ) 相互作用, 测量探针的终态

ρθ(T ), 处理数据以得到估计值 θ̂ [100]. 从而 x 表示可能的测量结果, N 等于可区分的子系统个数, 即

探针系统的拷贝数. 对于每次测量相互独立的无偏估计场景, 直接应用 (2.2) 即得到

minσ(θ̂) ∼ 1√
N
, (2.5)

788



中国科学 : 数学 第 54 卷 第 5 期

其中 σ(θ̂) 为标准差, 称为标准量子极限 (standard quantum limit) 或散粒噪声极限 (shot noise limit).

然而, 利用纠缠等量子效应, 可能打破 “测量相互独立” 的前提, 例如, 制备系统的 N 个拷贝处于纠缠

态,则对其测量得到的结果一般不是严格相互独立的 [100]. 因此,在合适条件下可能达到更优的标度律

(scaling)

σ(θ̂) ∼ 1

N
, (2.6)

称为 Heisenberg 极限 [100,120,281]. (2.6) 比 (2.5) 在标度律上存在 1√
N
的改进, 体现了量子测量方案相

比经典方案的优势,成为量子度量学的一个重要研究方向 [101]. 更一般地,为了探明量子测量方案究竟

能比经典方案提升多少精度、实现精度提升需要达到哪些条件, 需要严格刻画量子测量方案的精度极

限. 一个自然的思路是, 将经典测量的精度极限刻画工具 CR 下界推广到量子测量的情形, 这即为本

节剩余部分的主要内容.

2.2 量子单参数估计

我们希望将 CR 下界 (2.2) 推广到估计量子系统中单个参数 θ 的情形. 注意到在量子系统的测量

中, p(x | θ) = Tr[P (x)ρ(θ)] 依赖于具体的 POVM 元素 P (x) 的选取, 从而事实上有 I(θ) = I(P (x), θ).

因此, (2.2) 在量子系统中应对 P (x) 优化. 定义量子 Fisher 信息为经典 Fisher 信息在所有可能的

POVM 中的最大值

IQ(θ) , max
P (x)

I(P (x), θ), (2.7)

即可得到 (2.2) 的量子版本 CR 界

Var(θ̂) > 1

NIQ(θ)
. (2.8)

然而, 依据定义式 (2.7) 可能并不容易由给定的 ρ(θ) 计算出 IQ(θ) 的显式结果. 常见的与其等价的定

义是 [117]

IQ(θ) = Tr[ρ(θ)L(θ)2], (2.9)

其中 L(θ) 是 Hermite 算子, 称为对称对数导数 (symmetric logarithmic derivative, SLD), 满足

∂ρ(θ)

∂θ
=

1

2
[ρ(θ)L(θ) + L(θ)ρ(θ)]. (2.10)

对 IQ(θ) > I(P (x), θ) 的简短证明可参见文献 [293, (5.4)]. 分析取等条件可知, 最优测量取 L(θ) 为可

观测量 (observable), 即用 L(θ) 的特征向量进行投影测量. 如果进一步采用极大似然估计, 则可渐近

达到量子 CR 界.

以单参数相位估计 (phase estimation) 问题为例, 量子 Fisher 信息给出了精度刻画的条件: 设 N

量子比特系统演化方程为 ρout(θ) = eiθJn⃗ρine−iθJn⃗ , 其中, Jn⃗ =
∑

k=x,y,z nkJk, n⃗ ∈ R3 是单位向量, 角

动量分量 Jk =
∑N

n=1 σ
(n)
k ,这里 σ

(n)
k 是第 n个量子比特的 Pauli矩阵 k. 文献 [191]证明了 IQ(θ) > N

是系统存在纠缠的充分条件,也是该纠缠在量子度量意义下有用 (即相位估计误差小于标准量子极限)

的充要条件, 相关综述可参见文献 [192]. 此外, 考虑到很多高度纠缠的态在目前实验技术下不容易

制备, 一个方向是, 研究非纠缠的精度提升, 其理论基础在于纠缠未必是突破标准量子极限的必要条
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件: 通过考虑混态、考虑全同粒子、扩展 Hamilton 量的结构、扩展参数编码方式等方法打破标准量

子极限的应用条件, 可以在合适场景下不依赖于纠缠就获得参数估计精度的突破, 相关综述可参见文

献 [36].

通过引入非线性或非局域的 Hamilton量可能实现超越 Heisenberg标度律的量子度量方案,例如,

当 Hamilton量取 k 体耦合形式时,单参数估计精度标度律可以达到 1/Nk [29];当耦合项指数多时甚至

可以达到 2−N 的精度标度律[207]. 但相关结果是否是严格意义上 “超越Heisenberg的”仍然存在一定争

议 [113,296], 相关研究有待进一步发展、澄清. 现有的涉及这方面的综述可参见文献 [36, 101] 等.

除了在量子单参数估计中的应用以外, 量子 Fisher 信息与 Hamilton 量的方差 [153]、量子态几何、

量子信道 [18]、量子相变 (quantum phase transition)、纠缠目击 (entanglement witness) 和纠缠检测

(entanglement detection) [143] 等概念也有密切联系, 相关综述可参见文献 [145, 146, 231, 259] 等. 量子

Fisher 信息的性质总结可参见文献 [204,231].

2.3 量子多参数估计

同时估计量子系统中的多个参数时, 仿照 (2.7) 推广 (2.3) 的方式显然不唯一, 故存在多种方式定

义量子 Fisher信息矩阵并得到相应的量子 CR界, 相关介绍可参见文献 [145]. 这里沿用第 2.2小节的

思路, 主要介绍基于 SLD 定义的量子 Fisher 信息矩阵, 其元素为

Ijk(θ) , 1

2
Tr[ρ(θ){Lj , Lk}], (2.11)

其中 Lj 是参数 θj 的 SLD, 即满足

∂ρ(θ)

∂θj
=

1

2
[ρ(θ)Lj + Ljρ(θ)]. (2.12)

相应的量子 CR 界可以写为

Cov(θ̂) > 1

N
I−1(θ). (2.13)

在单参数的情形, (2.13) 退化成 (2.8), 可以取等号. 但在多参数的情形, 若要取等号, 需要对不同的 Lj

的特征向量进行投影测量, 其在一般情形下是不对易的, 故实际不能同时测量. 因此, 多参数的量子

CR 界 (2.13) 一般不可达. 可达性的具体综述可参见文献 [145, 第 3.1.2 小节].

量子 Fisher信息矩阵有一系列常见性质及丰富的计算技巧. 与量子 Fisher信息类似,量子 Fisher

信息矩阵也在度量学以外的诸多领域如量子力学几何、热力学和量子动力学等建立了广泛关联. 上述

内容总结可参见综述文献 [145].

由于量子系统不同参数最优测量的不相容性 (incompatibility), 多参数估计存在量子 CR 界以

外的多种下界及分析工具, 如 Bayes 方法、Holevo 界和量子局域渐近正态 (quantum local asymp-

totic normality) 等, 相关内容可参见综述文献 [70]. 这也体现了量子参数估计与经典估计的重要区别.

总体而言, 多参数估计存在许多未解决的开放问题, 是值得深入研究的重要方向, 相关综述可参见文

献 [70, 145,215,227].

2.4 应用与展望

量子度量学最著名的应用之一是使用非经典光提升基于激光干涉的引力波观测仪 (laser inter-

ferometer gravitational-wave observatory, LIGO) 的性能 [2, 27,51,109,144,212,237]. 此外, 量子度量学还
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在量子信息的众多方向得到应用与发展 [146], 包括量子相位估计 (是很多量子计算算法中的重要环

节) [11, 119,180]、量子传感网络 [198]、量子测温 (quantum thermometry) [61]、量子磁强计 (quantum mag-

netometer)[35,260]、量子测距 (quantum ranging)[127,196,294]、量子光谱学 (quantum spectroscopy)[44, 164]、

量子成像 (quantum imaging) [49, 135,151,170,232,236]、量子陀螺仪 (quantum gyroscope) [79,112]、原子钟

(atomic clock) [42, 72,150] 和生物学 [228] 等. 涉及部分应用的综述可参见文献 [69, 135,192].

要将量子度量学发展成一个全面、成熟的方向, 还有许多实际问题需要解决. 首先, 在根据量子

CR 界给出对未知参数最优测量的方案之前, 还需要完成一系列具体优化问题, 包括系统初态的优化、

动力学过程的优化以及测量方案的优化, 相关总结可参见综述文献 [146]. 其次, 量子度量所需要的量

子态并不总易于在实验室制备, 相关进展可见各类物理系统的综述, 如原子系综 [192]、冷原子 [126] 和

光学系统 [71, 80,81,193] 等. 最后, 噪声/退相干 (decoherence) 是量子度量学走向实际的显著阻碍, 例如,

即使是强度一般的 Markov 噪声也可以将高度纠缠态能达到的 Heisenberg 极限在标度律上退化成标

准量子极限 [83, 128,136]. 虽然含噪系统下的量子度量学已经取得了一定研究成果,但一般性的噪声对精

度极限和最优测量方案等的影响仍然是重要的开放问题, 有待发展研究. 现有研究的相关总结可参见

文献 [71, 82,101,146,192,215,231].

3 量子层析

在过去的几十年中,各种量子技术取得了显著的进步,包括量子计算、量子通信、量子传感和量子

控制等. 在这些应用中,一个基本任务是设计有效的估计和辨识算法,以获取感兴趣的量子系统的完整

信息, 这个过程称为量子层析或量子系统辨识 (quantum system identification) [75, 97]. 图 1 描述了进行

量子层析实验的典型流程, 并进而根据图中未知组件的不同而对应不同的量子层析任务: (i) 量子态层

析 (quantum state tomography), 在测量算子与测量结果已知的场景下, 目标是估计未知的量子态 (常

不显含时间, 可认为感兴趣的是 ρ(T )); (ii) 量子探测器层析 (quantum detector tomography), 利用已

知的量子态和测量结果识别和校准量子测量设备; (iii) 量子过程层析 (quantum process tomography),

基于已知的初态 ρ(0)、测量算子与测量结果, 辨识未知的量子动力学演化过程. 这三类层析任务的具

体定义详见第 3.1–3.3 小节, 并且它们实际上与量子力学的前三条公设有重要联系. 量子力学的第一

条公设是量子系统被密度矩阵 ρ 完全刻画, 而量子态层析就是在重构 ρ. 量子力学的第二条公设是

Schrödinger 方程, 其描述的是封闭的量子系统, 系统演化由 Hamilton 量 H 决定, 此时量子过程层析

退化为辨识 Hamilton量 H. 如果系统与环境还有耦合,可以用一般的量子过程 E 来描述系统动态,量

子过程层析就是在重构 E . 量子力学的第三条公设是测量公设, 用量子探测器来对量子系统进行测量,

探测器在数学上对应一组 POVM {Pi}ni=1, 量子探测器层析就是重构 {Pi}ni=1. 因此, 这三类层析 “是

完全确定一个 (量子测量) 实验所必需的三元组” [152], 表明量子层析是帮助理解、刻画和改良量子技

术的重要工具.

总的来说, 量子层析可以分为两类. 一类是完整层析, 即重构出整个量子态/量子过程/量子探测

器, 这类方法可以保证层析结果的可靠性与普适性, 但是因为要重构所有信息, 会面临指数爆炸的问

题 [97]. 指数爆炸指的是随着量子系统维数的增加,实验所消耗的资源数随量子比特个数增长是指数增

加的, 因此这就限制了对高维量子系统的完整层析. 另外一类是部分层析, 即只重构出量子态/量子过

程/量子探测器的部分信息,这类方法可以减少甚至避免指数爆炸的问题,代价是通常只针对一些特殊

的量子对象有效 [97]. 对于一般的量子对象, 无法保证有效性. 本节将介绍几类层析问题的数学描述和
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常见的完整层析算法, 同时也简要概述一些部分层析算法.

3.1 量子态层析

3.1.1 概述

“层析” 一词来自于经典的断层扫描技术. 在量子科技中, 根据已知的 POVM, 从测量数据中推断

未知量子态 ρ 的过程称为量子态层析 [184,245], 它是完整刻画量子系统状态的基本技术, 对评估量子实

验技术水平和硬件性能至关重要, 有利于推动量子信息技术的发展; 同时精确学习量子态也是研究基

础物理学的关键需求. 因此, 量子态层析获得了广大物理学家的关注.

本文关注的是有限维的量子层析, 如多比特或有限多能级量子系统. 对于连续变量量子系统的层

析方法, 如用于重建光学模式状态的 Wigner 层析, 可参见文献 [154,184].

对于态层析任务,需要完备的测量数据,使得从数据中可以重构出唯一的满足约束的估计态 ρ̂ (参

见文献 [175]). 为此, 通常需要在许多不同的探测器下对 ρ 的多个拷贝进行测量. 一组探测器对应一

个 POVM 集合, 一组或多组探测器整体构成一族完备的测量. 假设有 J 组探测器, 每组探测器有 nj

个 POVM 元素 {Pi,j}
nj

i=1. 则总的测量算符个数为 L =
∑J

j=1 nj , 而且对于 1 6 j 6 J 均有

P1,j + P2,j + · · ·+ Pnj ,j = Id. (3.1)

这是对每组探测器的完备性约束. 为简便起见, 重新定义 {Pl}Ll=1 为 Pi+
∑j−1

q=1 nq
← Pi,j . 例如, 单比特

的 Cube 测量 [66] 为 { I±σx

2 ,
I±σy

2 , I±σz

2 } , 包含的 3 组探测器为 I±σx

2 、
I±σy

2 和 I±σz

2 , 总的测量算符个

数为 L = 6. 现在有若干完备的测量算符 {Pi}Li=1, 根据 Born 定则, 理想的测量概率值是

pi = Tr(Piρ). (3.2)

实验上, 标准的量子态层析过程如下:

• 准备未知量子态 ρ 的 N 个独立、相同的拷贝;

• 分别用 J 组探测器进行测量, 每组消耗 N/J 个拷贝 (为简单起见, 假设拷贝数均分至每组);

• 对于测量算符 Pi, 记录其对应结果被观测到的次数为 mi.

那么 p̂i = mi

N/J 就是 pi 的估计值, 定义 ei , p̂i − pi 为实验上的测量误差. 因为实验上测量是多次测量

取平均值, 所以由中心极限定理可知, 随着 N 的增加, ei 会收敛到均值为 0、方差为 pi−p2
i

N/J 的正态分

布 [199].

量子态层析就是用这些实验测量数据 {p̂i}Li=1 并结合 {Pi}Li=1 的信息来重构出未知的量子态 ρ,一

般可以从最优化的角度建模成优化问题.不同的层析算法可能对优化问题的目标函数的形式有不同的

要求, 求解算法也不尽相同 [60]. 下面介绍 3 类常见的完整量子态层析算法: 凸优化、极大似然估计

(maximum likelihood estimation, MLE) 和最小二乘估计.

3.1.2 凸优化估计方法

量子态层析可以表述为如下凸优化问题:

min

L∑
i=1

[p̂i − Tr(ρPi)]
2

s.t. Tr(ρ) = 1, ρ† = ρ, ρ > 0.

(3.3)

792



中国科学 : 数学 第 54 卷 第 5 期

该凸优化问题可以用很多常见的凸优化工具箱进行求解, 如 CVX [107] 和 YALMIP (yet another LMI

parser) [147] 等. 凸优化的优点是得到的局部最优解也是全局最优的 [33], 而且也满足所有的物理约束,

即估计值 ρ̂ 一定是 Hermite 半正定且迹为 1; 缺点是很难给出解析的误差分析和计算复杂度刻画, 而

且求解过程一般需要迭代求解, 所以实际求解耗时常高于非迭代类算法. (3.3) 的损失函数是基于 L2

范数的, 也可以替换成基于 L1 范数, 其仍然保持为一个凸优化问题. 此处可见凸优化方法的另一个不

足: 求解依赖于损失函数的选择, 不同的损失函数得到的解可能不同, 难以给出不同的损失函数得到

的解的物理含义.

3.1.3 极大似然估计

截至目前, 物理学家最常用的方法可能是极大似然估计, 原因是其给出的态估计值 ρ̂MLE 具备明

显的物理含义: 在所有满足物理约束的估计值 ρ̂ 中, ρ̂MLE 是生成当前测量数据的可能性最大的态. 具

体而言, 注意到似然函数为
∏L

i=1[Tr(ρPi)]
mi , 定义如下对数似然函数 [124,184]:

L(ρ) =
L∑

i=1

p̂i ln Tr(ρPi). (3.4)

则极大似然的估计值为

ρ̂MLE = arg max
ρ

L∑
i=1

p̂i ln Tr(ρPi). (3.5)

文献 [124] 提出了如下的迭代求解算法:

(1) 设定一个满足物理约束的初始值, 如 ρ(0) = I/d. 令 k = 0.

(2) 在第 k 步, 计算

R(k) =
L∑

i=1

p̂iPi

Tr[ρ(k)Pi]
. (3.6)

(3) 在第 k + 1 步, 更新估计值为

ρ(k+1) =
R(k)ρ(k)R(k)

Tr[R(k)ρ(k)R(k)]
. (3.7)

(4) 令 k = k + 1. 重复步骤 (2) 和 (3), 直到误差 ∥ρ(k) − ρ(k−1)∥ 6 ϵ, 其中 ϵ > 0 是预先设定的误

差阈值. 最终给出 ρ̂MLE = ρ(k).

极大似然估计的优点是随着资源量增长可以逼近 CR 下界. 但是类似凸优化, 同样难以解析地分

析误差与计算复杂度.

3.1.4 最小二乘估计

文献 [199]提出了基于最小二乘的量子层析,该算法是解析的,也称为线性回归估计 (linear regres-

sion estimation, LRE) 方法. 假设 {Ωi}d
2−1

i=0 是 d 维 Hilbert 空间的一组正交基, 满足 Tr(Ω†iΩj) = δij ,

Ωi = Ω†i , 其中除了 Ω0 = I/
√
d, 其他矩阵满足 Tr(Ωi) = 0. 则量子态在这组正交基上的展开为

ρ =
I

d
+

d2−1∑
i=1

θiΩi, (3.8)
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其中 θi = Tr(ρΩi) 为实数. 定义实向量 θ , (θ1, . . . , θd2−1)T. 类似地, 测量算符在正交基上的展开为

Pi =
d2−1∑
k=0

ϕikΩk, (3.9)

其中 ϕik = Tr(PiΩk) 为实数. 定义实向量 Φi , (ϕi1, . . . , ϕ
i
d2−1)T. 考虑测量误差 ei, 可以得到线性回归

方程

p̂i = Tr(ρPi) + ei =
1

d
Tr(Pi) + ΦT

i θ + ei. (3.10)

定义 ŷ , [p̂1 − 1
d Tr(P1), . . . , p̂L − 1

d Tr(PL)]T, Φ , [Φ1, . . . ,ΦL]T, e , [e1, . . . , eL]T, 可得完整的线性

方程

ŷ = Φθ + e. (3.11)

(3.11) 的最小二乘解为

θ̂LS = (ΦTΦ)−1ΦTy, (3.12)

并具备以下两个性质:

• θ̂LS 是无偏估计, 即 E(θ̂LS) = θ;

• 均方误差 E(θ̂LS − θ)T(θ̂LS − θ) 为
M

N
Tr[(ΦTΦ)−1ΦTOΦ(ΦTΦ)−1], (3.13)

其中 O = diag(p1 − p21, . . . , pL − p2L).

利用最小二乘解 θ̂LS, 可以得出伪估计态 ρ̃ = I
d +

∑d2−1
i=1 θ̂iΩi. 最小二乘的优点是, 该算法是解析

的, 其计算复杂度是 O(Ld2) [199], 其中 L > d2. 因为 pi − p2i 6 1
4 , 所以还可以给出误差上界

E∥ρ̃− ρ∥2 6 J

4N
Tr(ΦTΦ)−1. (3.14)

估计值 ρ̃ 满足 Tr(ρ̃) = 1 和 ρ̃† = ρ̃, 但可能含有负的特征值, 不满足半正定的约束, 因此被称为伪态,

还需要被校正. 文献 [218] 提出了一种快速校正的算法. 其中的目标是找到一个物理估计 ρ̂ 最小化

∥ρ̂− ρ̃∥. 假设 ρ̃ 的特征分解为

ρ̃ = Ũ diag(λ̃1, . . . , λ̃d)Ũ†,

其中 λ̃1 > · · · > λ̃d 且
∑d

i=1 λ̃i = 1. 文献 [218] 指出, 我们要找到最大的 k, 1 6 k 6 d, 使得

λ̃k +

∑d
i=k+1 λ̃i

k
> 0, λ̃k+1 +

∑d
i=k+2 λ̃i

k + 1
< 0. (3.15)

令

λ̂j =


λ̃j +

d∑
i=k+1

λ̃j
k
, 1 6 j 6 k,

0, k + 1 6 j 6 d,

(3.16)

则最后的估计值为

ρ̂ = Ũ diag(λ̂1, . . . , λ̂d)Ũ†.

该校正算法的计算复杂度为 O(d3) [218], 因此最小二乘估计加上校正算法, 计算复杂度仍然是 O(Ld2).

基于这套组合方案, 文献 [122] 在 4 小时内完整重构了一个 14 量子比特态.
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3.1.5 典型态层析算法总结

本小节从层析精度的角度分析第 3.1.2–3.1.4 小节的几个典型算法并加以总结. 为了衡量估计结

果的精度, 除了均方误差外, 常用的度量还有迹距离 (trace distance)

D(ρ̂, ρ) =
1

2
Tr[

√
(ρ̂− ρ)†(ρ̂− ρ)] (3.17)

和保真度 (fidelity)

F (ρ̂, ρ) = (Tr

√√
ρ̂ρ

√
ρ̂)2, (3.18)

对应的非保真度 (infidelity) 定义为 1− F (ρ̂, ρ). 对完整态层析估计误差, 可以证明, 迹距离、均方误差

和非保真度的最优收敛率均为 O(1/N) [293], N 是所有的拷贝数. 对于以上介绍的 3 种算法, 迹距离和

均方误差对任意的量子态都可以达到最优收敛率 O(1/N). 但是, 如果对于缺秩的量子态采用这些算

法,即 rank(ρ) < d,非保真度的收敛率一般为 O(1/
√
N),则达不到最优的收敛率 O(1/N). 为了达到最

优的收敛率, 文献 [158] 针对单比特系统, 提出了自适应的量子态层析方案, 动态改变测量算符, 从理

论和实验上验证了结论. 随后, 自适应的量子态层析被扩展到两比特 [139,200] 和多能级量子系统 [190].

基于 Bayes的优化, 文献 [129,139]也提出了自适应的层析方案,数值和实验验证可以达到最优收敛率

O(1/N). 总的来说, 目前对于自适应的量子态层析还缺少完整的描述, 即给出达到非保真度最优收敛

率 O(1/N) 的充要条件, 这一方向值得进一步探索.

在态层析的最高精度值方面, 由于涉及量子多参数估计问题 (参见第 2.3 小节), 其中一般情形的

精度估计极限目前尚未解决, 因此态层析的精度极限问题一般也是未解决的状态. 特殊的是, 单量子

比特模型已被完全解决 [99, 115,123,293], 可由 Gill-Massar 不等式 [99] 推导出, 但多比特的一般情形仍然

是开放问题.

3.1.6 高效态层析算法

本小节前述的讨论主要针对完整的量子态层析. 对于一些特殊的量子态, 很多高效的层析算法被

提出和研究.针对低秩的量子态,文献 [92,108]提出了压缩感知 (compressed/compressive sensing)的方

法, 也是基于凸优化来求解. 文献 [85] 基于随机逼近, 提出了自引导量子态层析 (self-guided quantum

tomography), 计算和空间复杂度都远低于完整层析, 实验上也证明了有效性 [56]. 该方法主要针对纯

态, 文献 [202] 利用此方法重构了维数为 20 的量子态, 保真度达到 0.991. 许多常见 Hamilton 量的基

态, 可以用张量网络 (tensor network) 近似地表示, 其未知参数数量与比特数为线性关系, 对这类特殊

的量子态, 文献 [63, 141] 提出了高效的算法, 并分别在理论和实验上验证了算法的有效性. 如果对 ρ

的测量是随机进行的, 并且这些测量满足一个固定的分布, 则之后的测量结果可以被学习到. 基于此,

文献 [1, 13, 125] 提出了阴影层析 (shadow tomography), 只需要 O(logK) 次测量, 就能对 K 个观测量

进行高概率的准确预测, 而且测量次数与系统的维数无关, 是一种非常高效的部分层析算法. 随着机

器学习与神经网络技术的发展, 相关技术如多层神经网络 [155,156,182]、受限 Boltzmann 机 [48, 230]、对

抗神经网络 [4] 等也被应用到量子态层析中.

3.2 量子过程层析

固定演化时长, d 维量子系统的动态演化可以用一个完全正定线性映射 E 来描述, 即如果输入量
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子态 ρin, 则输出量子态为 ρout = E(ρin). 在 Kraus 表象下, 有 (参见文献 [175])

ρout = E(ρin ) =

d2∑
i=1

Aiρ
in A†i , (3.19)

其中 Ai ∈ Cd×d 称为 Kraus 算符, 它们满足

d2∑
i=1

A†iAi 6 Id. (3.20)

取等号时, 称这个量子过程是保迹的, 否则称为非保迹的. 通过选择 Cd×d 的一组完备基 {Ei}d
2

i=1, 可

以将 Ai 在这组基下面展开

Ai =
∑
j

qijEj , (3.21)

则

E(ρin) =

d2∑
j,k=1

Ejρ
inE†kxjk, (3.22)

其中 xjk =
∑

i qijq
∗
ik. 定义矩阵 Q = [qij ] 和 X = [xij ], 则

X = QTQ∗, (3.23)

它被称为量子过程矩阵, 是一个半正定的 Hermite 矩阵. 过程矩阵 X 和 E 是一一对应的, 估计或辨识

E 就是重构 X [175]. 如果将 {Ei} 选为一组标准正交基 {|j⟩⟨k|}16j,k6d, 则约束会变为 Tr1(X) 6 Id, 且

对于保迹的过程, 有 Tr1(X) = Id
[249].

量子过程层析有 3种主流的框架 [168],分别是标准量子过程层析 (standard quantum process tomog-

raphy) [134,175,224,249]、辅助系统协助量子过程层析 (ancilla-assisted quantum process tomography) [9]

和量子动力学直接层析 (direct characterization of quantum dynamics) [166,167,254], 下面主要介绍前两

种框架.

3.2.1 标准量子过程层析

为估计 Hd 上的量子过程, 在标准量子过程层析的框架中, 输入 Hd 上不同的量子态, 然后对对应

的输出态作量子态层析, 利用输入输出量子态的关系, 实现对过程矩阵 X 的估计. 选择一组 Cd×d 的

完备基 {σi}d
2

i=1, 设所有的输入态为 {ρinm }d
2

m=1, 将输出态在这组基上面展开为

ρoutm = E(ρinm) =
d2∑

n=1

αmnσn. (3.24)

定义 βjk
mn 满足

σjρmσ
†
k =

d2∑
n=1

βjk
mnσn. (3.25)
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因为 {σi}d
2

i=1 是线性独立的, 所以有

d2∑
j,k=1

βjk
mnxjk = αmn. (3.26)

因此,为了保证得到唯一的估计值,需要这 d2 个输入态是线性无关的. 定义矩阵 Amn , αmn 以及一个

d4 × d4 的矩阵 B , [B̄T
11, B̄

T
21, . . . , B̄

T
d21, B̄

T
12, B̄

T
22, . . . , B̄

T
d2d2 ]T, 其中 B̄jk , [β11

jk , β
21
jk , . . . , β

d21
jk , β12

jk , β
22
jk ,

. . . , βd2d2

jk ]. 引入向量化函数 vec(·), 将一个矩阵 Am×n = [αij ] 转化为向量

vec(Am×n) =[a11, a21, . . . , am1, a12, . . . , am2, . . . , a1n, . . . , amn]T. (3.27)

考虑所有的输入态, 可以得到完整的方程 [175,249]

Bvec(X) = vec(A). (3.28)

通过对输出态的量子态层析, 可以重构出 Â, 再利用线性方程 (3.28) 并考虑半正定和偏迹的约束, 可

以估计过程矩阵 X̂. 一类数学上很便利的输入态是 {|j⟩⟨k|}16j,k6d, 因为此时矩阵 B 会是一个置换矩

阵 [249]. 但实验上无法直接制备这样的输入态, 因为它们不满足物理限制. 如文献 [175] 所示, 可以通

过线性组合的方式构造这样的输入态. 记 |+⟩ , (|j⟩+ |k⟩)/
√

2和 |−⟩ , (|j⟩+ i|k⟩)/
√

2,则 E(|j⟩⟨k|)为

E(|j⟩⟨k|) =E(|+⟩⟨+|) + iE(|−⟩⟨−|)− 1 + i

2
E(|j⟩⟨j|)− 1 + i

2
E(|k⟩⟨k|). (3.29)

类似于量子态层析,也可以将量子过程层析转化一个凸优化问题.在标准量子过程层析里面, Born

定则可以写作 (参见文献 [194])

pml = Tr[(Pm ⊗ ρ∗l )X], (3.30)

其中, Pm 是第 m个测量算子, ρl 是第 l 个输入态. 因为保迹约束本质上是线性约束,文献 [14]将保迹

的量子过程层析写作如下的凸优化问题:

min

d2∑
m,l=1

|p̂ml − Tr[(Pm ⊗ ρ∗l )X̂]|2

s.t.
d2∑

j,k=1

X̂jkE
†
kEj = I, X̂ = X̂†, X̂ > 0,

(3.31)

其中 p̂ml 是测量数据.

类似地, 也可以用极大似然估计来求解保迹的量子过程层析 [91]. 目的是最大化似然函数

X̂MLE = arg max
X

∑
m,l

p̂ml ln Tr[(Pm ⊗ ρ∗l )X]− Tr[(ΛL ⊗ I)X], (3.32)

其中 ΛL 是 Lagrange 乘子矩阵, 用来满足保迹 Tr1(X) = Id 的约束条件. 文献 [91] 设计了如下的迭代

算法:

(1) 设置一个满足物理条件的初始值, 如 X(0) = I/d. 令 k = 0.

(2) 第 k 步, 计算

K(k) =
∑
m,l

p̂lm
Tr[(Pm ⊗ ρ∗l )X(k)]

Pm ⊗ ρ∗l , (3.33)
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Λ
(k)
L = [Tr2(K(k)X(k)K(k))]1/2. (3.34)

(3) 在 k + 1 步更新

X(k+1) = [(Λ
(k)
L )−1 ⊗ I]K(k)X(k)K(k)[(Λ

(k)
L )−1 ⊗ I]. (3.35)

(4) 令 k = k + 1. 重复步骤 (2) 和 (3), 直到误差 ∥X(k) −X(k−1)∥ 6 ϵ, 其中 ϵ > 0 是预先设定的

误差阈值. 最终给出 X̂MLE = X(k).

文献 [30] 对于特殊的非保迹的过程, 首先没有考虑偏迹约束, 进行极大似然估计求解; 然后将最

大的特征值归一化到 1. 此方法无法扩展到一般的非保迹过程, 因此如何设计满足非保迹的偏迹约束

的极大似然估计值得进一步讨论. 对于保迹的过程, 文献 [134, 224] 分别提出一些高效的迭代算法. 目

前很多文献也讨论了基于神经网络的量子过程层析, 例如, 文献 [34] 提出了基于对抗神经网络的近似

方法来进行量子过程层析,循环神经网络已被应用于从多体量子系统在随机驱动下的非线性响应中学

习其非平衡动力学 [169]. 一些文献也讨论了如何使用自适应的输入态或测量来提高量子层析的精度,

目前主要集中在标准量子层析方案上: 文献 [229] 自适应地选择输入态, 文献 [194, 246] 提出了自适应

选择测量算符. 目前尚缺少对自适应量子过程层析的统一刻画.

3.2.2 辅助系统协助过程层析

在辅助系统协助量子过程层析的框架中, 在原始系统 A 之外添加一个额外的辅助系统 B, 则 A

和 B 整体的输入量子态和输出量子态处在一个更高维的 Hilbert 空间 HA ⊗ HB 中 [9], 如图 2 所示.

为了得到唯一的估计值, 系统维数还需要满足 dA 6 dB
[9], 本文假设 dA = dB = d. 对于 HA ⊗HB 上

任意的一个高维输入态 σin, 考虑其 Schmidt 分解 [176]

σin =
d2∑
i=1

siAi ⊗Bi, (3.36)

其中, si > 0, {Ai}d
2

i=1 和 {Bi}d
2

i=1 分别构成了标准正交基, 即 Tr(AiA
†
j) = δij = Tr(BiB

†
j ). 量子态的

Schimidt 数 Sch(σin) 定义为非零 si 的个数. 为了得到唯一的估计值, 需要 Sch(σin) = d2, 即 si > 0,

∀ 1 6 i 6 d2. 可分的输入态也可能是满足此条件的 [9]. 实际上, HA ⊗HB 上几乎任意的量子态都可以

用于辅助系统协助量子过程层析, 因为 Schimidt 数小于 d2 的量子态集合为零测集 [168].

通过过程 E 后, 输出量子态为

σout = (E ⊗ I)(σin) =
d2∑
i=1

siE(Ai)⊗Bi. (3.37)

图 2 辅助系统协助量子过程层析示意图, 在原始系统 A 之外添加一个额外的辅助系统 B, A 和 B 整体的输入输

出量子态和测量算符处在更高维的 Hilbert 空间 HA ⊗ HB 中
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因为

TrB [(I ⊗B†j )σout] =
d2∑
i=1

siE(Ai) Tr(B†jBi) = sjE(Aj), (3.38)

所以有

E(Aj) =
TrB [(I ⊗B†j )σout]

sj
. (3.39)

因此,通过对输出态 σout 施加完备的测量,可以得到 d2 个线性无关的输入输出关系.从而与标准量子

过程层析类似, 也可以用各种算法估计出量子过程 E 或者量子过程矩阵 X.

一个特殊情形是输入最大纠缠态 (maximally entangled state) |Ψ⟩ =
∑d

j=1 |j⟩ ⊗ |j⟩/
√
d, |Ψ⟩ 在

d = 2时就是 Bell态,在 d = 3时就是 Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ)态. 利用 Choi-Jamio lkowski

同构 [58, 194], 有

ρE = (E ⊗ I)(|Ψ⟩⟨Ψ|) =
1

d

d,d∑
i,j=1

E(|i⟩⟨j|)⊗ |i⟩⟨j|, (3.40)

可以证明量子过程矩阵 X 与 ρE 的关系是

X = dρE . (3.41)

此时重构量子过程等价于重构输出态,这体现了辅助系统协助量子过程层析与量子态层析的紧密联系,

但是也有两点主要的不同之处: 一是物理约束不同,对于量子态是迹为 1,对于过程矩阵是偏迹小于等

于 I; 二是对应的 Born 定则 (3.2) 与 (3.30) 不同, 如果将过程层析看成态层析, 相当于实验上只能使

用直积测量 (product measurement).

文献 [9] 在实验上分别利用 Werner 输入态和最大纠缠态, 验证了辅助系统协助过程层析的有效

性, 其中使用的 Werner 态是可分态. 实验上高维的纠缠态不容易制备, 这限制了辅助系统协助过程层

析在高维量子系统的应用. 在光学实验上, 文献 [210,248] 分别实现了十光子纠缠和十四光子纠缠. 在

此类框架下, 如何进行自适应的过程层析还没有得到充分的讨论, 虽然与自适应态层析有很多相似之

处, 但是并不能将自适应态层析直接推广到过程层析.

3.2.3 Hamilton 量辨识

第 3.2.1 和 3.2.2 小节讨论的是一般的面向开放系统的量子过程层析. 对于封闭系统, 其动态过

程更加简单, 由系统的 Hamilton 量 H 决定, 此时量子态的演化满足 (1.2), 显然是 (3.19) 的一个

特例. 因此, 封闭系统的 Hamilton 量辨识 (Hamiltonian identification), 即通过系统输入输出辨识其

未知的 Hamilton 量, 相当于封闭系统的过程层析, 只不过封闭系统对应的过程矩阵还额外需要满足

rank(X) = 1. 所以也可以用标准量子过程层析或辅助系统协助量子过程层析去估计 X,然后再重构对

应的酉矩阵和 Hamilton 量. 文献 [249] 基于以上的分析, 提出了两阶段优化算法来估计 Hamilton 量,

该算法是解析的, 因此可以得到计算复杂度 O(d6) 及误差上界

E∥Ĥ −H∥ = O

(
d3√
N

)
, (3.42)
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其中 N 是总的输入态拷贝数. 该算法进而在文献 [252] 中被优化至具有 O(d3) 的计算复杂度.

文献 [287] 提出了另外一套基于线性系统理论的 Hamilton 量辨识算法. 利用第 3.1.4 小节定义的

单位正交基 {Ωj}, 可知 {iΩj}d
2−1

j=1 是 Lie 代数 su(d) 的一组正交基, 其中 su(d) 表示所有的 d× d 的反
Hermite 矩阵. 因此这些基满足

[iΩj , iΩl] =
d2−1∑
k=1

DjlkiΩk, (3.43)

其中 Djlk 称为 Lie代数 su(d)结构常数. 对于 Hamilton量 H,假设 Tr(H) = 0,则其可以在 {Ωj}上展
开为

H =

d2−1∑
m=1

hmΩm. (3.44)

定义 xj(t) , Tr[Ωjρ(t)], 则其动态微分方程为

ẋj(t) =
d2−1∑
k=1

( d2−1∑
m=1

Dmjkhm

)
xk(t). (3.45)

定义实向量 x , [x1, . . . , xd2−1]T, 通常称为相干向量 (coherence vector), 则有

ẋ = Acx, (3.46)

其中因为结构常数是反对称的, 所以 Ac = −AT
c 是反对称实矩阵. 将初始态 ρ0 展开为

ρ0 =
1√
d

Ω0 +

d2−1∑
k=1

xk,0Ωk. (3.47)

假设可观测量是 O, 其必须为一个 Hermite 矩阵并满足 Tr(O) = 0, 其在基下的展开为

O =

d2−1∑
k=1

CkΩk. (3.48)

定义实向量 C , [C1, . . . , Cd2−1], 则可观测量的时间轨迹 (time traces) 为 y(t) = Cx(t). 可得整个系统

动态方程或状态空间方程为ẋ(t) = Acx(t), Ac = −AT
c , x(0) = x0,

y(t) = Cx(t).
(3.49)

所有与 Hamilton量有关的参数都在反对称矩阵 Ac 中, 需要根据已知的输入量子态 ρ0 与输出 y(t)辨

识出 Hamilton 量中的未知参数. 对于实际中一些有结构特征的 Hamilton 量, 确定观测量 O 后, 其对

应的系统演化可能只对应 (3.49)的一个子空间,因此利用滤子 (filtration) [211],可以得到一组更低维数

的状态空间方程  ˙̃x(t) = Ãcx(t), Ãc = −ÃT
c ,

y(t) = C̃x̃(t),
(3.50)
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其中 Ãc 和 C̃ 分别是 Ac 和 C 的子矩阵. 例如, 一个 n 比特的一维自旋链 (spin chain), 其 Hamilton

量为 (参见文献 [287])

H =
n∑

k=1

ωk

2
σk
z +

n−1∑
k=1

δk(σk
+σ

k+1
− + σk

−σ
k+1
+ ). (3.51)

如果观测量是第一个量子比特的 σx, 即 ⟨σ1
x(t)⟩, 此时矩阵 Ãc 维数为 2n× 2n, 远低于原系统 Ac 的维

数 2n × 2n.

这类系统辨识问题在传统的控制理论中,有很多算法来实现. 在设计具体的辨识算法之前,首先要

确认利用实验的数据可以唯一确定 Hamilton 量, 即解决 Hamilton 量的可辨识性问题. 基于文献 [287]

的上述建模框架, 文献 [220, 250] 分别利用 Gröbner 基这一工具与经典系统可辨识性判别的相似变换

法, 数值与理论地解决了 Hamilton 量可辨识性的判别问题.

在一般性辨识算法的设计方面, 文献 [287] 采用了 ERA (eigenstate realization algorithm). 该算法

的流程是,首先测量观测量在不同时间点的平均值,例如得到 ⟨σ1
x(t)⟩的时间轨迹,然后利用 ERA算法,

重构出一个满足输入输出关系的最小实现系统. 该系统与实际系统是等价的, 因此具有相同的传递函

数. 利用传递函数相等这一条件, 文献 [287] 将辨识问题转化为多元多项式方程组的求解问题. 该方法

的优点是充分利用了 Hamilton量的先验结构信息,其与量子过程层析不同,无需输入多种量子态和对

输出态作量子态层析,只需要少量的可观测量的轨迹,就可以实现高精度且鲁棒的估计,适用于测量受

限、有 Hamilton量先验结构信息的量子系统,数值仿真 [287] 和实验 [121] 都验证了此算法的高效性与鲁

棒性.

其他 Hamilton 量辨识方法还包括基于 Bayes 优化的方法 [223,257], 这类方法也被称为量子 Hamil-

ton 量学习, 其有效性在许多不同的实验平台和任务上得到了验证, 如 NV (nitrogen-vacancy) 色心
[98, 247]、磁场的量子传感 [130,209] 和量子控制 [279] 等. 许多文献也使用深度学习的方法来进行 Hamil-

ton量学习.文献 [265]利用神经网络从对 Hamilton量基态的测量来重构 Hamilton量. 文献 [57]利用

循环神经网络估计时变的 Hamilton 量. 文献 [12] 利用对热态 ρ = exp(−βH)/Tr[exp(−βH)] 作测量

(测量次数只需要为粒子数的多项式) 来重构空间局域的 Hamilton 量, 其中 β 为逆温度.

实际物理系统往往与环境有耦合, 按照耦合的方式可以分为 Markov 开放量子系统与非 Markov

开放量子系统 [38]. 前者是无记忆效应的开放量子系统, 其动态过程由 Lindblad 主方程决定 [39]:

ρ̇ = −i[H, ρ] +
1

2

d2−1∑
j,k=1

gjk([Ωj , ρΩ†k] + [Ωjρ,Ω
†
k]), (3.52)

其中 G = [gjk] > 0 是退相干矩阵 [6]. 该主方程也可以写成线性系统状态空间的形式 [6, 288]ẋ(t) = Aox(t) + b,

y(t) = Cx(t).
(3.53)

与封闭系统对比, 此时实矩阵 Ao 不再是反对称的, 并且系统增加了实向量 b. 文献 [288] 将 Hamilton

量辨识的框架扩展到 Markov开放量子系统,提出了同时估计 Hamilton量和开放系统参数的算法. 文

献 [269] 提出了梯度算法解决这一同时估计的任务. 其他启发式的算法也在文献 [50,185] 得到了讨论.

对于非 Markov的系统, t+ t′ 时的量子态 ρt+t′ 不仅依赖于 ρt, 也依赖于环境的历史, 因此是有记

忆性的, 此时主方程写为

ρ̇t =

∫ t

0

Kt,s[ρs]ds, (3.54)
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其中 Kt,s 是时间非局域的超算符 (time-nonlocal superoperator) [38,39]. 文献 [255] 在量子处理器上验

证了非 Markov性. 文献 [256]利用张量网络进行了非 Markov的量子过程层析.文献 [264,268,270]利

用梯度算法对环境进行了估计. 文献 [15] 利用循环神经网络对非 Markov 过程进行了建模.

3.3 量子探测器层析

测量在量子科技中几乎无处不在, 是沟通量子物理世界和经典世界的桥梁. 我们使用探测器来获

得实验结果, 探测器由一组测量算符 {Pi}ni=1 确定, 其中每一个 Pi 都是 Hermite 半正定的, 且
∑

i Pi

= I, 每个 Pi 称为一个 POVM 元素. 利用已知的测量算符, 可以实现量子态层析. 类似地, 利用已知的

量子态, 可以实现量子探测器层析.

探测器主要可以分为两类: 非相位敏感探测器 (phase-insensitive detector) 和相位敏感探测器

(phase-sensitive detector). 非相位敏感探测器可以探测光子数而不能测量光子之间的相干性 (coher-

ence),因此数学上其对应的 POVM在光子数基下都是对角矩阵. 相反地,相位敏感的探测器可以获得

光子态间的相干性,对应的 POVM有非对角元,因此重构相位敏感的探测器更加困难.实验上,量子探

测器层析已被应用到光学光子计数 (optical photon-counting) [152,291]和零差检测 (homodyne detection)

的表征中 [106,290].

下面介绍 3 类探测器层析算法: 凸优化、极大似然估计和两阶段算法, 都主要针对的是相位敏感

探测器.

3.3.1 凸优化与极大似然估计方法

准备 M 个不同的量子态 {ρj}Mj=1, 输入到探测器 {Pi}ni=1 后, 得到实验测量值 {p̂ij}n,Mi,j=1, 则可将

探测器层析描述为凸优化问题来求解 [106,152,291]:

min

n,M∑
i,j=1

[p̂ij − Tr(ρjPi)]
2

s.t. Pi > 0, Pi = P †i , ∀ 1 6 i 6 n,
∑
i

Pi = I.

(3.55)

类似于态层析与过程层析, 也可以用极大似然估计来建模与求解. 定义如下的似然函数 [90]:

{P̂MLE
i }ni=1 = arg max

{Pi}

n,M∑
i,j=1

p̂ij ln Tr(ρjPi)−
n∑

i=1

Tr(ΛLPi), (3.56)

其中 ΛL 为 Lagrange 乘子矩阵, 使得完备性约束
∑n

i=1 Pi = I 满足. 文献 [90] 给出如下的迭代算法:

(1) 给定一个符合物理约束的初始值, 如 P
(0)
i = I/n, 1 6 i 6 n. 令 k = 0.

(2) 在第 k 步, 计算

R
(k)
i =

M∑
j=1

p̂ij

Tr[ρjP
(k)
i ]

ρj , (3.57)

更新的 Lagrange 乘子为

Λ
(k)
L =

( n∑
i=1

R
(k)
i P

(k)
i R

(k)
i

)1/2

. (3.58)
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(3) 第 k + 1 步更新估计值为

P
(k+1)
i = (Λ

(k)
L )−1R

(k)
i P

(k)
i R

(k)
i (Λ

(k)
L )−1. (3.59)

(4) 令 k = k + 1. 重复步骤 (2) 和 (3), 直到误差
∑n

i=1 ∥P
(k)
i − P (k−1)

i ∥ 6 ϵ, 其中 ϵ > 0 是预先设

定的误差阈值. 最终输出 {P̂MLE
i }ni=1 = {P (k)

i }ni=1.

3.3.2 两阶段算法

凸优化和极大似然估计都是迭代算法, 难以给出解析的计算复杂度, 因此文献 [253] 提出了两阶

段优化的解析算法. 将第 i 个 POVM元素和第 j 个量子态在第 3.1.4 小节定义的单位正交基 {Ωj} 下
展开为

Pi =

d2∑
a=1

θ(i)a Ωa, ρj =

d2∑
b=1

τ
(j)
b Ωb, (3.60)

其中 θ
(i)
a , Tr(PiΩa)和 τ

(j)
b , Tr(ρjΩb)都是实数. 当将第 j 个量子态输入到探测器时,第 i个 POVM

的测量结果出现的理想概率值为

pij = Tr(Piρj) =
d2∑
a=1

τ (j)a θ(i)a = ΓT
j Θi, (3.61)

其中, Γj , (τ
(j)
1 , τ

(j)
2 , . . . , τ

(j)
d2 )T, Θi , (θ

(i)
1 , θ

(i)
2 , . . . , θ

(i)
d2 )T. 实际的实验结果会存在误差, 假设实际的

测量结果为 p̂ij , 则测量误差为 eij = p̂ij − pij . 由中心极限定理可知, eij 会收敛到均值为 0、方差为

(pij − p2ij)/(N/M) 的 Gauss 分布上, 其中 N 是总的拷贝数. 定义 Θ , (ΘT
1 ,Θ

T
2 , . . . ,Θ

T
n )T 是所有未知

参数组成的向量,输入量子态的参数矩阵为 Γ0 , (Γ1,Γ2, . . . ,ΓM )T, Ŷ , (p̂11, . . . , p̂1M , p̂21, . . . , p̂nM )T,

Γ = In⊗Γ0, e , (e11, . . . , e1M , e21, . . . , e2M , . . . , enM )T, S , (1, 1, . . . , 1)1×n⊗I, Dd2×1 , (
√
d, 0, . . . , 0)T,

则可以得到完整的线性方程

Ŷ = ΓΘ + e, (3.62)

带有一个为了满足完备性条件的线性约束

SΘ = D. (3.63)

文献 [253] 中两阶段算法的第一阶段是求解以上带线性约束的线性方程. 可以给出如下的带线性

约束的最小二乘解析解:

Θ̂CLS = Θ̂LS − (ΓTΓ)−1ST[S(ΓTΓ)−1ST]−1(SΘ̂LS −D), (3.64)

其中 Θ̂LS 是不考虑约束的最小二乘解,

Θ̂LS = (ΓTΓ)−1ΓTŶ . (3.65)

从 Θ̂CLS 提取出 θ̃
(i)
a . 由于第一阶段没有考虑半正定的约束, 因此得到的估计值 Êi =

∑d2

a=1 θ̃
(i)
a Ωa 可

能有负的特征值. 为了满足半正定的约束, 需要对 {Êi}i 进行修正. 假设 Êi 的特征分解为

Êi = Ŵidiag[(K̂i)11, (K̂i)22, . . . , (K̂i)dd]Ŵ †i , (3.66)
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其中 (K̂i)11 > · · · > (K̂i)(d−n̂i)(d−n̂i) > 0 > (K̂i)(d−n̂i+1)(d−n̂i+1) > · · · > (K̂i)dd. 首先将 Êi 分解为

Êi = F̂i − Ĝi, 其中,

F̂i = Ŵidiag[(K̂i)11, (K̂i)22, . . . , (K̂i)(d−n̂i)(d−n̂i), 0, . . . , 0]Ŵ †i > 0, (3.67)

Ĝi = −Ŵidiag[0, . . . , 0, (K̂i)(d−n̂i+1)(d−n̂i+1), (K̂i)(d−n̂i+2)(d−n̂i+2), . . . , (K̂i)dd]Ŵ †i > 0. (3.68)

然后考虑如下分解:

n∑
i=1

F̂i = I +
n∑

i=1

Ĝi = Ĉ2, (3.69)

其中 Ĉ =
√
I +

∑
i Ĝi. 最后得到的估计值为

P̂i = ĈF̂iĈ
−1, 1 6 i 6 n. (3.70)

容易验证
∑n

i=1 P̂i = I 且 P̂i > 0, 1 6 i 6 n. 该两阶段算法是解析的, 文献 [253] 给出总的计算复杂度

为 O(nd2M) 和误差上界

E

( n∑
i=1

∥P̂i − Pi∥2
)

6 (dn+ 2
√
dn+ 1)(n− 1)M

4N
Tr[(ΓT

0 Γ0)−1]. (3.71)

基于此误差上界和考虑系统的鲁棒性, 文献 [262] 进一步提出了最优的量子输入态, 包含 SIC (symme-

tric informationally complete)输入态和 MUB (mutually unbiased bases)输入态. 两阶段算法的缺点是

得到的不一定是最优解, 可能是次优解, 但是与极大似然估计算法相比, 达到相同精度的时间消耗一

般要少很多 [253]. 实验上常使用相干态来作量子探测器层析, 由于实际相干输入态集合的线性独立性

不够理想, 常会导致估计的结果偏差很大. 为了解决这一问题, 正则化被应用到凸优化 [152,291] 和两阶

段算法 [263] 中. 一些文献也研究了自适应的量子探测器层析: 文献 [65] 利用自适应的算法提高了对零

差探测器的估计精度;文献 [262]提出了两步自适应的算法,并证明了算法可以达到最优的非保真度收

敛速率 O(1/N).

3.4 小结与展望

量子态层析、量子探测器层析和量子过程层析是相互关联的, 在量子态层析中, 假设探测器是已

知的; 而在量子探测器层析中, 假设量子态是已知的. 实际上, 量子态和探测器的制备都是存在误差

的. 一方面, 我们总可以利用容易制备的高精度的量子态和探测器来分别作探测器层析和量子态层

析,其中的制备误差与估计误差相比可以忽略.另一方面,为了解决这种相互依赖的关系,自校正 (self-

calibrating) 的量子态层析 [182] 和量子探测器层析算法 [165,282] 被提出, 而量子过程层析是依赖于另外

两种层析的,为了解决这个问题,文献 [163,173]提出了量子门组层析 (gate set tomography),不依赖于

输入态和探测器, 但是得到的估计值可能不唯一. 针对量子层析的其他综述, 还可参见文献 [75, 97].

量子层析与经典参数辨识也有异同之处. 在建模时, 量子层析与传统的传递函数辨识都可以写为

线性方程 ŷ = Φθ + e 的形式, 都可以用最小二乘法求解, 但是物理含义有很大不同. 量子层析中参数

化矩阵 Φ 依赖于测量算符, 但是传统的传递函数辨识中, Φ 可能还依赖于系统的输出. 在传统的系统

辨识中, 系统的噪声通常是未知的, 需要提前估计; 而在量子层析中, 测量噪声是依赖于测量值的, 一

般不需要提前估计, 而且随着拷贝数 N 的增加, 量子层析中的测量噪声方差是 O(1/N) 收敛的, 但是
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传统系统辨识噪声的方差一般假设是不变的. 随着测量次数的增加,传统系统的参数矩阵 Φ维数也会

逐渐增加, 但是量子层析的 Φ 是固定的维数, 因此更适合用最小二乘求解.

总的来说, 量子层析领域还在蓬勃发展, 是推动量子精密测量、量子控制乃至量子信息技术发展

的基础工程. 此领域也还有很多开放问题值得研究, 这里介绍两个有潜力的方向. 量子层析一个核心

的问题是, 如何设计高效的算法、解决指数爆炸的问题. 目前的机器学习和阴影层析证明了设计高效

算法的潜力, 我们还需要设计更加高效的算法以辨识或估计未来的几百、几千甚至更多量子比特的量

子计算机的状态; 另一个方向是设计对所有的层析都适用的自适应层析框架, 并给出框架性能的解析

刻画, 这有助于大幅度提高量子层析的精度以及量子传感的效率.

4 时变参数/信号的估计

对任何系统的信息提取过程都不可避免地要在一定程度上受到系统所处环境的影响.量子系统所

处的环境常常带有时变、随机的特征, 也被称为噪声. 量子滤波研究如何在噪声特性已知的情形给出

对量子系统信息的最优估计. 而当噪声特性未知时, 为了实现对系统的信息提取或最优控制, 通常需

要先估计环境噪声的相关信息, 如噪声的均值和方差等统计量, 尤其是非 Markov 噪声的功率谱密度

(power spectral density, PSD) 函数 (简称为谱函数), 这类工作被称为噪声谱估计.

在这两类工作中, 一个重要的问题是如何处理量子系统的不对易特性. 在量子滤波理论中, 不对

易特性造成量子概率空间无法与经典的概率空间一一对应. 因此, 经典的滤波方法通常无法直接应用

于量子系统. 而在量子噪声谱学中, 量子噪声的引入以及算子的不对易性也使得模型描述与经典情形

不同, 并且问题的维数增加导致估计难度大大增加. 因此现有工作关注如何对量子系统中的估计问题

进行合适的描述和建模, 并在此基础上提出合适的解决方案.

4.1 量子滤波

当量子系统的状态或参数随时间动态变化时, 其估计问题常需用滤波理论解决. 量子滤波理论通

常用当前时刻和之前历史的噪声信号或部分可观测信息对量子系统的状态或参数进行估计.量子滤波

理论对建立基于测量的反馈控制理论有着至关重要的作用 [21,24,59,206,259]. Belavkin [21–24] 较早进行了

量子滤波理论的研究, 在量子非破坏测量框架下利用操作形式主义 (operational formalism) 研究了量

子滤波问题.在物理领域, 20世纪 90年代一些物理学家也独立研究了量子滤波理论,通常称为量子轨

迹理论 (quantum trajectory theory) [45].

量子概率理论经常被用作建立量子滤波理论的一个有力工具. 在量子概率理论中, 可以通过谱定

理在 Hilbert 空间上量子算符的对易子代数和经典 Kolmogorov 概率空间之间建立一个同构的 (iso-

morphic) 等价. 例如, 可以考虑一个 n 维复 Hilbert 空间 H, 在 H 上的任意自伴算符 O 有如下谱

分解:

O =

n∑
j=1

ojPoj , (4.1)

其中, {oj} 是相应的特征值, 正交投影算符 {Poj} 满足 PojPok = δjkPok 和
∑n

j=1 Poj = I. 对任意的

连续函数 f : R → C, 有 f(O) =
∑n

j=1 f(oj)Poj . 因而, 集合 O = {X : X = f(O), f : R → C} 构成一
个 O 生成的对易星代数 (*-algebra). 记 P : O → C 为一个映射满足如下两个关系: (i) 当 X > 0 时,

P(X) > 0; (ii) P(I) = 1. 则总存在一个密度算符 ρ 使得 P(X) = Tr(ρX) 成立. 当 N 是一个 Hilbert
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空间 H 上的对易星代数时, (N ,P) 能被定义成一个量子概率空间 [31]. 类似于经典情形, 一个量子观

测量的优化估计可以通过基于系列连续非破坏量子测量结果的量子条件期望给出.一个量子滤波器可

以用参考概率方法 (reference probability method) 按照 Itô 随机微分方程的形式得出 [31, 94]. 量子滤波

理论已被广泛用于量子光学系统的分析和控制中. 在实际应用中, 不同可观测量的非对易关系必须被

纳入考量, 需要合适地设计对易星代数的结构来满足特定要求.

如图 3所示,考虑一个光学系统,其中场算子 Bt和 B†t 代表环境噪声,可以近似为Wiener过程 [46],

其计算需引入量子 Itô 规则, 如 dBtdB
†
t = dt 和 dB†t dBt = dB(t)dB(t) = dB†t dB

†
t = 0. 目标量子系统

通常为一组原子或者光腔系统, 其系统状态用一组算符 Xt 表示, 其时间演化为 Xt = U†tX0Ut, 其中

U(t)表示系统演化的酉算子. 环境与目标量子系统交互后的输出,用算子 B̃t = U†tBtUt 表示. 使用 Itô

规则, 可以得到系统状态的演化方程

djt(X) = jt(LL,H(X))dt+ jt([L
∗, X])dAt + jt([X,L])dA∗t , X ∈ B, (4.2)

其中, jt(X) 表示 Xt 的真实值, H 是系统 Hamilton 量, L 是作用在目标量子系统的算符, 其表示系统

和环境之间的耦合, 所以一般也称作耦合算子 (coupling operator). L 是量子 Lindblad 算符. 在本例

中, 假设给定测量为零差探测 Yt = B̃t + B̃†t , 其演化方程为

dYt = jt(L+ L∗)dt+ dAt + dA∗t . (4.3)

量子滤波旨在给出以下条件期望:

πt(X) = P(jt(X) | Yt), (4.4)

其中, πt(X) 是对 Xt 的估计, Y 代表测量所张成的对易星子代数 [31]. 因为 Yt 并不是简单的 Wiener

过程, 所以在 P 所代表的测度下, 条件期望的计算比较困难. 通常考虑引入量子 Bayes 公式进行测度

转换, 将此条件期望转换到更简单的测度下进行计算. πt(X) 的递归方程 (recursive equation) 可以由

参考概率方法 [31] 或者条件特征函数方法 (conditional characteristic function method) 得到.

给定以上工具, 图 3 所示系统状态的滤波方程为

dπt(X) = πt(LL,H(X))dt+ (πt(L
†X +XL)− πt(L† + L)πt(X))dWt, (4.5)

其中随机过程 dWt = dYt − πt(L† +L)dt 是 Wiener 过程. 进一步地, 由 πt(X) = Tr(ρtX), 可得如下随

机主方程用来更新对密度算子的估计:

dρt = −i[H, ρt]dt+

(
LρtL

† − 1

2
L†Lρt −

1

2
ρtL
†L

)
dt+ (Lρt + ρtL

† − Tr[(L+ L†)ρt]ρt)dWt. (4.6)

图 3 本图简略刻画了量子滤波基本元素. 算符 Bt 表示环境. 输入信号 Bt 通过与量子系统进行交互后的输出信号

为 B̃t. 经过测量后得到的 Yt 经过量子滤波算法, 给出对于感兴趣的量子状态的估计 πt(X). 区别于图 1, 这里的

测量施加于环境, 而非直接施加于目标量子系统
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针对 Markov过程/Gauss噪声,相应的量子滤波方程对应经典非线性过程中的 Zakai方程 [21–23]. 对于

Gauss噪声的线性系统,其滤波方程形式类似于经典滤波中的 Kalman-Bucy方程 [22, 23,32,45,234,284,285].

而针对非 Gauss的输入,一般通过引入一个辅助系统 (ancilla system/extended system)来描述非 Gauss

的部分 [37, 78,104,105,221,267].

另一个挑战性的问题是设计量子滤波器来同时估计量子随机变量和经典随机变量 [94, 234]. 此类问

题一般的应用包括量子传感和量子容错滤波等. 在此类问题中, 考虑目标量子系统的参数是动态变化

的,遵循经典的 Markov随机过程. 问题的难点在于量子概率空间和经典概率空间的不统一,导致问题

的概率空间描述并不显然. 此时需要针对这个混合量子 -经典系统的概率定义一个增广的概率空间用

来描述量子状态和经典信息的联合分布. 例如, Gao 等 [94] 考虑量子系统的参数向量 R 是一个定义在

经典概率空间 (Ω,F ,P) 上的经典的随机跳变过程. R 是离散取值的且 R ∈ {R1, . . . , Rnr}. 在此基础
上, 他们定义了增广的线性概率空间 ℓ∞(Ω,F ,P)⊗N . 在此概率空间上, 他们定义了有界随机观察量

(bounded random observable) AR = v(R)U†RAUR =
∑nr

k=1 v(Rk)1R=Rk
⊗U†Rk

AURk
, 其中 v(Rk)是标量

方程. 相应的量子 - 经典期望定义为 P̃(x⊗X) = EP{xTr{ρX}} : ℓ∞(Ω,F ,P)⊗N → R. 从而可以定

义量子 - 经典条件期望

P̃(X | Ỹ ) =
∑

P̃(P̃jk )̸=0

P̃(P̃jkX)

P̃(P̃jk)
P̃jk, ∀X ∈ Ỹ ′, (4.7)

其中, P̃jk = 1R=Rk
⊗ U†Rk

PAjURk
, Ỹ ′ 是 Ỹ 的换位 (commutant). 由以上定义并且结合其提出的量子

- 经典 Bayes 公式, 可得到量子 - 经典的容错滤波方程, 以实现对量子系统的容错估计.

类似地, Tsang [234] 考虑量子系统的参数是动态连续的随机过程, 定义了混合经典 - 量子密度算

符 (hybrid classical-quantum density operator) ρ̂t(xt) 来描述混合经典 - 量子联合概率分布, 使得经典

的概率密度为 P (xt) = Tr[ρ̂t(xt)], 量子密度算符为 ρ̂t =
∫
dxtρ̂t(xt). 基于这个增广的概率空间, 他给

出了相应的条件概率的定义. 结合 Wigner 分布, 相应的滤波问题可以在增广的概率空间中进行定义

和求解. 对于线性系统,这类问题最后可以采用经典的线性滤波方法. 对于非线性问题,可以进行线性

化处理 [276,277], 或者采用一些非最优的估计方法. 也有一类方法考虑轮流更新对参数和量子状态的估

计, 即估计当前参数时, 不考虑对量子状态的估计; 而进行量子状态的估计时, 并不同时更新对参数的

估计 [241].

在量子滤波中, t 时刻滤波器的估计是基于 t 时刻前的观测记录. 当不需要实时估计时, 可以建

立量子平滑 (quantum smoothing) 理论来进一步提升估计性能 [54, 93,110,131,157,181,272]. 在量子平滑中,

在 t 时刻之前 (过去记录) 和之后 (将来记录) 的观测记录被同时利用. 已有研究发现, 基于过去和将

来记录的量子平滑估计相比较量子滤波能达到更好的估计性能 [54]. 一个直观的原因是量子平滑用到

了比量子滤波更多的观测信息.由于 t时刻的量子可观测量可能与之后时刻表示系统测量结果的算符

不对易, 直接应用经典平滑理论到量子平滑问题可能导致非物理的估计结果. 因而需要建立系统的量

子平滑理论来满足量子系统中的一些特定需求. 与量子平滑有关的早期工作是弱值 (weak value)的提

出. 对于一个弱测量系统, 其某个时刻的量子态由一个二元组 (ρ,E) 来定义, 其中 ρ 算子由时刻 t 之

前的测量数据得到, 而 E 算子则由 t 时刻之后的测量得到. 在 t 时刻的某个测量算子的测量值由

ϱswv =
Eρ+ ρE

Tr(Eρ+ ρE)
(4.8)

给出, 这个值就是弱值, 即包含了过去和未来的测量信息. 基于弱值的量子平滑工作参见文献 [93, 286]

等. 但是由于某个测量算子的弱值可以取到非其本征值的数, 其物理意义一直饱受争议 [233,235]. 因此
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部分研究者提出新的量子平滑理论, 并且致力于定义一个具有物理意义的密度算符, 此算符由过去及

未来的测量信息得到 [54,55,110]. 在这系列工作中, 研究者考虑一个事实: 大部分的测量都不是完美的,

在测量过程中,由于目标系统与环境之间有一些未被观测到的交互,这类信息对于测量者是未知的. 例

如,对系统进行一个零差探测,测量效率只有 90%,则有 10%的信息未被测量. 令
←→
O 表示所有时刻的

测量,
←−
Ut 表示 t 时刻之前的所有未知测量, 文献 [110] 提出可以用可观测到的测量

←→
O 对未观测到的

测量
←−
Ut 进行平滑估计, 得到 P̃(

←−
Ut |

←→
O ). 然后在 t 时刻的系统状态, 可用已观测到的结果

←−
O 和被估

计出的未观测到的测量结果对系统状态进行滤波估计得到 [54, 55,110]:

ρS(t) = E←−
Ut|
←→
O

[ρ←−
Ot,
←−
U t

(t)], (4.9)

其中 E←−
Ut|
←→
O
表示对被平滑估计出的未知测量

←−
Ut 求平均. 由此, 过去和未来的测量信息都被利用到,

并且估计出的量子态 ρS(t)具有物理意义. 此类工作证明了由量子平滑得到的量子态具有更高的纯度,

并且研究了对于未知量子观测的前期假设 (如对未知测量算子参数的相关假设) 对估计结果的影响.

量子滤波中存在的挑战性的问题之一是连续变量量子系统滤波器的降维,即量子系统维数较大的

情形下, 对量子状态的实时滤波计算成本过高, 此时可将高维数问题进行低维数近似计算 [95,96]. 此外

还有按需量子反馈控制中的量子滤波设计和相干量子滤波/不基于量子测量的滤波等问题 [244]. 对于

复杂量子系统 (如量子网络) 的滤波问题, 可以通过 {S,L,H} 语言对系统的每个模块建模然后进行模
块之间的连接, 如串联和并联等. 在此模型基础上可以套用经典的量子滤波方法 [103]. 而对于量子平

滑, 主要问题在于如何解释将经典平滑理论直接应用于量子系统得到的弱值的物理意义. 目前提出的

不同量子平滑理论有其各自的视角和假设,但并没有一个统一并被广泛接受的量子平滑理论.此外,对

于经典 - 量子混合系统, 即系统中同时存在经典变量和量子变量, 其混合量子平滑滤波也是值得研究

的问题.

4.2 量子噪声谱学

考虑一个感兴趣的量子系统 S, 为了更全面地刻画系统的动力学演化过程, 一类广泛的量子系统

信号估计或量子传感模型从 S 上的 Hamilton 量 H(t) 出发, 有

H(t) = Hint +Hctrl(t) +Hsignal(t), (4.10)

其中, Hint 为系统内部 Hamilton 量, 通常假设为静态本底成分; Hctrl(t) 为人工施加的外部控制场, 其

具体形式取决于物理系统及控制方式; Hsignal(t) 为需要估计的感兴趣的信号 Hamilton 量, 可在一组

合适的算子基 {Hi} 下展开为

Hsignal(t) =
∑
i

βi(t)Hi. (4.11)

部分研究集中于未知信号为确定性信号的情形 [214,261,289], 则常有

βi(t) =
∑
j

βi,j cos(2πfjt+ ϕj), (4.12)

其中 βi,j、fj 和 ϕj 为未知或部分未知的待估计标量信号.估计确定性信号的相关研究可参见文献 [69].

相较而言, 随机信号模型 (即 βi(t) 为未知随机过程, 尤其是非 Markov 过程 [142], 因为 Markov 过程模
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型不足以完全描述或解释当前量子设备展现的动力学特征 [28, 197,255]) 能够带来更丰富的系统与环境

信息以及更广泛的应用, 因此本节主要介绍随机信号的情形.

参数 βi(t) 的随机性主要来自于外部环境 (又称 bath) 的干扰 [116,295] 及系统建模的不精确等因

素 [67, 114],因此其也被称为噪声. 对单比特系统,当 Hi ̸∝ σz 时,相应的随机项会导致系统状态在 |0⟩和
|1⟩ 之间的转移 (Bloch 表象下为状态纬度的变化), 这种量子信息的丢失在核磁共振 (nuclear magnetic

resonance, NMR) 中被称为 T1 过程 [240]; 反之, 当 Hi ∝ σz 时, 相应的随机项引起的是系统两个基准

态的叠加的相位信息而非幅值信息的丢失, 这在 NMR 中被称为 T2/T
∗
2 过程. 相位信息的丢失 (Bloch

表象下为状态经度的变化) 又称为退相位 (dephasing), 因此纯退相位模型即为

Hsignal(t) = β(t)σz. (4.13)

方程 (4.10) 以及利用经典随机过程对其的展开和解释 (如 (4.13)), 统称为半经典 (semi-classical)

模型 [26, 273], 因为其中环境的部分仍然是被经典随机过程而非量子力学模型表示的, 相应的环境/噪声

称为经典环境/噪声. 完整的量子力学模型 [242] 需要从系统 S 和外部环境 E 构成的整体出发, 考虑其

上的 Hamilton 量形如

Hall = HS ⊗ IE + IS ⊗HE +HSE , (4.14)

其中, HS/HE 是系统/环境上的 Hamilton量, HSE 表示系统与环境的相互作用. 通过对环境取偏迹可

以将量子力学模型约化成半经典模型, 但存在一些物理现象只能用前者而非后者解释, 进一步综述可

参见文献 [225]. 本节为了便于读者理解, 主要从半经典模型出发介绍谱函数等概念.

令 ⟨·⟩ 表示随机过程的期望. 若考虑平稳、零均值的 Gauss 过程, 则其统计性质完全由功率谱

密度

S(ω) =

∫ ∞
−∞

e−iωτ ⟨β(t+ τ)β(t)⟩dτ (4.15)

决定. 量子噪声谱学即为通过设计合适的系统初态与控制作用 Hctrl(t) 并对系统进行测量提取信息以

重构出噪声谱 S(ω) 的技术. 根据文献 [177] 中的总结, 其典型流程如下:

(1) 选取一个合适的量子系统作为探测环境信息的探针或传感器 (如果系统退化为经典系统, 则

一般不适合被称为 “量子” 噪声谱学);

(2) 制备探针于一个已知的初始状态;

(3) 令探针在环境噪声及已知的控制序列影响下演化;

(4) 测量一个可观测量 (注意这里一般测量探针系统, 区别于图 3 量子滤波中测量的是环境);

(5) 对不同的初态、受控演化或可观测量重复步骤 (1)–(4), 收集测量数据;

(6) 处理数据以生成对噪声功率谱密度函数的估计结果.

根据所采用的物理原理或信号处理技术的差异, 量子噪声谱学包含一系列具体方法, 下面重点介

绍其中的滤波函数法 (filter function method/formalism).

4.2.1 滤波函数法

20 世纪 50 年代起, 核磁共振领域开始采用控制脉冲 (如自旋回波 (spin/Hahn echo) [111] 等) 消减

量子系统所受到的噪声影响, 以达到抑制退相干 (环境引起的量子系统相干性的流逝) 的效果 [217]. 这

些早期工作在文献 [242,243] 中被以量子信息视角重新梳理与推广, 发展成著名的动态解耦/动力学解
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耦 (dynamical decoupling) 技术以系统性保护量子系统的信息, 并随后启发了基于滤波函数框架的量

子噪声谱学的建立.

本文以单比特退相位模型 (4.13) 为例阐述动态解耦及滤波函数框架. 在最简单的非平凡例子中,

假设内部 Hamilton 量 Hint = 0, 控制作用 Hctrl(t) =
∑n−1

k=1
π
2 δ(t − tk)σy 为一系列施加在 tk 时刻、幅

值为 π 的绕 σy 轴的脉冲, 其中 “幅值” 乘了 2 倍是为了匹配 Bloch 表象下的角度.

设系统初态为 ρ(0) = (I + σy)/2, 在终止时刻 T 测量可观测量 Y . 人们期望的理想情形是环境噪

声对量子系统的影响趋近于 0, 即系统 S 近乎被 “冻结”、⟨Y (T )⟩ 尽可能接近 ⟨Y (0)⟩ = 1. 转移至关于

控制作用 Hctrl(t) 的相互作用绘景下, 则可观测量 Y 不变 (设 n 为奇数, 否则在 T 时刻测量前添加一

个脉冲即可), 系统 Hamilton 量变为所谓 “翻转框架 (toggling frame)” Hamilton 量

HI(t) = y(t)β(t)σz, (4.16)

其中 y(t) 称为切换函数 (switching function), 初始值为 1, 在每个 π 脉冲施加的时刻 y(t) 的值从 +1

(−1) 跳变到 −1 (+1), 如图 4(a) 中的 3 个例子所示.

系统的状态演化服从

ρ(T ) = U(T )ρ(0)U†(T ), (4.17)

其中由于 HI(t) 在不同时刻对易, 所以有 U(T ) = exp[−i
∫ T

0
HI(t)dt]. 可观测量期望值为

⟨Y (T )⟩ = Tr[ρ(T )Y ] = ⟨cosϕ(T )⟩, (4.18)

其中 ϕ(T ) = 2
∫ T

0
y(t)β(t)dt. 应用累积量 [140] (量子版本的推广参见文献 [186]) 展开, 假设噪声是零均

值、平稳 Gauss 的, 则有

⟨Y (T )⟩ = exp

(
− ⟨ϕ(T )2⟩

2

)
. (4.19)

因此, ⟨ϕ(T )2⟩ 越大, ⟨Y (T )⟩ 越接近 0, 量子信息丢失得越多.

不施加控制的情形又称为自由演化 (free evolution, 即 y(t) ≡ 1), 此时 ⟨ϕ(T )2⟩ 在实际系统中一般
随 T 的增加而增大, 即系统演化一定时间后退相干会导致量子信息的丢失. 这可能显著阻碍量子计算

等领域的发展, 因为量子门电路的施行需要消耗一定时间. 然而, 控制脉冲的引入可能减慢退相干进

行的速度,延长系统信息保存的时间. 从时域角度直观地考虑,在 β(t) ≡ β 的极端静态场景,经历偶数

个等间距 π 脉冲后, ϕ(T ) = 0 和噪声的影响被完全消除. 因此, 如果 y(t) 的切换周期远远小于 β(t) 的

时间尺度, 则 ⟨ϕ(T )2⟩ 可以足够小 [243]. 这在频域更加清楚: 令 F (ω, t) ,
∫ t

0
y(s)eiωsds, 则

⟨ϕ(T )2⟩ =
2

π

∫ ∞
0

S(ω)|F (ω, T )|2dω, (4.20)

即 |F (ω, T )|2 的作用类似信号处理中的滤波函数 [26, 68],其与谱函数的重叠积分值越大,退相干越严重.

自由演化对应的滤波函数如图 4(b) 中绿色曲线所示, 可能与谱曲线 (图 4(b) 和 4(c) 中的灰色曲线

为一示例) 有较大的重叠积分值; 而精心设计后的非平凡的 y(t) 对应的滤波函数通过重整曲线形状、

改变峰值位置, 可降低与谱曲线的重叠积分值, 达到抑制退相干的效果, 相应的技术称为动态解耦. 除

了 NMR 领域熟知的解耦序列自旋回波 [111] (图 4(b) 中蓝色曲线) 和 CPMG (Carr-Purcell-Meiboom-

Gill) [47,162] 等以外,新的解耦序列如 CDD (concatenated dynamical decoupling) [132,133] 和 UDD (Uhrig
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dynamical decoupling) [238,239] 等被设计开发并得到深入研究 [273], 并随后发展出更丰富的解耦序列构

造技术 [186,189]. 在解耦序列优化 [183]、脉冲误差影响的降低、序列鲁棒性增强等方面也存在大量研究,

更进一步的综述可参见文献 [225].

滤波函数框架是经典信号处理理论在量子科研领域的一次成功应用,其不仅能够指导解耦脉冲序

列的设计, 而且直观展示了利用动态解耦进行噪声谱估计的几何意义. 假设长度为 L0 的一段基本脉

冲序列被在时间轴接连重复施加了 M 次, 则当 M → ∞ 时其生成的滤波函数 |F (ω,ML0)| 趋向于一
列峰值在 ω = 2πk/L0 (k ∈ N+)、幅值随 ω 增大而衰减的 Dirac δ 函数列 [5, 10,280], 如图 4(c) 中红色曲

线示例,其绘制出了前两个 δ 函数. 定义 ω0 , 2π/L0,则 (4.20)实际给出了对谱函数 S(ω)在谐波频率

kω0 处的采样值加权和, 即为关于 S(kω0) 的线性方程. 通过生成不同的滤波函数改变权重值, 可将单

个方程扩展为线性方程组, 最后利用谱衰减和高频截断等先验信息求解方程组, 即可重构出谱函数在

谐波频率处的值. 鉴于所生成滤波函数的几何形状, 该方法又称为频率梳法 (frequency comb method),

后被进一步推广至非 Gauss 噪声 [178]、多比特 [188] 和多轴 [187] 等场景, 相关进展更详细的综述可见文

献 [226].

此外,为了处理谱泄露与频率混叠等问题,离散长球序列 (discrete prolate spheroidal sequences,又

称 Slepian 序列) 被文献 [177] 引入含乘性噪声的场景以构造频域集中的滤波函数和提高谱估计准确

性. Bayes 推断方法被文献 [86] 系统性地引入以允许使用更广泛形式的先验信息和脉冲序列估计噪

声谱.

4.2.2 其他方法

本小节简要介绍不同于滤波函数框架的量子噪声谱估计方案.

弛豫测量法 (relaxometry) 基于一阶微扰论 (因此需要假设噪声强度足够弱, 即弱耦合 (weak cou-

pling)) 及 Fermi 黄金定则建立了量子比特在不同能级间的跃迁速率与噪声谱函数在对应能级裂距的

图 4 切换函数、滤波函数、噪声谱函数示例
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频率处的值的正比关联,因此对能量弛豫进行测量即可重构出谱函数 [213],进一步综述可参见文献 [69].

信号处理中的周期图法 (periodogram) 也被用于估计噪声谱函数 [25, 208,271], 其典型流程为: 对系

统周期性地重复 Ramsey实验 (含测量),对测量得到的每条二值时间序列进行 Fourier变换,再对所得

到的多条重构谱曲线取平均即得最终估计结果.

自旋噪声谱技术可认为是系综版本的噪声谱技术,其典型方案为利用基于 Faraday旋转的光谱技

术探测原子系综的自旋噪声, 发展丰富, 应用广泛, 相关综述可参见文献 [172,216].

机器学习技术在近些年逐渐被引入量子噪声谱学. 文献 [275] 展示了如何利用机器学习中的工具

估计开放量子系统的动力学, 包括噪声谱等指标; 文献 [160, 258] 展示了神经网络方法 (不考虑其在训

练阶段的可能的资源消耗) 在噪声谱估计方面可以比频率梳法消耗更少的实验资源; 文献 [283] 引入

神经网络、利用随机基准测试 (randomized benchmarking) 生成的数据重构 1/f 噪声谱; 在 NMR 领

域, 深度学习已被应用于解决谱估计问题, 如文献 [3, 137].

从更广泛的角度看, 谱函数仅是噪声的关联函数在频域的表象, 但对非 Markov 噪声的刻画并不

必然总要局限于频域. 文献 [52] 引入框架理论 (frame theory), 建立了一套一般的噪声表示论, 涵盖频

域表象为特例、允许灵活的表象构建以适应控制作用的特点,并被文献 [77]展现了其在非 Gauss噪声

刻画方面的效率优势; 文献 [84, 149, 159] 利用机器学习的工具对开放量子系统的非 Markov 动力学进

行了研究; 如果将噪声关联函数视为研究量子系统非 Markov 演化的一个角度, 则过程张量层析提供

了另一种更一般性的视角和技术 [195,256], 但相应的资源消耗与计算复杂度也更高.

4.2.3 应用与总结

量子噪声谱估计技术已经实现于诸多物理体系,如超导 [43]、离子阱 [138]、金刚烷 [10]、冷原子 [7] 和

NV 色心 [19, 205] 等. 基于噪声谱估计结果, 可以以一定精度预测系统的受控动力学演化结果 [118,219];

进一步的典型应用是, 根据所估计的谱曲线优化控制脉冲, 使得系统的相干时间被尽可能增大以延长

量子信息的存储, 或者极小化噪声对量子门的影响, 如文献 [43,205,251] 等实验所示; 对噪声的刻画还

可能有助于减少其在量子精密测量中的负面影响 [20,138];另外,还可以辅助分析噪声来源 (从而可能潜

在地促进设备材料制造工艺的改善等) [19, 53,171,274]; 以此为理论基础应用于自旋比特系统, 可以完成

多种微尺度、高灵敏度的探测和传感任务, 如在 NMR 领域的应用 [148,222].

总的来说, 量子噪声谱学目前仍在发展阶段. 虽然对多轴和非 Gauss 等更复杂的噪声类型均有研

究, 但尚缺乏整合, 对复杂类型噪声谱的完全解析还远没有实现. 从方法论的角度, 机器学习在噪声谱

估计中的应用在近些年刚刚起步, 其优势仍然需要探索. 要将量子噪声谱学发展成一个成熟的方向或

工具以促进量子系统科学的进步, 还有很多工作等待开展.

5 结论和展望

本文主要介绍了量子系统辨识与参数估计这一方向下的量子度量、量子层析、量子滤波和量子噪

声谱估计 4 个子课题. 该方向下还存在若干其他子课题, 由于尚不足够成熟或者已有相关综述而未能

在本文加以详细介绍, 如非 Hermite 系统的参数估计 [16, 17,161,278,292]、连续观测的量子输入输出系统

(quantum input-output systems) 的辨识与参数估计 [179]、基于弱值的量子度量和量子层析 [266] 等, 疏

漏之处还望读者海涵.
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当前的量子系统辨识与参数估计领域存在若干有待进一步解决的难点. 首先, 量子度量学作为参

数估计精度极限的刻画工具,理应在层析和滤波等具体任务中发挥更基本的作用及建立更密切的联系.

但目前由于多参数估计最优测量的不相容性、实际系统限制条件等因素, 量子度量本身尚存在大量未

解决的开放问题, 间接限制了其他子问题在相关方面的深入发展. 其次, 量子科技的一个长期且普遍

存在的问题即为高复杂度问题,这不仅表现为感兴趣的量子系统的维数常随基本信息单元 (量子比特)

个数的增长而指数增长, 而且表现为不感兴趣的量子系统 (如环境)的干扰或影响易具备复杂特性, 从

而为系统辨识与参数估计带来巨大的负担与障碍.最后,机器学习乃至人工智能目前正在飞速发展,已

经或有望为信息技术的各领域带来改变甚至变革,而其对量子系统辨识与参数估计的影响尚不完全明

晰, 需要深化研究 [76]. 反之, 以上这些难点也将是未来的量子系统辨识与参数估计的重要发展方向.

从更一般的角度看, 辨识与估计的目的不仅是为了深入认识、了解系统, 很多情形下也是为了更

好地调控系统.因此,量子系统辨识与参数估计和具体的量子控制目标的关系不可忽略,前者的进展有

助于后者更顺利、更高性能的达成, 后者中的许多具体需求可能会为前者源源不断地提供新的分析视

角与研究课题. 二者相辅相成, 有望共同促进量子信息科学技术的发展与成熟.
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13 Bădescu C, O’Donnell R. Improved quantum data analysis. In: Proceedings of the 53rd Annual ACM SIGACT

Symposium on Theory of Computing. New York: Association for Computing Machinery, 2021, 1398–1411

14 Baldwin C H, Kalev A, Deutsch I H. Quantum process tomography of unitary and near-unitary maps. Phys Rev A,

2014, 90: 012110

15 Banchi L, Grant E, Rocchetto A, et al. Modelling non-Markovian quantum processes with recurrent neural networks.

New J Phys, 2018, 20: 123030

16 Bao L, Qi B, Dong D. Exponentially enhanced quantum non-Hermitian sensing via optimized coherent drive. Phys

Rev Appl, 2022, 17: 014034

17 Bao L, Qi B, Dong D, et al. Fundamental limits for reciprocal and nonreciprocal non-Hermitian quantum sensing.

Phys Rev A, 2021, 103: 042418

813

https://doi.org/10.1137/18M120275X
https://doi.org/10.1038/nphoton.2013.177
https://doi.org/10.1038/s41598-019-54119-9
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.127.140502
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.83.032303
https://doi.org/10.1088/0953-4075/44/15/154006
https://doi.org/10.1109/TAC.2012.2195830
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.90.193601
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.107.230501
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.104.103602
https://doi.org/10.1038/s41567-021-01232-0
https://doi.org/10.1038/s41567-021-01232-0
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.90.012110
https://doi.org/10.1088/1367-2630/aaf749
https://doi.org/10.1103/PhysRevApplied.17.014034
https://doi.org/10.1103/PhysRevApplied.17.014034
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.103.042418


王元龙等: 量子系统辨识与参数估计

18 Bao L, Qi B, Wang Y, et al. Multi-channel quantum parameter estimation. Sci China Inf Sci, 2022, 65: 200505

19 Bar-Gill N, Pham L M, Belthangady C, et al. Suppression of spin-bath dynamics for improved coherence of multi-

spin-qubit systems. Nat Commun, 2012, 3: 858

20 Beaudoin F, Norris L M, Viola L. Ramsey interferometry in correlated quantum noise environments. Phys Rev A,

2018, 98: 020102

21 Belavkin V P. Quantum stochastic calculus and quantum nonlinear filtering. J Multivariate Anal, 1992, 42: 171–201

22 Belavkin V P. Quantum diffusion, measurement and filtering I. Theory Probab Appl, 1994, 38: 573–585

23 Belavkin V P. Quantum filtering of Markov signals with white quantum noise. In: Quantum Communications and

Measurement. Boston: Springer, 1995, 381–391

24 Belavkin V P. Measurement, filtering and control in quantum open dynamical systems. Rep Math Phys, 1999, 43:

A405–A425

25 Bialczak R C, McDermott R, Ansmann M, et al. 1/f flux noise in Josephson phase qubits. Phys Rev Lett, 2007, 99:

187006

26 Biercuk M J, Doherty A C, Uys H. Dynamical decoupling sequence construction as a filter-design problem. J Phys

B At Mol Opt Phys, 2011, 44: 154002

27 Blair D, Ju L, Zhao C N, et al. Gravitational wave astronomy: The current status. Sci China-Phys Mech Astron,

2015, 58: 120402

28 Blume-Kohout R, Gamble J K, Nielsen E, et al. Demonstration of qubit operations below a rigorous fault tolerance

threshold with gate set tomography. Nat Commun, 2017, 8: 14485

29 Boixo S, Flammia S T, Caves C M, et al. Generalized limits for single-parameter quantum estimation. Phys Rev

Lett, 2007, 98: 090401

30 Bongioanni I, Sansoni L, Sciarrino F, et al. Experimental quantum process tomography of non-trace-preserving maps.

Phys Rev A, 2010, 82: 042307

31 Bouten L, van Handel R, James M R. An introduction to quantum filtering. SIAM J Control Optim, 2007, 46:

2199–2241

32 Bouten L, van Handel R, James M R. A discrete invitation to quantum filtering and feedback control. SIAM Rev,

2009, 51: 239–316

33 Boyd S, Vandenberghe L. Convex Optimization. Cambridge: Cambridge Univ Press, 2004

34 Braccia P, Banchi L, Caruso F. Quantum noise sensing by generating fake noise. Phys Rev Appl, 2022, 17: 024002
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Quantum system identification and parameter estimation

Yuanlong Wang, Shuixin Xiao, Qi Yu & Daoyi Dong

Abstract The rapid development of quantum information poses demands for robust and high-precision control
of quantum systems, while quantum system identification and parameter estimation are fundamentally important
for quantum control. In this paper, we provide a survey on the direction of quantum system identification and
parameter estimation, with emphasis on the four branches including quantum metrology, quantum tomography,
quantum filtering, and quantum noise spectroscopy. The problem formulation, analysis tools, solutions, and
various applications are introduced.
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