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摘要    根据微分几何和齿轮啮合原理, 由针齿及给定的运动, 建立了少齿

差行星传动的啮合方程及齿廓的通用方程; 推导了摆线针轮行星传动的正确

啮合条件、啮合线、重合度和啮合端点的计算公式; 详细研究了针轮与行星

轮为正、负一齿差、二齿差、三齿差等典型少齿差行星传动的共轭啮合理论. 
提出了形成内摆线和外摆线的通用方法—包络法. 同时, 给出了摆线针轮

行星传动的正确啮合条件, 并讨论了啮合线和重合度. 研究结果对于摆线针

轮行星传动的设计, 加工具有重要意义, 并对其他少齿差行星传动的啮合理

论研究具有参考价值. 
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摆线针轮行星传动具有传动比大、结构紧凑、承载能力大和传动效率高等突出的优点, 广

泛应用于机械、矿山、冶金、化工、纺织、国防工业等工业领域. 该传动啮合齿数多, 误差平

均效应显著, 传动精度高, 且没有柔性构件, 扭转刚度高, 近年来在精密传动领域受到了广泛

关注. 此外, 基于摆线针轮行星传动原理的摆线齿轮泵由于啮合过程平稳、脉动小、噪声低,  
也得到了各国的重视.  

摆线针轮行星啮合传动的理论通常描述为: 外摆法和内摆法形成短幅摆线; 短幅摆线和

针齿满足齿廓啮合定律; 连续传动条件 [1,2]. 与渐开线等齿轮共轭啮合传动的理论相比, 该理

论存在以下问题: (ⅰ) 缺乏严密的数学推导, 啮合方程、啮合线等与传动特性密切联系的问题

没有相应的阐述; (ⅱ) 理论不成体系, 如一齿差、多齿差行星传动通常是分别论述 [3], 没有反

应内齿轮齿廓确定为针齿后其共轭齿廓的实质; (ⅲ) 有自相矛盾的结论, 如连续传动条件为

针轮比摆线轮多一齿, 而实际上二齿差、三齿差完全能够正确啮合传动; (ⅳ) 概念不清晰, 对
于正确啮合条件、重合度等未给出明确的定义及计算方法.  

近年来不少学者在摆线齿轮啮合传动理论方面做了有益的工作. 李力行等 [4]推导了综合

考虑移距修形、等距修形及转角修形的摆线轮齿形通用方程式. Litvin等 [5~10]根据齿轮啮合原
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理运动学法推导了摆线齿轮泵、Root’s Blower等的共轭啮合方程、多段共轭齿形包络生成方法

等. Joong-Ho Shin等 [11,12]利用普通平面机构的速度瞬心的三心定理, 通过针齿上啮合点的位置

和坐标变换得到摆线轮的齿廓曲线方程. Lai[13,14]根据曲面单参数的包络方法建立了摆线针轮

传动的啮合方程. 然而, 上述研究局限于建立一齿差摆线针轮传动啮合方程及计算机实现方

法, 未见摆线针轮少齿差行星传动统一理论及关于啮合特性的深入分析. 本文将根据齿轮啮

合原理, 由圆柱针齿及给定的运动, 建立行星轮共轭啮合齿廓的通用方程, 并系统分析摆线针

轮啮合传动的特性.  

1  针齿的共轭齿形 

1.1  坐标系的建立 

图 1 中, 件 1 为针轮, 件 2 为行星轮. 在针轮与行星轮的中心分别建立与之固连的动坐标

系 1 1bO x y 及 2 2gO x y , 在针轮中心建立整体固定坐标系OXY. 在初始位置, X和 x1轴重合, x2轴与

X 轴平行. 针齿中心分布圆半径为 RZ, 针齿的半径为 rZ. 针轮与行星轮的齿数分别为 Zb 和 Zg, 
两轮中心距(输入转臂轴承的偏心距)为 e. 为简化问题的讨论, 采用转臂(曲柄)ObOg固定法. 将
行星轮绕 z2 轴逆时针旋转θa 角, 根据相对运动关系, 针轮将随行星轮绕 z1 轴逆时针旋转θb 角.  

 

图 1  坐标系的建立 

1.2  啮合方程 

针齿齿廓在 1 1bO x y 中的方程为 

 ( )(1)
1 1 1 1 1 1cos sin ,Z Z Zx y r r Rθ θ= + = + +Σ i j i j  (1) 
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式中: θ 为角参量.  
根据齿轮啮合原理的运动学方法, 啮合方程为  

 ( ) (12)
1 1, 0,bφ θ θ = ⋅ =n v  (2) 

其中, 1n 为针齿啮合点处的法线矢量, 在坐标轴 x1 和 y1 上的投影为 

 1 1d d cos ,x Zn y rθ θ= =  1 1d d sin ,y Zn x rθ θ= − =   

(12)
1v 为啮合点处针轮与行星轮的相对运动速度矢量, 

 ( )(12) (1) (2) (2)(1) (1) (2)
1 1 1 1 ,= − = − × + ×v v v eω ω ωΣ   

式中 

 (1) (1) (1)
1 ,= ×ωv Σ  (2) (2) (1) (2)

1 1 ,= × + ×ω ωv eΣ  (1)
1 1,ω=ω k  (2) (2)

2 21 .ω= =ω ω k  

以上各式中 1i , 1j , 1k 分别为坐标轴 1 1 1, ,x y z 的单位矢量.  

将相关表达式代入(2)式, 计算化简后得啮合函数 

 ( ) ( ), cos cos 0,b bφ θ θ λ θ θ θ= + − =  (3) 

其中λ为系数, 且 

 ( )1 .H H
gb Z gbei R iλ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦  (4) 

1.3  行星轮的齿廓方程Σ(2) 

在坐标系 2 2g a aO x y 中, 与针齿齿廓 (1)Σ 相共轭的行星轮齿廓 (2)Σ 由下式确定:  

 
( )

(2) (1)
21 ,

, 0,bφ θ θ

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩

Σ ΣM
 (5) 

式中 21 20 01,=M M M  为从 1 1b b bO x y 到 2 2g a aO x y 的变换矩阵.  

由 1 1b b bO x y 到 OXY 的变换矩阵为 

 01

cos sin 0
sin cos 0 .

0 0 1

b b

b b

θ θ
θ θ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M  (6) 

由 OXY 到 2 2g a aO x y 的变换矩阵为  

 20

cos sin sin
sin cos cos .

0 0 1

a a a

a a a

e
e

θ θ θ
θ θ θ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M  (7) 

令 a b bθ θ ϕ′− = , 由 ,H
gb a b b gi Z Zθ θ= =  可得 

 ( ) , ( )a b b b g b g b b gZ Z Z Z Z Zθ ϕ θ ϕ′ ′= − = − , 

于是 
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( )
( )21

cos sin sin

sin cos cos .

0 0 1

b b b b b g

b b b b b g

e Z Z Z

e Z Z Z

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

⎡ ⎤⎡ ⎤′ ′ ′− −⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤′ ′ ′= − − −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M  (8) 

根据三角函数公式解啮合函数(3), 有 

 
( ) 2

2

sin cos 1 1 2 cos ,

cos sin 1 2 cos .

b b

b b

θ λ θ λ λ θ

θ λ θ λ λ θ

= ± − + −

= ± + −
 (9) 

将(1), (8), (9)式带入(5)式得到行星轮的齿廓方程 (2)Σ 的一般表达式 

 
( )
( )

2

2

sin sin cos ,

cos cos sin .

Z b b b b g Z

Z b b b b g Z

x R e Z Z Z r

y R e Z Z Z r

ϕ ϕ β

ϕ ϕ β

⎧ ⎡ ⎤′ ′= − − +⎪ ⎣ ⎦
⎨

⎡ ⎤′ ′= − − −⎪ ⎣ ⎦⎩

 (10) 

其中  

 
( ){ } ( )

( ){ } ( )

2

2

cos sin sin 1 2 cos ,

sin cos cos 1 2 cos .

b b b g b g b b g

b b b g b g b b g

Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z

β λ ϕ ϕ λ λ ϕ

β λ ϕ ϕ λ λ ϕ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′= ± − − + − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′= ± − − + + − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (11) 

1.4  短幅摆线形成的包络法 

由方程(10)可看出, 前述方法推导出的齿廓曲线方程与短幅外摆线等距曲线的方程形式

上接近, 现引入当量齿轮的概念, 令当量摆线轮的齿数 ( )d g b gZ Z Z Z= − , 与其啮合的当量针

轮齿数为 ( )( )H H
e gb d gb g b g b b gZ i Z i Z Z Z Z Z Z= = − = − . 定义当量摆线轮的变幅系数 1 ,K λ=  由

(4)式得 

 1( 1) ( ) ,H H
gb z gb b z b g e z b z e zei R i eZ R Z Z eZ R r R e Z R Kλ ′ ′= − = − = = = =  (12) 

式中 e′ 为当量摆线轮的短幅摆线的偏心距, br′ 为针轮的节圆半径, 因此有 

 
( )
( )

2

2

sin sin cos ,

cos cos sin .
Z b e b Z

Z b e b Z

x R e Z r

y R e Z r

ϕ ϕ β

ϕ ϕ β

′ ′⎧ = − +⎪
⎨

′ ′= − −⎪⎩
 (13) 

式中 

 
( ) ( )

( ) ( )

2
1 1 1

2
1 1 1

cos sin sin 1 2 cos ,

sin cos cos 1 2 cos .

e b b d b

e b b d b

K Z K K Z

K Z K K Z

β ϕ ϕ ϕ

β ϕ ϕ ϕ

′ ′ ′⎡ ⎤= ± − + −⎣ ⎦

′ ′ ′⎡ ⎤= ± − + + −⎣ ⎦

 (14) 

(13)式与普通短幅摆线等距曲线的方程相同, 由此可知前述方法推导出的行星轮齿廓是

短幅摆线的等距线. 当 0Zr = 时, 将得到理论短幅摆线; 当针轮齿数大于摆线轮齿数时, (14)式

等号右边取“正”, 短幅摆线向内等距, 获得短幅外摆线的等距线, 形成普通的针齿摆线行星传

动; 当针轮齿数小于摆线轮齿数时, (14)式等号右边取“负”, 短幅摆线向外等距, 获得短幅内摆
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线的等距线, 可形成内摆线针轮行星传动.  
上述通过推导与针齿共轭啮合的曲线获得短幅摆线方程的方法, 我们称之为短幅摆线形

成的包络法. 无论短幅外摆线或短幅内摆线, 只要给针齿施加相应运动, 都能通过包络法得到, 
因此包络法是一种形成短幅摆线的通用方法.  

2  摆线针轮行星传动中若干性质分析 

2.1  正确啮合条件 

由上节针齿的共轭齿形的推导过程及(12)式可以得到如下结论: 对于给定的针轮及中心

距, 一个摆线轮与之正确啮合的必要条件为: e e′= , 即针轮与摆线轮的中心距必须等于短幅

摆线的偏心距. 事实上, 该条件也是摆线针轮正确啮合的充分条件.  
针轮节圆的齿距为 2πtb b ep r Z′= , 且由于 1 b ZK r R′= , 所以 

12π 2π .tb b e z ep r Z K R Z′= =  

摆线轮节圆的齿距为 12π 2π 2πtg z ep e e K R Z′= = = , 因此 ,tg tbp p=  即摆线轮与针轮在

节圆上的齿距相等, 摆线轮与针轮可实现正确连续啮合.  
当 1b gZ Z− = 时, 2π 2π( ) 2π / 1b b tb g gZ r p r e e r e′= = + = + , 显然, /gr e 为整数, 摆线轮齿

廓为连续完整的曲线. 由(12)式, 容易得到 

 1 1 ( ) .z e z b g be K R Z K R Z Z Z= = −  (15) 

根据以上论述, 我们将少齿差摆线针轮传动中基本几何参数之间的关系式列表如下:  

表 1  基本几何参数关系式 

名称 符号 计算公式 

短幅系数 K1 K1 1 ( )
b b

Z Z b g

r eZK
R R Z Z

′
= =

−
 

针轮节圆半径 br′  1
b

b Z
b g

eZr K R
Z Z

′ = =
−

 

摆线轮节圆半径 gr′  1
g g g

g b Z
b b g b

Z eZ Z
r r K R

Z Z Z Z
′ ′= = = ⋅

−
 

偏心距 e 
( )1 Z b g

b g
b

K R Z Z
e r r

Z
−

= − =  

外啮合形成法的滚圆半径 r 
( )

1

Z b g

b

R Z Zer
K Z

−
= =  

 

2.2  摆线轮齿廓方程中参数 bϕ′的取值范围 

为了保证正反转传动特性的一致, 摆线行星轮的左右齿廓应具有对称性. 摆线轮一个轮

齿的对称中轴与摆线齿廓起始线的夹角大小 0 π/ gZϕ = , 令对称中轴的直线方程为 y kx= , 其

斜率 0 0tan(π / 2 ) ctank ϕ ϕ= − = ,  所以 ctan(π / ).gy x Z=   
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将(10)式代入对称中轴的直线方程, 得 

 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

1

2
1 1

1

2
1 1

cos cos
cos cos

1 2 cos

sin sin

sin sin                    

1 2 cos

b b b g b
Z b b b b g Z

g b b g

Z b b b b g

b b b g b
Z

g b b g

K Z Z Z
R e Z Z Z r

K K Z Z Z

R e Z Z Z

K Z Z Z
r

K K Z Z Z

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

⎧ ⎫⎡ ⎤′ ′− − +⎪ ⎪⎣ ⎦⎡ ⎤′ ′− − − ±⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎡ ⎤⎪ ⎪′+ − −⎣ ⎦⎩ ⎭
⎧ ⎡ ⎤′ ′− − ±⎣ ⎦⎪

⎡ ⎤′ ′− −= ⎨ ⎣ ⎦
⎡ ⎤′+ − −⎣ ⎦

ctan(π / ).gZ

⎫
⎪

⎪ ⎪⋅⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎩ ⎭

 (16) 

用数值计算方法可解得上式中与对称中轴及摆线轮齿廓的交点(即摆线轮齿顶)相对应的

bϕ′ , 令其为 maxϕ , 只需在摆线轮齿廓曲线方程式中取 max[0, ]bϕ ϕ′ ∈ , 即可作出摆线轮一个轮齿

一侧的齿廓曲线, 再根据齿廓曲线的对称性, 得到摆线轮左右齿廓曲线. 需要指出的是, 当针

轮和摆线轮为一齿差时, 摆线轮齿廓为连续完整的变幅摆线; 当针轮和摆线轮为二齿差及其

他齿差数时, 摆线轮的齿廓仅为变幅摆线的一段, 考虑到齿顶不能为尖点, 实际的 maxϕ 应根

据齿顶圆确定.  

2.3  摆线针轮行星传动的两次接触 

将啮合函数 ( ) ( )1, cos cos 0b bKφ θ θ θ θ θ= + − = 进行变换得针齿转角函数 

 ( )1 1arctan cos 1 sin ,    π( 0,1,2, ).b b bK K n nθ θ θ θ⎡ ⎤= − ≠ =⎣ ⎦ "  (17) 

针齿转角函数的一阶导数为 

 ( ) ( )2 2
1 1 1 1d d cos 2 cos 1 ,b b bK K K Kθ θ θ θ= − + − +  (18) 

二阶导数为 

 ( ) ( )22 2 2 2
1 1 1 1d d sin 1 2 cos 1 .b b bK K K Kθ θ θ θ= − − +  (19) 

取短幅系数 1 0.75K = , 作出(17)~(19)式的函数图像如图 2~4 所示.  

     

图 2  针齿转角函数图形 图 3  针齿转角函数的一阶导数图形 
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图 4  针齿转角函数的二阶导数图形 
 

结合图 2~4 可知, 针齿转角函数以 2π为周期, 且函数关于 π点对称. 当 ( )0,πbθ ∈ 时, 

( ) 0bf θ′′ ≺ , 原函数图像上凸, 当 ( )π, 2πbθ ∈ 时, ( ) 0bf θ′′ ; , 原函数图像下凹, 原函数分别在

( ) 0bf θ′ = 时(即 A 和 B 点)取得极值 maxθ . maxθ 为针齿的啮合端点, 即针齿转过的最大角度, 

说明针齿上只有一部分齿廓参与啮合传动. 因为θ 的极值点对应于其一阶导数 ( ) 0bf θ′ = 的点, 

所以摆线针轮行星传动的针齿啮合端点由以下方程组确定:  

( )

( ) ( )
max 1 1

2 2
1 1 1 1

arctan cos 1 sin ,

cos 1 2 cos 0.

b b

b b

K K

K K K K

θ θ θ

θ θ

⎧ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦⎪
⎨

− + + − =⎪⎩
 

解该方程组得 

 ( )2 2
max 1 1arctan 1 .K Kθ = − −  (20) 

由图  2 可得, 当 ( )0,πbθ ∈ 或 ( )π, 2πbθ ∈ 时, 只要 maxθ θ≠ , 取任一θ值, 均有两个不同的 bθ

值与其对应, 即针齿齿廓上一点在传动过程中将分别与摆线轮齿廓上的两点(凹、凸齿)产生接

触. 由于针齿只有一部分齿廓参与啮合, 所以针齿始终重复着由啮合端点 0° 转至 maxθ , 再反

向转回 0° 的运动, 在两零点处, 针齿上的这点分别与摆线轮的凸、凹齿接触, 此过程表明摆线

针轮传动过程中针齿存在两次接触现象 [15].  

2.4  啮合线方程 

2.4.1  坐标系 OXY 中的啮合线方程 

摆线针轮共轭啮合副在坐标系 OXY 中的啮合线方程由下式确定:  

 
( )

(1)
01 ,

, 0.bφ θ θ

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩

Σ ΣM
 (21) 

将(1), (6)和(9)式代入上式可得 

 
( )

( )
sin cos ,

cos sin ,

Z g b b g Z

Z g b b g Z

x R Z Z Z r

y R Z Z Z r

ϕ δ

ϕ δ

⎧ ⎡ ⎤′= − − +⎪ ⎣ ⎦
⎨

⎡ ⎤′= − +⎪ ⎣ ⎦⎩

 (22) 



 
 
 
 
 

中国科学 E 辑: 技术科学   2008 年 第 38 卷 第 1 期 
 

 

155 

其中,  

 
( )

( ){ }
( )

2
1 1

1

2
1 1

sin /( )
cos ,

1 2 cos

cos
sin .

1 2 cos

g b b g

g b b g

g b b g

g b b g

Z Z Z

K K Z Z Z

K Z Z Z

K K Z Z Z

ϕ
δ

ϕ

ϕ
δ

ϕ

⎡ ⎤′± −⎣ ⎦=
⎡ ⎤′+ − −⎣ ⎦

⎡ ⎤′± − −⎣ ⎦=
⎡ ⎤′+ − −⎣ ⎦

  (23) 

当 0Zr = 时, 啮合线方程简化为圆的方程.  

2.4.2  坐标系 Obx1y1中的啮合线方程 

摆线针轮共轭啮合副在坐标系 1 1bO x y 中的啮合线, 就是针齿上满足啮合函数的点的集合, 

因此联立针齿齿廓方程及啮合函数即可得到所求啮合线的方程 

 1

1

cos ,
sin ,

Z

Z Z

x r
y r R

θ
θ

=⎧
⎨ = +⎩

 (24) 

其中 

 

( ){ }
( )

( )
( )

1

2
1 1

1

2
1 1

cos 1
sin ,

1 2 cos

sin
cos .

1 2 cos

g b b g

g b b g

g b b g

g b b g

K Z Z Z

K K Z Z Z

K Z Z Z

K K Z Z Z

ϕ
θ

ϕ

ϕ
θ

ϕ

⎡ ⎤′± − −⎣ ⎦=
⎡ ⎤′+ − −⎣ ⎦

⎡ ⎤′± −⎣ ⎦=
⎡ ⎤′+ − −⎣ ⎦

 (25) 

(23)和(25)式等号右边正、负号的选用方法与(14)式相同. 显然, 该啮合线就是针齿齿廓的一部

分.  

2.5  重合度 

根据齿轮啮合原理中重合度的概念, 摆线针轮行星传动的重合度可定义为: 摆线轮齿单

侧齿面从齿根到齿顶( max[0, ]bϕ ϕ′ ∈ )的啮合过程中, 同时参与啮合的齿数. 由于摆线针轮行星

传动的啮合线为曲线, 计算较困难, 我们将依据啮合线所对应的转角计算其重合度为.  

 / ,b Aε θ=  (26) 

式中 ( )max ,b g b gZ Z Zθ ϕ= −  为啮合线所对应的针轮的转角, maxϕ 由(16)式确定; 2π ,bA Z=  

为针轮相邻针齿之间的夹角, 因此重合度计算式为 

 ( )max 2π .b b g b gA Z Z Z Zε θ ϕ= = −  (27) 

当针轮与摆线轮为一齿差时, 由于 max π ,gZϕ =  因此重合度为 2.b bA Zε θ= =   

当针轮与摆线轮为二齿差时, 由(16)式解得 maxϕ , 将其代入 max 4πb gZ Zε ϕ= 计算即可. 

三齿差的重合度计算方法与二齿差相同, 其计算式为 max 6π .b gZ Zε ϕ=   
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3  典型摆线针轮少齿差行星传动共轭啮合理论 

3.1  一齿差摆线针轮行星传动 

3.1.1  摆线轮的齿廓曲线方程 

令(10)和(11)式中的 1b gZ Z− = 即可得到一齿差摆线轮的齿廓曲线方程 

 [ ]2
max

2

sin sin cos ,
 0, ,

cos cos ' sin ,
Z b b b Z

b
Z b b b Z

x R e Z r
y R e Z r

ϕ ϕ β
ϕ ϕ

ϕ ϕ β
′ ′= − +⎧

′ ∈⎨ ′= − −⎩
 (28) 

其中 

 1 1
2 2
1 1 1 1

sin sin cos cos
cos ,   sin .

1 2 cos 1 2 cos
b b b b b b

g b g b

K Z K Z

K K Z K K Z

ϕ ϕ ϕ ϕ
β β

ϕ ϕ

′ ′ ′ ′− − +
= =

′ ′+ − + −
 (29) 

取 11,  90,  7,  4g Z ZZ R r e= = = = 代入(16)式解出 max 16.36ϕ = ° , 将 [ ]0,16.36bϕ′ ∈ ° 代入(28)

和(29)式, 并由摆线齿廓曲线的周期性可作出如图 5 所示的一齿差摆线轮齿廓曲线图及图 6 所

示的一齿差摆线针轮行星传动啮合简图.  

     
 
图 5  一齿差摆线轮齿廓曲线            图 6  一齿差摆线针轮行星传动啮合图 
 

3.1.2  啮合线方程 

令(22)和(23)式中的 1b gZ Z− = , 得到坐标系 OXY 中的啮合线方程 

 [ ]max

sin cos ,
   0, ,

cos sin ,
Z g b Z

b
Z g b Z

x R Z r

y R Z r

ϕ δ
ϕ ϕ

ϕ δ

′= − +⎧⎪ ′ ∈⎨ ′= +⎪⎩
 (30) 

其中 

 1

2 2
1 1 1 1

sin cos
cos ,    sin .

1 2 cos 1 2 cos

g b g b

g b g b

Z K Z

K K Z K K Z

ϕ ϕ
δ δ

ϕ ϕ

′ ′−
= =

′ ′+ − + −
 (31) 
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令(24)和(25)式中的 1,b gZ Z− =  得到坐标系 1 1bO x y 中的啮合线方程 

 1

1

cos ,
sin ,

Z

Z Z

x r
y r R

θ
θ

=⎧
⎨ = +⎩

 (32) 

其中 

 

[ ]

1

2
1 1

1
max2

1 1

cos 1
sin ,   

1 2 cos

sin
cos ,   0, .

1 2 cos

g b

g b

g b
b

g b

K Z

K K Z

K Z

K K Z

ϕ
θ

ϕ

ϕ
θ ϕ ϕ

ϕ

′ −
=

′+ −

′
′= ∈

′+ −

 (33) 

取与 3.1.1 节相同的参数作图, 得到如图 7 和 8 所示的坐标系OXY 及 1 1bO x y 中的啮合线图

形. 图 8 中的粗实线表示作出的啮合线, 由该图可知, 针齿上仅有一部分齿廓参与啮合, 其滚

动的最大角度 maxθ 可以通过解(20)式求得.  

            
 

图 7  坐标系 OXY 中的啮合线图形           图 8  坐标系 Obx1y1 中的啮合线图形 

3.2  二齿差摆线针轮行星传动 

与求一齿差摆线轮齿廓曲线及啮合线方程的方法相同, 对于二齿差摆线针轮行星传动, 
只需将统一表达式中的齿差数项取 2 即可. 需要注意的是, 任何齿差数的摆线轮齿廓曲线及啮

合线方程都需根据(16)式确定的 maxϕ 对其进行限制, 与一齿差表示相同, 在此不再赘述, 只取

一例作啮合简图及啮合线图形.  
取 90,  7,  4,  22Z Z gR r e Z= = = = 代入(16)式解出 max 8.77ϕ = ° , 可作出如图 9所示的二齿差
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摆线针轮行星传动啮合简图及图 10 所示的在坐标系OXY 中的啮合线图形, 且由(27)式可计算

出其重合度为 6.43. 由(20)式可知少齿差摆线针轮行星传动的针齿都具有仅一部分齿廓参与啮

合的性质, 其啮合线方程在坐标系 1 1bO x y 中的图形与图 8 类似. 

   
 

图 9  二齿差摆线针轮行星传动啮合图             图 10  坐标系 OXY 中的啮合线图形 

3.3  三齿差摆线针轮行星传动 

求摆线轮齿廓曲线方程及啮合线方程的

方法与一、二齿差相同. 取一例作其啮合简图

及坐标系 OXY 中的啮合线图形.   
取 90,  7,  4,  33Z Z gR r e Z= = = = 代入 (16)

式解出 max 5.22 ,ϕ = °  可作出如图  11 所示的三

齿差摆线针轮行星传动啮合简图及图  12 所示

的在坐标系OXY 中的啮合线图形, 并由(27)式
可得其重合度为 5.74 . 

3.4  负一齿差摆线针轮行星传动 

令(10)和(11)式中的 1,b gZ Z− = −  且由于

负齿差摆线轮齿廓曲线是其理论曲线的外等距

线, 因此(11)式等号右取“负”即可得到负一齿

差摆线轮的齿廓曲线方程.  
取 120,  10,  5,  16Z Z gR r e Z= = = = 代入(16)式解出 max 11.25 ,ϕ = °  可作出如图  13 所示的负

一齿差摆线轮齿廓曲线, 图 14 所示的啮合简图及图 15 和 16 所示的不同坐标系中的啮合线图形.  

 
 

图 11  三齿差摆线针轮行星传动啮合图 
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图 16 中, 粗实线部分表示作出的啮合线. 
由上两啮合线图形可看出, 负齿差摆线轮与正

齿差摆线轮不同, 它的实际齿廓是其理论齿廓

曲线的外等距线, 同样的, 针齿上也只有一部

分参与啮合.  
上述啮合理论研究揭示了摆线针轮传动

共轭啮合的实质, 其结果对于该类传动特别是

二齿或多齿差摆线针轮传动的几何参数设计

计算、多齿差啮合特性分析、受力计算以及摆

线轮的加工等具有重要的意义. 
 

           
 

图 13  负一齿差摆线轮齿廓曲线           图 14  负一齿差摆线针轮行星传动啮合图 

        
 

图 15  坐标系 OXY 中的啮合线图形           图 16  坐标系 Obx1y1 中的啮合线图形 

 
图 12  坐标系 OXY 中的啮合线图形 
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4  结论 
(ⅰ) 根据齿轮啮合原理的运动学方法, 由针齿齿廓及给定运动建立了适用于一齿差及多

齿差的摆线针轮行星传动的啮合函数, 并得到了摆线轮齿廓的统一方程, 给出了齿廓方程参

数的确定方法.  
(ⅱ) 由摆线轮齿廓的统一方程, 取不同参数可分别得到理论摆线、短幅外摆线、短幅内

摆线, 从而提出了形成摆线的通用方法—包络法. 
(ⅲ) 摆线针轮行星传动的针齿齿廓存在两次接触现象, 其啮合的端点仅与变幅系数有关, 

且随变幅系数的增大针齿的接触弧长增加; 摆线针轮行星传动正确啮合的充要条件为针轮与 
摆线轮的中心距等于短幅摆线的偏心距; 摆线针轮行星传动的重合度可通过啮合线所对应的

针轮转角与相邻针齿夹角的比值进行计算, 一齿差摆线针轮行星传动的重合度为针齿的一半, 
多齿差的重合度与变幅系数、针齿半径等参数相关.  

(ⅳ) 本文所建立的理论对于少齿差摆线针轮行星传动的设计、加工以及其他少齿差行星

传动的共轭啮合理论的研究具有参考价值. 
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