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微分几何中的几类曲率流的分析与应用
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摘要:几何流是微分几何与几何分析研究的重要研究对象,同时几何流的研究在微分拓扑、泛函分析、偏微分方程、广
义相对论等领域有诸多应用.本文对厦门大学几何分析研究团队近十年在几何流方面的研究进行综述,主要包括完备

非紧Ricci流的存在性问题、斜平均曲率流的存在性问题、超曲面的曲率流与几何不等式等3个方面的研究成果及进一

步的公开问题.
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  几何流也称几何发展方程,描述物质随着时

间变化的演化方程.通常演化的速度是由几何量

给出.按照几何量的属性,几何流可以分为内蕴几

何流与外蕴几何流.按照方程的属性,几何流可以

分为抛物型几何流、双曲型几何流和Schrödinger
型几何流.内蕴几何流以Ricci流为代表,外蕴几何

流以平均曲率流为代表,它们均是抛物型几何流.
双曲型几何流以广义相对论中的Einstein场方程为

代表,Schrödinger型 几 何 流 以 斜 平 均 曲 率 流 为

代表.
几何流从20世纪60年代开始得到了很好的发展

并成为微分几何与几何分析领域的重要研究对象,同
时几何流的研究对其他领域,如微分拓扑、泛函分析、偏
微分方程、广义相对论等具有推动作用.一个重要的例

子是拓扑学中的Poincare猜想,是由Perelman通过

Hamilton提出的Ricci流解决的.
本文主要对厦门大学几何分析研究团队近十年

在几何流方面的研究进行综述.限于篇幅,在此仅包

括部分具有代表性的工作,主要包括完备非紧Ricci
流的存在性问题、斜平均曲率流的存在性问题、超曲

面的曲率流与几何不等式等3个方面的研究成果以

及一些未来研究的展望.

1 完备非紧Ricci流的存在性问题

Hamilton在上世纪80年代初提出了Ricci流[1],
即以下初值问题:
∂tg(t)=-2Ric(g(t)),g(0)=g0, (1)

这里g(t)是流形上的以t∈[0,T]为参数的一族黎曼

度量,Ric(g)是g的Ricci曲率张量.式(1)是关于黎

曼度量的一个抛物型偏微分方程(组),但由于Ric在

微分同胚作用下的形式不变性,该方程是退化的.因
此,即便在紧致无边界流形上,式(1)的短时间存在性

也是一个非平凡的问题.Hamilton首先证明了紧致无

边界流形上 Ricci流初值问题解的(短时间)存在

性[1].DeTurck[2]随后发现了Ricci流在一个特定的微

分同胚单参数群的拉回作用下等价于一个严格抛物

型的方程,即所谓的Ricci-DeTurck流,从而给出了一

个存在性的简单证明.时至今日,Ricci流已经成为了

几何分析中最重要的工具之一,在Thurston几何化

猜想(参见文献[3-8])、微分球面定理(参见文献[9-
10])等重要问题的解决中起到了关键的作用.

对于完备非紧的黎曼流形,能否由一定的曲率条

件推导出整体的几何或拓扑结论是这个研究领域的

核心课题之一.应用Ricci流来研究非紧流形的第一

步是证明Ricci流的短时间存在性,但这对于Ricci流
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这个退化的非线性抛物型方程来说是个困难的问题.
Shi[11]于1989年在曲率一致有界的条件下首先证明

了Ricci流的存在性.
定理1[11] 设(M,g0)是一个完备非紧的黎曼流

形,且存在常数K>0,使(M,g0)的曲率满足|Rm|≤

K.那么存在Ricci流的解g(t),t∈ 0,c(n)K  ,g(0)=
g0,g(t)是完备的黎曼度量,且满足|Rm|(g(t))≤
2K.其中c(n)是一个只依赖于维数n的常数.

Shi[11]的证明方法是,选取一列半径趋于无穷的

同心测地球,在每一个测地球上求解Ricci-DeTurck流

的Dirichlet初始边值问题,并得到这些Ricci-DeTurck
流的一致的局部正则性估计,从而可以对这一列

Ricci-DeTurck流求极限来得到一个整体的 Ricci-
DeTurck流,然后用 DeTurck的方法将它拉回到

Ricci流的解.值得一提的是,Shi[11]证明的Ricci流的

局部正则性估计已经成为了Ricci流的研究中的一个

基本工具,在后续的研究中发挥了重要的作用.曲率

一致有界是Shi[11]的证明中的一个关键假设,但它是

一个比较强的几何条件,限制了Shi[11]的存在性结果

的应用.因此,能否在曲率可能无界的情形下得到完

备Ricci流的存在性,是非紧Ricci流的研究中的一个

基本问题.
近年来,越来越多的学者关注了曲率可能无界的

非紧流形上Ricci流的存在性问题,并取得了一些重

要的进展(参见文献[12-17]).其中,Giesen等[14]完全

解决了2维的情形.对于3维和更高的维数,完备非紧

Ricci流的存在性问题还没有完整的解答,下文中将介

绍在各种不同的几何条件下、目前能够得到的一些存

在性结果.

1.1 2维的情形

2维的Ricci流可以约化为共形因子满足的标量

函数方程,基于这一特殊性,Giesen等[14]定义了以任

意2维流形(无需完备性或曲率有界)为初值的Ricci
流的“极大伸展解”,证明了它的存在性、唯一性、并得

到了存在时间基于初始面积和共形类的精确刻画,其
中的一部分结果可简述为:

定理2[14] 设(M,g0)是2维黎曼流形,则式(1)
有极大伸展解g(t),t∈[0,T],满足g(0)=g0,且对

任意t>0,g(t)是完备的黎曼度量.其中T是可以由

(M,g0)的面积和共形类精确刻画的常数.

1.2 积分意义下的曲率有界条件

Xu[17]改进了定理1,将其中的曲率一致有界条件

减弱为积分意义下的有界条件.

定理3[17] 设(M,g0)是完备的n维黎曼流形,若
存在常数K>0和p>n,使(M,g0)的曲率张量在任意

单位测地球上的Lp 平均值小于K,那么存在式(1)的

解g(t),t∈ 0,c(n)K  ,且|Rm|(g(t))≤C(n,K)
t .

在该定理的证明中,DeaneYang定义的局部

Ricci流被用来构造局部解,曲率的L∞估计可以用

Nash-Moser迭代方法得到.

1.3 Ricci曲率足够小的情形

证明非紧Ricci流存在的关键之一是用初始的几

何条件控制黎曼曲率张量随时间的增长,从而得到局

部解的存在时间的一致下界估计.He[18]证明了以下

定理:
定理4[18] 设(M,g0)是n维完备黎曼流形,且存

在常数α,β,γ>0,使得对任意x,y∈M,
(i)|

Δ

mRic|(x)≤(n-1)ρ-2-m
x eβ-αρ

-2
x ,m=0,1,

2;
(ii)当d(x,y)≤ρx+ρy 时|ρ-2

x -ρ-2
y |≤γ.

其中,ρx 是使得 sup
B(x,ρx)

|Rm|≤ρ2x 和sup
B(x,ρx)

|

Δ

mRic|≤

(n-1)ρ-2-m
x ,m=1,2同时成立的最大半径.

那么存在式(1)的完备解g(t),t∈[0,T],T仅依

赖于n,α,β,γ.并且对任意t,g(t)的曲率在空间方向

至多二次增长.
简言之,定理4表明,若初始黎曼度量的Ricci曲

率张量及其一、二阶协变导数相对于黎曼曲率张量足

够小,且|Rm|(g0)至多二次增长,那么可以用Ricci
曲率控制黎曼曲率的增长,从而证明Ricci流的解

存在.

1.4 曲率下界与非塌缩条件

Cabezas-Rivas等[13]证明了复截面曲率非负的完

备黎曼流形上Ricci流的存在性.
定理5[13] 设(M,g0)是n维完备黎曼流形,其复

截面曲率非负,那么式(1)有解g(t),t∈[0,T],T 依

赖于维数n 和初始度量g0,且g(t)有非负复截面

曲率.
非负复截面曲率可以被紧致的Ricci流保持,对

于非紧的Ricci流,在一定曲率假设下也可以证明这

一性质.由文献[13]中的分裂定理,只需考虑正复截

面曲率的假设下Ricci流的存在性,此时流形可以被

一列凸区域逼近,文献[13]中证明了每一个凸区域都

有一个具有正复截面曲率的紧致倍化,其上的Ricci
流的存在时间的下界可以借助Petrunin的一个曲率

估计来得到(或使用文献[19]的方法).
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定理5中得到的Ricci流可以在任意时刻都是曲

率无界的,它证明了曲率有界并不是非紧Ricci流的

必要条件,并启发了后续的许多工作.由于非负复截

面曲率是一个非常强的曲率条件,一个自然的问题是

能否在较弱的曲率下界条件下得到存在性的证明.受
定理5的启发,我们自然地会想到优先考虑可以被

Ricci流保持的曲率下界条件.非负Ricci曲率是几何

学界非常关注的一个曲率条件,但它只有在3维的情

形下可以被Ricci流保持.Topping猜想,具有非负

Ricci曲率的3维完备流形上,Ricci流存在.这一猜想

至今没有被完全解决,但在体积非塌缩的附加条件下

可以由Hochard的定理得到[15].
定理6[15] 设(M,g0)是3维完备黎曼流形,满足

Ric≥-1,Vol(B(x,1))≥v0>0,∀x∈M.那么存在

式(1)的完备解g(t),t∈[0,T],T>0依赖于n,v0,且

满足|Rm|(g(t))≤C
(n,v0)
t .

Hochard的证明中使用了一个称为“部分”Ricci
流的巧妙构造,并给出了若干3维Ricci流的重要局

部估计.这些想法在文献[20-21]等工作中得到了进一

步的发展和改进,并被用来研究Ricci极限空间的结

构.由文献[20]可知,定理6中的解有Ricci下界.简
言之,3维情形下Ricci曲率的最小特征值满足一个较

好的演化方程,使得Ricci曲率的下界在一定程度上

得以局部保持,继而可以由Cheeger-Colding的体积

连续性得到一定时间内的局部非塌缩,而由Perelman
对3维古代解的分类可知,奇异点的生成必然会导致

体积塌缩,这样就可以在一定时间内排除奇异点的

产生.
对于更高的维数,Ricci曲率不再满足好的方程,

但可以考虑更强的曲率下界条件和非塌缩假设下

Ricci流的存在性.Lee等[16]证明了双截面曲率非负且

非塌缩的完备Kahler流形上KahlerRicci流的存在

性,并用来研究丘成桐提出的单值化猜想.Bamler
等[12]证明了黎曼曲率算子或复截面曲率有下界、并且

体积非塌缩的条件下Ricci流的存在性.Lai[22]进一步

改进了文献[12]中的方法,巧妙地使用了一个“部分”
热核与“部分”Ricci流相配合,证明了以下定理:

定理7[22] 设C是所有满足弱PIC1条件的曲率

算子的集合.设(M,g0)是n维完备黎曼流形,其曲率

算子Rm满足Rm+I∈C,且(M,g0)中任意单位测地

球的体积有正下界v0.那么存在式(1)的完备解g(t),
t∈[0,T],T>0依赖于n,v0,且满足|Rm|(g(t))≤
C(n,v0)

t
,Rm(g(t))+C(n,v0)I∈C.

这里的PIC1是一个可以被Ricci流保持的曲率

下界条件.在3维流形上,弱PIC1等价于非负Ricci
曲率,在更高维流形上,弱PIC1强于非负Ricci曲率,
但弱于非负黎曼曲率算子.在体积极大增长的条件

下,He等[23]给出了弱PIC1流形的一个拓扑刻画:
定理8[23] 设(M,g)是满足弱PIC1条件的n维

完备黎曼流形,且测地球的体积满足V(Br)≥v0rn,

∀r>0,那么M 微分同胚于Rn.

1.5 曲率下界与近欧条件

对于一般维数,在更弱的曲率下界假设下,可以

通过将非塌缩条件替换为更强的近欧条件来得到

Ricci流的存在性.在该情形下,初始流形是局部接近

于欧氏空间的.He[24]证明了这样一个定理:
定理9[24] 对任意的n,A>0,k,L≥0,存在仅

依赖于n和A的常数δ1,􀆠1>0,使得下列事实成立:若
n维完备黎曼流形(M,g0)满足

(i)liminf
d(p,x)→∞

Ric(x)
d(p,x)2≥-L,其中d(p,x)是点x到

固定点p的距离;
(ii)数量曲率S≥-k;
(iii)等周不等式Area(∂Ω)n≥(1-δ1)InVol(Ω)n-1

对任意半径为r的测地球中的光滑区域Ω⊂Br 成立,
其中In 是欧氏空间的等周常数;
那么式(1)有完备解g(t),t∈ [0,􀆠1r2],r=min{r,

1/(L+1)k},且满足|Rm|(g(t))≤A
t + 1

􀆠1,r.

由文献[25],定理9中的假设可以由以下条件推

导出:
(i)Ric≥-k/(n-1), (2)
(ii)VolBr≥(1-􀆠)ωnrn,∀r∈[0,1], (3)

其中􀆠是一个足够小的常数,ωn 是欧氏空间中单位球

的体积,即Ricci曲率下界与局部近欧体积可以保证

Ricci流的存在性.
定理9的证明得益于Perelman的Pseudolocality

定理.我们可以选取一个好的类距离函数来替代黎曼

距离,并用它构造共形因子来进行文献[15]中的共形

变换,可以证明,在共形变换后Pseudolocality定理需

要的条件得以保持,从而可以用这个定理给出我们所

需要的Ricci流的曲率估计.
Wang[26]定义了 Ricci流 的 局 部 熵 并 推 广 了

Perelman的Pseudolocality定理,可以用局部熵来刻

画局部近欧性质,从而可以替换式(3),在Ricci下界

和局部熵条件下得到Ricci流的存在性.

·419·
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1.6 非负曲率与拼挤条件

最近,Lee等[27]研究了具有非负曲率与曲率拼挤

条件的流形上Ricci流的存在性,并且得到了有趣的

几何应用,证明了以下定理:
定理10[27] 设(M,g0)是完备非紧的3维黎曼流

形,满足Ric≥􀆠S≥0.那么式(1)有解g(t),t∈[0,
∞],且满足

(i)Ric(g(t))≥􀆠S(g(t))≥0,

(ii)|Rm|(g(t))≤a
t
,其中a是仅依赖于􀆠的

常数.
定理10被用来研究 Hamilton猜想[27].在文献

[28]中,定理10被推广到具有PIC1拼挤条件的高维

流形,并证明了该条件下一个有趣的紧性定理.
本节受限于篇幅和作者的知识储备,只列举了关

于完备非紧Ricci流存在性问题的一部分结果,并没

有介绍所有相关的重要工作,感兴趣的读者可参考文

献[29-31]等文献.

2 斜平均曲率流

2.1 斜平均曲率流的定义与物理背景

斜平均曲率流(skewmeancurvatureflow,SMCF)
是定义在一个余二维子流形上,使之沿着从法方向

(即与平均曲率向量场垂直的法向)演化的曲率流.具
体来说,假设(M,g)是一个(n+2)维定向的黎曼流

形,F:[0,T)×Σ→M 是一族与时间相关的n维定向

浸入子流形.对于每个时刻t,我们用Σt =F(t,Σ)表

示浸入子流形,并记其平均曲率为H(F).显然Σt的法

丛是一个秩为2的向量丛,并且有一个诱导的复结构

J(F),它的作用是把一个法向量在它所属的法平面内

沿正向旋转90度.特别地,我们称J(F)H(F)为子流

形的斜平均曲率(或从法曲率)向量.如果F满足方程

∂tF =J(F)H(F),
则称其为一个SMCF.
SMCF最简单的情形是三维欧氏空间中的一维

曲线的从法流.假设γ是三维欧氏空间中一条与时间

相关的曲线,我们记γ的Frenet标架为{t,n,b},曲率

为κ,则SMCF方程可以写成

∂tγ=κb.
以上方程等价于著名的涡丝方程

∂tγ=∂sγ×∂2sγ,
其中s是其弧长参数,×表示外积.涡丝方程最早在

1906年由意大利数学家DaRios[32]提出,用于描述三

维流体当中一根很细的管状漩涡的近似运动.在之后

的上百年间,涡丝方程在不同的物理领域被重复发

现[33],其重要性不言而喻,受到了物理学家和数学家

的广泛研究.
SMCF是涡丝运动方程在高维情形的自然推广.

若三维流体中的漩涡集中在一维曲线上,物理学家称

之为涡丝,而如果高维流体中的漩涡集中在一个余二

维子流形上,则称为涡膜(vortexmembrane).2012
年,Shashikanth[34]发现四维不可压缩流体中的涡膜

的运动满足二维的SMCF.紧接着,Khesin[35]推广这

一结论到一般维数,并证明任意维数流体中余二维涡

膜的局部诱导运动恰好满足SMCF.
此外,SMCF在超流体的研究中也自然出现.相

关领域的数学模型往往由一个定义在复线丛上的偏

微分方程表示,而方程的解的零点集对应超流体中的

漩涡.其中一个重要的例子是描述Bose-Einstein凝聚

态的Gross-Pitaevskii方程.物理研究迹象表明,该方

程的解的零点集的渐近行为应当恰好满足SMCF.
Jerrard[36]在零点集是一个余二维球面的情形下证明

了这一猜想.

2.2 斜平均曲率流的数学结构

SMCF不仅在物理理论中十分重要,从数学上

看,同样具有丰富的结构,与流形的几何、偏微分方

程、复分析、动力系统及可积系统都有密切的联系.
一维SMCF,也就是涡丝方程,引人入胜的一个重

要原因在于它美妙的可积结构.实际上,利用著名的

Hasimoto变换[37],涡丝方程可以等价变化为一个三

次薛定谔方程:

-i∂tΦ =ΔΦ+12|Φ|2Φ.

该方程是一个典型的完全可积系统,从而拥有无

穷多个守恒量,并且有一大族孤立子解.而高维的

SMCF是否有类似的结构,目前仍然是一个公开

问题.
从几何分析的角度看,SMCF是余二维子流形上

除平均曲率流外可以定义的一种典则的曲率流.事实

上,如果我们考虑一个给定外部流形中的所有余二维

子流形构成的无穷维空间,则平均曲率流是定义在该

空间上的体积泛函的梯度流,而SMCF恰是体积泛函

在Marsden-Weinstein辛结构[38]下对应的哈密尔顿

流[39],因此是一个无穷维的哈密尔顿系统.
从偏微分方程角度看,SMCF是一个十分有代表

性的拟线性薛定谔型偏微分方程,同时也是目前所知

道的唯一一个薛定谔型曲率流.它与另一个重要的薛
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定谔型发展方程,即著名的薛定谔映射流,息息相关.
1998年,Ding等[40](参见Terng-Uhlenbeck的独立工

作[41])从物理中的铁磁链方程出发,引入了从一个黎

曼流形映到辛流形上的薛定谔映射流(Schrödinger
mapflow,SMF)
∂tu=J(u)τ(u),

其中J是辛流形上的近复结构,τ(u)是u的张力场.
注意SMCF是子流形的演化方程,而SMF是流形间

映射的发展方程,它们二者之间的关系类似平均曲

率流与调和映射热流之间的关系.实际上,SMCF的

高斯映射恰好满足一个变度量的SMF[42]———正如

平均曲率流的高斯映射满足一个调和映射热流

方程[43].
定理11[42] 欧氏空间中的n维SMCF的高斯映

射ρ:[0,T]×Σn→G(n,2)满足SMF方程

∂tρ=JG(ρ)Δgρ.
其中G(n,2)是Grassmannian流形,JG 是其上的典则

复结构,g是子流形Σn 上由SMCF诱导的度量.
SMCF在流形上的几何发展方程中的地位可以

用表1来表示.其中满足“子流形”一栏的方程的解的

高斯映照恰好满足对应“映射”一栏的方程.

表1 各种类型的几何偏微分方程

Tab.1 DifferenttypesofgeometricPDEs

类型 函数 映射 子流形

椭圆型 调和函数 调和映射 极小曲面

抛物型 热方程 调和映射热流 平均曲率流

双曲型 波方程 波映射 双曲平均曲率流

薛定谔型 薛定谔方程 薛定谔映射流 斜平均曲率流

2.3 斜平均曲率流的研究现状

基于上述物理背景和数学上的重要性,SMCF从

2000年左右开始受到来自复分析、动力系统、可积系

统和 几 何 分 析 等 各 个 领 域 的 数 学 家 的 密 切 关

注[39,44-46].但高维SMCF与一维情形有着本质的不

同:一维的SMCF保持曲线的度量不变,而高维

SMCF下,底流形的度量会随着时间演变.
从偏微分方程的角度看,一维的SMCF是一个半

线性的薛定谔方程(其非线性项只有零阶项),而高维

的SMCF则可以视为一个拟线性的薛定谔型方程(其
对应二阶算子的系数含有一阶导数项).与人们熟知

的抛物型方程不同,非线性薛定谔型方程问题没有一

般的存在性理论和研究方法.目前已知的关于拟线性

的薛定谔方程的存在性定理对方程的结构有十分严

苛的要求,并且只对定义在欧氏空间上的函数方程适

用,参见文献[47-48].
另一方面,与SMCF密切相关的SMF在过去20

年来得到了广泛而深入的研究.一些知名数学家都做

出了开拓性的贡献,以下我们作简要介绍.Ding等[49]

首先利用抛物逼近的方法证明了从一般维数黎曼流

形出发的SMF的局部解的存在唯一性.Song等[50]用

几何能量方法推广并改进了SMF唯一性的结果.
Ding[51]在ICM报告中猜想一维SMF总是存在整体

解的.这个猜想的某些情形被Rodniaski等证明[52].而
高维的SMF一般只有小初值才有整体存在性[53-54].
Merle等[55]构造了从二维平面映到球面的SMF短时

间爆破的例子.
在SMCF初值问题的存在性和适定性方面,2017

年Song等[56]首次得到了四维欧氏空间中的二维紧黎

曼面上的SMCF的初值问题的局部解的存在性.随
后,Song[57]又用新的方法证明了一般维数欧氏空间中

紧子流形上定义的SMCF的短时间存在性和唯一性.
其中存在性的证明综合运用了几何能量方法和子流

形上的一致Sobolev嵌入定理;而唯一性的证明则是

利用SMCF的高斯映射满足变度量的SMF的观

察[42],并发展了一套几何能量证明方法.值得一提的

是,唯一性证明中,利用Grassmannian流形上的平行

移动,我们定义了两个子流形之间某种内蕴的距离.
相关存在唯一性结果叙述如下:

定理12[57] 设n≥2是一个整数,记k0=[n/2]+
1,其中[n/2]是n/2的取整.假设F0:Σ0→Rn+2是(n+
2)维欧氏空间中一个光滑浸入子流形,其中Σ0是一个

n维紧致无边流形.则以F0为初值的SMCF存在一个

唯一的局部光滑解F:(0,T)→Rn+2,其中时间T依赖

于初始子流形F0的高斯映射的Wk+1,2-Sobolev模.
一般情况下,高维SMCF的解有可能长时间存

在,也有可能在有限时间发生爆破.Khesin等[58]发

现,如果a,b>0满足方程

∂ta=-n/b,
∂tb=+m/a. 

则以a,b为半径的球面的乘积子流形Sm(a)×Sn(b)
Rm+1×Rn+1满足SMCF.因此,当m=n时,SMCF

长时间存在并且

a(t)=e-nt,b(t)=ent.
而当m<n(例如m=1,n=2)时,有
a(t)=(1-(n-m)t)n/(n-m),
b(t)=(1-(n-m)t)m/(m-n),

·619·



第6期 贺 飞等:微分几何中的几类曲率流的分析与应用

http:∥jxmu.xmu.edu.cn

从而SMCF在时刻T= 1
n-m

处发生爆破,此时其中

一个球面的半径塌缩到0,而另一个球面的半径趋于

无穷.
最近,关于从欧氏空间中一个余二维非紧曲面出

发的SMCF的存在性和适定性问题上取得了一系列

的进 展.Huang等[59-60]证 明 了 一 类 定 义 在 合 适

Sobolev空间中的强解的小初值局部适定性.Li[61-62]

证明了当初值是一个余二维平面的小扰动时,SMCF
的整体正则性,并研究了其长时间渐近行为.

3 超曲面的曲率流与几何不等式

超曲面的曲率流,如平均曲率流、Gauss曲率流、
逆平均曲率流等,是几何分析中一类重要的几何流.
除了曲率流本身的分析之外,它们被应用在证明各类

等周型不等式.Gage等[63]利用平面上的曲线收缩流

证明了二维等周不等式;Huisken等[64]利用逆平均曲

率流证明了三维Riemann-Penrose不等式;McCoy[65]

利用一类保均质积分完全非线性曲率流重证了凸体

的均质积分Alexandrov-Fenchel不等式;Andrews[66]

利用一类各向异性曲率流重证了关于混合体积的

Alexandrov-Fenchel不等式;Guan等[67]和 Huisken[68]

利用逆型完全非线性曲率流证明了星型k-凸条件下

或外向面积最小条件下的均质积分 Alexandrov-
Fenchel不等式.

近年来,超曲面的曲率流与几何不等式得到了充

足发展,众多学者通过各类曲率流证明了各类等周型

不等式.在本节中,我们将对欧氏空间中均质积分

Alexandrov-Fenchel不等式的几何流证明做阐述,并
结合我们的工作从逆曲率流与Alexandrov-Fenchel
不等式,保体积型曲率流与Alexandrov-Fenchel不等

式,局部保体积型曲率流与Alexandrov-Fenchel不等

式等方面的最新进展展开综述.

3.1 逆曲率流与Alexandrov-Fenchel不等式

Gerhardt[69]与Urbas[70]分别在欧氏空间中独立

地研究了下面的扩张逆曲率流.设x(·,t):M →Rn+1,
t∈[0,T)是一族从n维闭流形M 到Rn+1的嵌入,满足

∂
∂tx
(p,t)= 1

Hk

Hk-1
(p,t)

ν(p,t),p∈M. (4)

其中Hk 表示Σt=x(M,t)的k阶平均曲率,ν表示Σt

的单位外法向.
定理13[69-70] 设Σ0=x(M)⊂Rn+1是一个星形、

严格k-凸的光滑嵌入闭超曲面.那么存在流(4)的长

时间光滑解x(·,t),t∈ [0,∞),并且x(·,t)=
e-tx(·,t)光滑收敛于单位球面.

这儿星形表示<x,ν>>0,(严格)k-凸表示Hl≥
(>)0,1≤l≤k.

设Ω⊂Rn+1是一个具有光滑边界的有界区域,Ω
的均质积分定义为

W0(Ω)=Vol(Ω),Wk(Ω)= 1
n+1∫∂ΩHk-1dA,

 k=1,…,n.
在凸几何理论中,关于均质积分有以下Alexandrov-
Fenchel不等式成立:当Ω是凸区域时,对0≤l<k≤
n,有

Wk(Ω)
Wl(Ω)

n+1-k
n+1-l

≥ Wk(Bn+1)
Wl(Bn+1)n+1-kn+1-l

. (5)

等号成立当且仅当Ω是一个球体.利用逆曲率流的存

在收敛定理13,Guan等[67]证明了星形、k-凸条件下的

均质积分Alexandrov-Fenchel不等式.
定理14[67] 设Σ⊂Rn+1是一个星形、k-凸的光滑

嵌入闭超曲面.则不等式(5)成立,且等号成立当且仅

当Ω是一个球体.

Guan等[67]的主要观察是几何量 Wk(Ω)
Wk-1(Ω)

n+1-k
n-k

沿

着逆曲率流(4)是单调递减的.利用这一性质和定理

13,很容易得到定理14的证明.
在凸几何理论中,均质积分是混合体积的特殊情

况.设Ω⊂Rn+1是凸区域,L⊂Rn+1 是另一个固定凸

体.混合体积V(k)(Ω,L)是Ω与W 的 Minkowski和

(1-t)Ω+tL 的体积的多项式展开的系数,
Vol((1-t)Ω+tL)=

 ∑
n+1

k=0

n+1
k  (1-t)n+1-ktkV(k)(Ω,L).

特别地,当L是单位球体Bn+1时,V(k)(Ω,Bn+1)就是k
阶均质积分Wk(Ω).在凸几何理论中,凸区域Ω关于

混合体积的Alexandrov-Fenchel不等式仍然成立:
V(j)(Ω,L)n+1-i≥V(i)(Ω,L)n+1-jVol(L)j-i,
 0≤i<j≤n. (6)
从微分几何角度,当L 是光滑的严格凸体时,

V(k)(Ω,L)可以表示为各向异性曲率积分

V(k)(Ω,L)= 1
(n+1)∫∂ΩHk-1,FF(ν)dA,

 i=1,2,…,n, (7)
其中F是由L 唯一决定的各向异性范数,而Hk-1,F 是

各向异性k-1阶平均曲率.关于各向异性曲率流,在
n=1时即曲线情形,有很多发展,参见文献[71-74].
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在n≥2时的研究相对较少,Andrews[75]考虑了各向

异性Gauss曲率流.Xia在文献[76]中研究了逆各向

异性平均曲率流

∂
∂tx
(p,t)= 1

H1,F(p,t)νF(p,t),p∈M. (8)

其中νF 是各向异性法向,H1,F 是各向异性平均曲率.
我们证明了 Gerhardt-Urbas定理13的各向异性

版本.
定理15[76] 设L 是光滑的严格凸体,F 是由L

唯一决定的各向异性范数.设Σ0=x(M)⊂Rn+1是一

个星形、严格各向异性平均凸(H1,F >0)的光滑嵌入

闭超曲面.那么存在流(8)的长时间光滑解x(·,t),
t∈[0,∞),并且x~(·,t)=e-tx(·,t)光滑收敛于L.

利用以上定理,我们证明了星形、各向异性平均

凸条件下的各向异性Minkwoski型不等式.
定理16[76] 设Σ⊂Rn+1 是一个星形、各向异性

平均凸的光滑嵌入闭超曲面.则有

V(2)(Ω,L)n≥V(1)(Ω,L)n-1Vol(L), (9)
且等号成立当且仅当Ω是L 的一个平移和伸缩.

如果将流(8)中的H1,F 替换为Hk,F

Hk-1,F
,1<k<n,

此时流的存在收敛性还是未知的,主要的困难在于曲

率估计.

3.2 保体积型曲率流与Alexandrov-Fenchel
不等式

  Huisken[77]引入Rn+1中的以下保体积曲率流,

∂
∂tx
(p,t)=(c(t)-H)(p,t)ν(p,t), (10)

其中c(t)=
∫Σt

HdA

∫Σt
dA

是非局部项.很容易看到,在此流

下,Σt所包围的区域Ωt 的体积是不变的.Huisken在

凸性条件下证明了此流的长时间存在和收敛性.
定理17[77] 设Σ0=x(M)⊂Rn+1是一个凸的光

滑嵌入闭超曲面.那么存在流(10)的长时间光滑解

x(·,t),t∈ [0,∞),并且x~(·,t)光滑收敛于一个

球面.
此流的另一个性质是,Σt 的面积是递减的.利用

定理17,可以得到凸区域的等周不等式.
类似流(10),McCoy[65]考虑了Rn+1中的保均质积

分曲率流,

∂
∂tx
(p,t)= ck(t)-Hk+1

Hk  (p,t)ν(p,t), (11)

其中ck(t)=
∫Σt

Hk+1dA

∫Σt
HkdA

是非局部项.利用∫Σ
Hk-1dA

的第一变分公式,可以知道,在此流下,∫Σ
Hk-1dA是不

变的.
定理18[65] 设Σ0=x(M)⊂Rn+1是一个凸的光

滑嵌入闭超曲面.那么存在流(11)的长时间光滑解

x(·,t),t∈ [0,∞),并且x~(·,t)光滑收敛于一个

球面.

此流的另一个性质是,∫Σ
HkdA是递减的.利用定

理 18,McCoy[65] 给 出 了 凸 区 域 的 均 质 积 分

Alexandrov-Fenchel不等式(5)的新证明.
我们在双曲空间Hn+1中考虑了流(11),证明了以

下定理.
定理19[78] 设Σ0 ⊂Hn+1 是双曲空间中一个

horo凸的光滑嵌入闭超曲面.那么存在流(11)的长时

间光滑解x(·,t),t∈[0,∞),并且x~(·,t)光滑收敛于

一个测地球面.
此处一个曲面被称为horo凸,如果它的主曲率均

不小于1,这是 Hn+1 中超曲面的一个非常自然的条

件.下面我们介绍这个流在双曲空间中horo凸超曲面

的均质积分Alexandrov-Fenchel不等式的应用.
我们先介绍空间形式中的均质积分.记N(K),

K =0,±1表示曲率为常数K 的空间形式.特别地,
N(0),N(1),N(-1)分别表示欧氏空间 Rn+1,球面

Sn+1和双曲空间Hn+1.设Ω⊂N(K)是一个具有光滑

边界的有界区域,Ω的均质积分定义为

W0(Ω)=Vol(Ω),W1(Ω)=Area(∂Ω), (12)

Wk(Ω)= 1
n+1∫∂ΩHk-1dA+K k-1

n-k+3Wk-2,

 k=2,3,…,n. (13)
Wk(Ω)的变分公式如下:
d
dt|t=0Wk(Ωt)=n+1-k

n+1∫Σ
Hk<Y,ν>dA,(14)

其中Y 是{Ωt}的变分向量场.利用式(14),很容易证

明,沿着流(11),Wk 不变且Wk+1递减.
利用定理19,我们得到了Hn+1 中horo凸的闭超

曲面的Alexandrov-Fenchel不等式.
定理20[78] 设Σ⊂Hn+1是双曲空间中一个horo

凸的光滑嵌入闭超曲面,包围区域Ω.则对1≤k<l≤
n,有

Wk(Ω)≥fk○f-1
l (Wl(Ω)), (15)

其中fk:[0,∞)→R+ 是单调函数fk(r)=Wk(Br)是
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半径为r的测地球面的k阶均质积分,f-1
k-1是fk-1的反

函数.等号成立当且仅当Σ是一个测地球面.
注意到,双曲空间中的Alexandrov-Fenchel不等

式与欧氏空间不同,是没有显示表达式的.在我们的

工作之前,不等式(15)在k为奇数,l=1的情形由Li
等[79]和Ge等[80]通过逆曲率流的方法得到.

对于球面Sn+1 中的Alexandrov-Fenchel不等式,
近来利用曲率流的方法,对于凸超曲面也有部分结

果,参见文献[81-82].

3.3 局部保体积型曲率流与 Alexandrov-
Fenchel不等式

  空间形式的度量极坐标表示为g=dr2+λ(r)2σ,
其中σ是Sn的标准球面度量,λ(r)在欧氏空间Rn+1,球
面Sn+1和双曲空间Hn+1 中分别表示1,sinr,sinhr.
Brendle等[83]为空间形式的闭超曲面设计了以下曲

率流:

∂
∂tx
(p,t)= λ'(r)Hk

Hk-1

-<λ(r)∂r,ν> (p,t)ν(p,t).
(16)

这个流的设计是受空间形式中的 Minkowski公

式启 发 的.对 于 空 间 形 式 中 的 闭 超 曲 面 S,有

Minkowski公式

∫S
(Hk-1λ'(r)-Hk<λ(r)∂r,ν>)dA=0,

 k=1,…,n. (17)
利用Minkowski公式(17)与空间形式中均质积

分的第一变分公式(14),可以看出,Wk 保持不变.并
且,如果曲面沿流k凸性质保持,则有Wl,l<k是单

调递增的,Wl,l>k是单调递减的.
关于流(16),在欧氏空间中,它等价于逆曲率流

(4),故当初始曲面是星形k凸时,根据定理13,存在

收敛性自然成立;在球面和双曲空间中,当初始曲面

是星形k凸时,该流的存在收敛性仍是未知问题.
Brendle等[83]在k=n时证明了流的长时间存在收敛

性.最近,Hu等[84]证明了在双曲空间中,沿着流(16),
超曲面的horo凸性保持.从而他们利用流(16)重新证

明了定理19.
利用这一思想,我们研究了欧氏球体中带自由边

界的凸超曲面中的相对Alexandrov-Fenchel不等式

问题.欧氏球体中的相对等周不等式由Burago等[85]

通过对称化方法给出分类结果.一个自然的问题是,欧
氏球体中的均质积分是什么,关于相对Alexandrov-
Fenchel不等式是否成立?

Wang等在文献[86]中证明了以下Minkowski公

式:设Σ⊂Bn+1是单位球体中光滑嵌入带边超曲面,
∂Σ⊂∂Bn+1且与∂Bn+1垂直相交,则有

∫S
(Hk-1<x,e>-Hk<Xe,ν>)dA=0, (18)

这儿e∈Rn+1是一个单位常向量场,

Xe <x,e>x-12
(|x|2+1)e (19)

是一个共形Killing向量场.Minkowski公式(18)的优

点在于没有边界项出现.
下面我们将给出单位球体内带自由边界(参见文

献[87])超曲面上均质积分的定义.设Σ⊂Bn+1是单位

球体中光滑嵌入带边超曲面,∂Σ⊂∂Bn+1且与∂Bn+1垂

直相交.记Ω为Σ 在Bn+1 内部所围成的有界区域和

T⊂Sn 为∂S在Sn 上面围成的有界区域,其中∂Ω=

S∪T.我们定义关于Ω ⊂Bn+1 的相对均质积分

Wk(Ω)如下:

W0(Ω)=Vol(Ω),W1(Ω)= 1
n+1Area

(Σ),

(20)

Wk(Ω)= 1
n+1∫Σ

Hk-1dA+

 k-1
(n+1)(n-k+2)W

Sn
k-2(T),2≤k≤n, (21)

其中WSn
k-2(T)是Sn 中闭凸区域T 的均质积分(由式

(12)给出).对于上述定义的相对均质积分Wk,它满

足如下的第一变分公式:设Ωt 是一族变分,满足St =
∂Ot∩Bn+1与∂Bn+1垂直相交,则有

d
dt|t=0Wk(Ωt)=n+1-k

n+1∫Σ
Hk<Y,ν>dA,(22)

其中变分向量场Y满足Y|∂S∈T(∂Bn+1).
利用Minkowski公式(18)和第一变分公式(22),

我们在Bn+1设计如下曲率流

∂tx=
<x,e>
Hk

Hk-1

-<Xe,ν)ν,

St⊥∂Bn+1.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (23)

根据Minkowski公式(18)和第一变分公式(22),
可以看到,沿着曲率流(23),Wk 保持不变.并且,如果

曲面沿流k凸性质保持,则有Wl,l<k是单调递增的,
Wl,l>k是单调递减的.

定理21[87] 设Σ0⊂Bn+1是单位球体中光滑嵌入

带边的严格凸超曲面,∂Σ0⊂∂Bn+1 且与∂Bn+1 垂直相

交.那么对k=n,存在流(23)的长时间光滑解x(·,
t),t∈[0,∞),并且x(·,t)光滑收敛于一个与∂Bn+1
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垂直的球帽子.
与∂Bn+1垂直的球帽子指的是

Cr  x∈Bn+1:x- r2+2rcosθ+1e =r ,
 r>0. (24)
基于定理21与相对均质积分在该流下的单调

性,我们得到了单位球内带自由边界超曲面的如下相

对Alexandrov-Fenchel不等式.
定理22[87] 设Σ⊂Bn+1是单位球体中光滑嵌入

带边的凸超曲面,∂Σ⊂∂Bn+1且与∂Bn+1 垂直相交.则
对0≤k≤n-1,

Wn(Ω)≥(fn○f-1
k )(Wk(Ω)), (25)

其中fk(r)=Wk(Cr)是一个严格递增函数.等号成立

当且仅当Σ是一个与∂Bn+1垂直的球帽子.
类比欧氏空间闭曲面上的 Alexandrov-Fenchel

不等式,我们猜测,
Wk(Ω)≥(fk○f-1

l )(Wl(Ω)),0≤l<k≤n.
(26)

目前,由于对一般的k,流(23)的存在收敛性未

知,因此我们还未能证明式(26).
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