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摘要 近可积 Hamilton 系统的研究被 Poincaré 称为动力学的基本问题. 自 20 世纪中叶以来, 相关研

究取得了巨大进展. Kolmogorov 定理的建立和 Arnold 扩散现象的发现是其中的两大里程碑, 极大地

深化了我们对于近可积 Hamilton 系统动力学多样性的理解. 本文将就相关内容作简要介绍.
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1 引言

近可积 Hamilton系统的研究被 H. Poincaré称为动力学的基本问题,他为何有此看法笔者不得而

知. 经过一个多世纪的研究, 动力系统已发展成为涉及范围非常广阔的领域. 除去运用动力系统方法

研究其他问题外, 光滑动力系统研究的对象大致包含两类, 一是从自然科学问题中提炼出的方程 (如

微分方程、差分方程), 如 Hamilton 方程等; 二是假设了若干基本特征的系统, 如一致、非一致或部分

双曲系统. 前者的特征是自然科学问题促进数学理论的发展, 后者则更多地是从数学自身的发展来探

索可能存在的复杂现象.在近代,前者的代表人物有 A. N. Kolmogorov和 V. I. Arnold等,后者的代表

人物则有 S. Smale 等. 这两大潮流各有特点, 推动着动力系统的研究不断深入. 在一百多年后的今天,

笔者感觉到 Poincaré 的观点有着非凡的前瞻性. 可积系统过于理想化, 在自然界非常稀少, 难以具有

代表性. 对于一般的具有自然科学背景的远离可积系统, 人们受制于数学工具的缺乏往往无从下手来

研究其复杂动力学行为.作为许多物理现象的数学模型,近可积 Hamilton系统既具有极其复杂的动力

学现象, 又是不少有力的数学工具大展身手的地方. 20 世纪 Kolmogorov 关于不变环面理论的建立和

Arnold扩散现象的发现便是两大发展里程碑,其影响远超动力系统领域.这验证了 Poincaré的先见之

明, 笔者认为这个基本问题的研究远未结束, 还有着广阔的发展前景.

这一问题的研究起源于对太阳系运行规律的研究. 根据万有引力定律和 Newton 第二定律证明了

关于二体问题的 Kepler 三定律后, Newton 发现三体问题极其复杂, 似无规律可循. 根据 Laplace 的说

http://doi.org/10.1360/SSM-2020-0127
www.scichina.com
mathcn.scichina.com
mailto:chengcq@nju.edu.cn


程崇庆: 近可积 Hamilton 系统动力学的多样性

法 [1], Newton认为该问题是如此复杂以至于只有上帝才知道如何控制其稳定性. 由于太阳的质量大约

是木星质量的 1,000倍,而木星质量是其他七大行星质量之和的 2.5倍,太阳系可以看作是一个近可积

Hamilton 系统. 每个行星受到的外力作用主要来自太阳, 其他外力可以看作是小扰动. 在 Newton 的

“Principia”发表之后大约一百年, Lagrange “证明了”太阳系的运行状态是稳定的,几十年之后 Laplace

和 Poisson 再次 “证明了” 太阳系的稳定性 (参见文献 [2]). 人们不禁奇怪为什么一个问题要被反复证

明. 实际上, 这些只是精确到不同量级的证明, 远不是真正的证明. 如果要求考虑时间趋向于无穷时的

运行状态, 人们就不能对系统做任何近似. 这在下文将有说明.

该问题研究的革命性变化肇始于 Poincaré 里程碑式的工作. 为庆祝瑞典 - 挪威国王奥斯卡二世

的 60 岁生日,《数学杂志》(Acta Mathematica) 在 1885 年发布通告, 举办一次数学问题比赛. 题目有

4 个, 第一个就是关于多体问题:在不发生碰撞的前提下, 运动轨道是否可以表示为已知函数的一致收

敛级数解. 尽管 Poincaré 没有给出完整的解答, 但是审稿人 Weierstrass 敏锐地认识到 Poincaré 的这

项工作开启了天体力学研究的新纪元. 他发展的定性方法使得人们可以不通过求解而研究长时间动

力学行为, 而为完善本文的后续工作更让人们意识到系统的演变经常是混沌的, 不可积系统大量存在.

19世纪后期统计力学的发展,如 Boltzmann热力学熵公式的建立,也使人们更倾向于认为绝大多数系

统不可积.

事情的发展方向似乎有点循环反复. 在 20 世纪 50 年代, Kolmogorov 发现近可积 Hamilton 的大

部分运动是规则运动, 而不是混沌运动. 起初 Kolmogorov 打算证明环面上的运动弱混合, 但结果发现

大部分运动是拟周期运动, 构成大量不变环面. Arnold 形容这个过程与哥伦布的经历类似, 起初意图

是向西出发到达印度, 结果却是发现了新大陆. 这些环面构成集合的 Lebesgue 测度接近全测. 根据

该结果, 遍历性假设对于近可积 Hamilton 系统不成立, 使得 Birkhoff 遍历定理成立的遍历测度关于

Lebesgue测度奇异.文献 [3]虽然只有短短的 4页,在知晓所有证明细节的今天,笔者认为 Kolmogorov

在该文献中不仅给出了证明思路而且指出了证明将涉及的所有要点. 众所周知, 在 20 世纪 60 年代

初, Arnold 就任意自由度近可积系统的解析情形给出了详细证明, Moser 就二维保面积扭转映射在不

小于 333 阶可微的函数范畴内证明了该结果, 相关文章发表在《哥廷根数理杂志》这样一个不太受到

关注的杂志上. 据说 Moser 声称当时没有读懂 Kolmogorov 的原文. Arnold 将不变环面的存在性定理

称为 Kolmogorov定理. 目前比较流行的称谓是 KAM理论,而 Moser曾经对笔者说,他更愿意称其为

KAM 方法. 这一理论具有重要意义. 如果能将其应用于太阳系这样的近可积系统, 则人们可以推断太

阳系在大概率意义下是稳定的. 如果初始条件落在这些众多的不变环面上, 则各大行星将永远沿着几

乎不变的轨道围绕太阳运行.

尽管不变环面构成的集合占据了相空间的大部分区域, 但该集合只是一个无处稠密的闭集. 人们

自然希望知道相空间剩余区域内的动力学. 据说起初 Kolmogorov 相信在不变环面集合的余集中的运

动也不至于太复杂. 但是在看到 Melnikov [4] 计算同宿圈在扰动下开裂的结果后, Arnold [5] 构造了实

例, 在共振区存在着作用量发生很大变化的轨道. 据此他进一步猜测, 自由度数不小于 3 的通有近可

积系统存在作用量几乎可以任意变化的轨道 (参见文献 [6]), 此现象如今称为 Arnold 扩散. 作为经典

力学的重大成就,人们认为它可能具有更加惊人和意想不到的物理意义 (参见文献 [7]). 大量由规则轨

道构成的不变环面和高度不稳定的轨道互相嵌套、共存,呈现出丰富的动力学多样性. 近年来,巴黎天

文台的 Laskar 和 Gastineau [8, 9] 通过数值计算发现一个惊人的现象. 根据观测结果, 他们取了上千组

初值来近似太阳系目前的运动状态, 其中大约有百分之一的初值会导致太阳系坍塌: 三十多亿年之后,

地球将与金星或者火星相撞. 他们称这种现象为混沌扩散 (chaotic diffusion). 这种混沌扩散过程的开

始阶段可以解释为 Arnold 扩散.
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笔者曾经于 2004 年就相关问题写过一个粗浅的综述 [10]. 十余年来, 该领域的研究, 尤其是关于

Tonelli 型 Hamilton 系统的变分理论和关于动力学不稳定性的 Arnold 扩散的研究又取得了突破性进

展. 笔者在本文中将就相关内容再谈一些浅见.

2 Hamilton 方程、Lagrange 方程与最小作用量原理

起始于 Fermat 的最短光程原理、到 Lagrange 时代定型的最小作用量原理揭示了系统的真实运

动 x(t) 是使得 Lagrange 作用量达到极小, 即∫ t1

t0

L(ẋ(t), x(t), t)dt = inf
ξ(t0)=x(t0)
ξ(t1)=x(t1)

∫ t1

t0

L(ξ̇(t), ξ(t), t)dt

对于任意 t0 < t1 时刻都成立, 这里的曲线 ξ(t) 取自绝对连续函数空间. 作用量积分中的被积函数 L

被称为 Lagrange量,定义在 TM ×R上, M 称为构型空间. 该作用量泛函的临界点方程就是 Lagrange

方程
d

dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
= 0,

其中 x = (x1, . . . , xn) 是构型空间的局部坐标. 该方程实际上就是 D’Alembert 的虚功原理.

如果 Lagrange量关于 ẋ是正定函数,即 L关于 ẋ的 Hessian矩阵是正定二次型,则考虑 Lagrange

量的 Legendre 变换

H(x, y, t) = max
ẋ

⟨ẋ, y⟩ − L(ẋ, x, t),

由此得到关系 y = ∂ẋL(ẋ, x, t). 据此人们容易由 Lagrange 方程导出 Hamilton 方程

ẋi =
∂H

∂yi
, ẏi = −∂H

∂xi
. (2.1)

利用 Poincaré-Cartan 作用量
∫
ydx−Hdt 容易证明 Φt

H 保持辛结构不变 Φt∗
Hω = ω, 其中

ω =
n∑

i=1

dxi ∧ dyi,

Φt
H 表示相应的 Hamilton 流.

由于完全非线性方程难以求解, 寻找周期解这样一种具有比较简单形式的解就成了人们研究的

首选. Poincaré 相信这样的系统中存在着无穷多的周期解. 变分方法在寻找周期解的研究中发挥了重

要作用. 例如, 应用 Morse 理论, 人们可以求得一些特殊的周期解. 由于周期函数构成 Sobolev 函数

空间, 寻找周期解问题转化为寻找作用量泛函在这类函数空间中的临界点问题 (参见文献 [11]). 由于

Poincaré-Cartan 型作用量泛函上下无界, 利用诸如山路引理之类的原理可以寻找鞍点型的临界点 (参

见文献 [12]). 通过研究这些周期解 (闭曲线) 的 Maslov 型指标, 人们可以区分 T - 和 kT - 周期解是否

是一回事 (参见文献 [13]). 用几何语言解释, Maslov 指标就是测地线通过共轭点的次数. 由于表示复

杂动力学行为的解不是周期解,目前还无法在某个合适的函数空间中应用 Morse理论之类的方法来研

究这类问题.

注意到周期解支撑了一个构型空间切丛 (余切丛) 上的不变测度, 对于作用量正定的 Hamilton

系统, 考虑相应 Lagrange 量的极小不变测度成为一个发展方向. 考虑满足以下条件的 Lagrange 量

L ∈ C2(TTn × T,R), 称为 Tonelli 型 Hamiltonian,
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(1) 正定性: L 关于 ẋ 的 Hessian 矩阵正定;

(2) 超线性增长性: 当 |ẋ| → ∞ 时, 对于所有的 (x, t) 都有 L(x, ẋ, t)/|ẋ| → ∞;

(3) 完备性: Lagrange 方程的每一个解都可以延拓到 t ∈ R.
其中第 3 个条件对于自治系统自然成立. 对于自治 Hamilton 系统, 即 Hamilton 函数不含时间 t, 由

Hamilton 方程得到 d
dtF (x(t), y(t)) = {F,H}, 这导出能量守恒律 H(x(t), y(t)) ≡ E. 由于这里研究的

Hamilton 系统的每一个等能量面是紧致无边流形, 所以解不可能在有限时间内爆破.

我们按照 Mañé [14] 的做法来叙述极小测度如何定义.给定一条绝对连续闭曲线 γ : [0, k] → Tn,即

γ(0) = γ(k), 我们就得到一个 TTn × T 上的测度 µγ 使得对于所有连续函数 f : TTn × T → R 都有

1

k

∫ k

0

f(γ̇(t), γ(t), t)dt =

∫
fdµγ .

考虑由所有闭曲线决定的测度的集合 {µγk
: k ∈ N}. 记 H 为其闭包, 称其为 holonomic 测度集合. 容

易证明存在 µ ∈ H 使得 ∫
Ldµ = inf

ν∈H

∫
Ldν,

而且该测度关于 Lagrange 流 ϕtL 不变, 即
∫
Ldϕt∗L µ =

∫
Ldµ 对于任意 t 都成立. 称该测度为极小不

变测度, 这样的测度不一定唯一.

在局部坐标下 1- 形式 η 都可以表示成为 η =
∑
ai(x)dxi, 注意到该形式为闭的充分必要条件是

∂ai

∂xj
=

∂aj

∂xi
. 借用符号 η =

∑
ai(x)ẋi, 我们看到条件 η 为闭使得 L− η 决定的 Lagrange 方程与 L 决定

的 Lagrange 方程相同. 给定上同调类 c ∈ H1(Tn,R), 取一闭 1- 形式 ηc 为其代表元, 容易看出存在不

变测度 µc (参见文献 [14–16]) 使得∫
(L− ηc)dµc = inf

ν∈H

∫
(L− ηc)dν,

而且此关系与选取的代表元无关. 称 µc 为 c- 极小不变测度. 所有 c- 不变测度的支撑构成的集合记为

M̃(c), 称其为相应于同调类 c 的 Mather 集. 记 α(c) = −
∫
(L − ηc)dµc, 可以证明 α : H1(Tn,R) → R

是具有超线性增长性的凸函数.

我们还可以引进极小曲线的概念 (参见文献 [14,17]). 一条绝对连续曲线 γ : R → Tn 称为 c- 半静

态曲线, 如果对于任意的 t0 < t1 和 t′0 < t′1 使得 t′0 − t0, t
′
1 − t1 ∈ Z 都有∫ t1

t0

(L− ηc + α(c))(γ̇(t), γ(t), t)dt 6
∫ t′1

t′0

(L− ηc + α(c))(ξ̇(t), ξ(t), t)dt

在条件 γ(t0) = ξ(t′0) 和 γ(t1) = ξ(t′1) 下成立. 这样的曲线自然是 Lagrange 方程的解, 所以决定了

一条轨道 (γ̇(t), γ(t)), 称其为 c- 半静态轨道. 我们将所有 c- 半静态轨道构成的集合记为 Ñ (c), 称

其为相应于同调类 c 的 Mañé 集. 显然有关系 M̃(c) ⊆ Ñ (c). 用 π : TTn → Tn 表示通常意义下

的投影, 记 M(c) = πM̃(c) 和 N (c) = πÑ (c). 可以证明, 集合映射 c → Ñ (c) 和 c → N (c) 具有上

半连续性. 我们还可以定义静态曲线. 一条 c- 半静态曲线称为 c- 静态曲线, 如果它满足以下条件:

对于曲线上任意一点 x 都存在一系列闭曲线 γk : [0, k] → Tn 使得 γk(0) = γk(k) = x, 沿着 γk 的

L− ηc + α(c) 的 Lagrange 作用量趋于 0. 所有 c- 静态轨道构成的集合称为 Aubry 集, 记为 Ã(c). 我

们有关系 M̃(c) ⊆ Ã(c) ⊆ Ñ (c). Aubry 集和 Mather 集都是切丛上的 Lipschitz 图, 即投影算子的逆

π−1 : A(c) → Ã(c) 和 π−1 : M(c) → M̃(c) 是 Lipschitz 映射. 而 Mañé 集合则不一定具有这样的性质.
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在一般情形下, 我们对于 Mather 集合的结构一无所知. 下面将要谈及的 Kolmogorov 不变环面,

某些低维不变环面 [18] 支撑着某种不变测度. 对于保面积扭转映射这样一种比较特殊的 Hamilton 系

统,我们知道所有 Mather集的结构. 在介绍扭转映射的结果前,先简单回顾关于圆周自映射的 Denjoy

理论. 考虑圆周上的同胚映射 f : T → T, Poincaré 引进了旋转数, 记为 ρ(f). 它表示任意一个点在映

射 f 下的平均旋转速度. 如果旋转数是无理数且一条轨道在圆周上构成稠密集, 则存在圆周上的同胚

h 使得如下左边的交换图成立:

T
x→x+ω //

h

��

T

h

��
T

f
// T,

T
x→x+ω //

h

��

T

h

��
Dω

f
// Dω.

Arnold [19] 提出问题,当 f 是微分同胚时, h是否也可以是微分同胚? Herman [20] 和 Yoccoz [21] 及后续

的工作对此给出肯定答案. 如果轨道不构成稠密集, 则存在 Cantor 集合 Dω 半共轭于刚体旋转, 使得

如上右边的交换图成立, 这里的 h 不再是同胚, 而是魔鬼阶梯函数. 我们称 Dω 为 Denjoy 集合.

恰当 (exact) 的保面积扭转映射 (x, y) ∈ T ∗T → (x′, y′) ∈ T ∗T 由生成函数 S(x, x′) 以如下形式给

出, 即 y′ = ∂S
∂x′ , y = −∂S

∂x . 函数 S 一般称为离散形式的 Lagrange 量. 构型 (. . . , xi, xi+1, . . .) 称为极小

构型, 如果
k−1∑
i=j

S(xi, xi+1) 6
k−1∑
i=j

S(x′i, x
′
i+1)

对于任意 j < k 以及满足条件 x′j = xj 和 x′k = xk 的任意构型 (x′j , x
′
j+1, . . . , x

′
k) 成立. 由于关系

∂S

∂x′
(xi−1, xi) +

∂S

∂x
(xi, xi+1) = 0

沿极小构型成立, 它决定了一条映射的轨道 (. . . , (xj , yj), . . . , (xk, yk), . . .), 称其为极小轨道. Moser [22]

试图以另一种方式推广到高维, 但是后续工作不多.

由 Aubry-Mather 理论可知, 对于任一无理旋转数 ω, 映射或者具有一个不变圈或一个嵌入在光

滑闭曲线上的 Denjoy 集合. 限制在不变圈时, 映射共轭于旋转数为 ω 的刚体旋转; 限制在 Denjoy 集

合上时, 映射半共轭于这样的刚体旋转. 这种 Denjoy 集合对每一个无理旋转数而言是唯一的, 称其为

Aubry-Mather 集 [23]. 对于有理旋转数, 极小集就是由周期轨道构成. 这里极小是全局极小. 当不变圈

不存在时, 还存在无穷多局部较小的 Denjoy 集合 [24]. 全局极小的是 Mather 集, 落在 deg = 1 的嵌入

圆周上, 而局部极小的 Denjoy 集合落在 deg > 1 的嵌入圆周上.

保面积扭转映射是柱面 T ∗T 到自身的映射. 以两个不变圈为边界, 我们就得到一个圆环域. 如果

在该圆环域内没有其他不变圈, 则称其为 Birkhoff 不稳定域. Mather [25] 证明了该区域中任意两个极

小轨道不变集 (Aubry-Mather 集合或极小周期轨道集) 之间都存在连接轨道. Mather 的证明很复杂,

但利用上同调等价的性质可以将其简化为一句话, 即这些 Aubry-Mather 集之间都具有上同调等价关

系, 因而存在连接轨道.

为在 TTn 上定义上同调等价关系, 称 Tn 的截面 Σ 是环面 Tn−1 的非退化嵌入, 如果存在光滑嵌

入映射 ϕ : Tn−1 → Tn 使得 Σ是该映射的像,并且导入映射 ϕ∗ : H1(Tn−1,Z) → H1(Tn,Z)是单射. 给

定一上同调类 c, 假设存在一个非退化嵌入的截面 Σc 使得所有的 c- 极小曲线都横截穿过该截面.
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对于自治 Lagrange 系统, 考虑 N (c) ∩ Σc 的一阶同调群. 由于 N (c) 是闭集, 因此存在开邻域 U

使得对于所有 N (c) 的开邻域 U ′ ⊆ U 都有

H1(U
′ ∩ Σc,Z) = H1(U ∩ Σc,Z),

从而可以记为 H1(N (c) ∩ Σc,Z). 作为 H1(Tn,Z) 的子群 iU∗H1(N (c) ∩ Σc,Z), 其零化子 (annihilator)

构成 H1(Tn,R) 的子群, 记为 V⊥
c , 对于所有的 c ∈ V⊥

c 和 g ∈ iU∗H1(N (c) ∩ Σc,Z) 都有

⟨g, c⟩ =
∮
γg

ηc = 0,

这里 γg 和 ηc 分别是 g 和 c 的代表元. 称 c 上同调等价于 c′ 是指存在一条连续道路 Γ : [0, 1] →
H1(Tn,R) 连接 c 与 c′, 沿着 Γ- 道路 α 函数保持常数, 对于每一个 s ∈ [0, 1] 都存在 δs > 0 使得对于

所有的 s′ ∈ (s− δs, s+ δs) 都有 Γ(s)− Γ(s′) ∈ V⊥
Γ(s).

对于非自治系统, 我们将 t 当成第 n+ 1 个角变量, 与之相对应将上同调类扩展为 c̃ = (c,−α(c)),
曲线表示为 (γ(t), t). 截面 Σc̃ 是取在扩展构型空间 Tn+1 中的 n维非退化嵌入环面. 去除沿着整条 Γ-

道路上 α 函数保持常数的限制, 我们也可以类似定义非自治系统的上同调等价关系.

定理 2.1 [26–28] 如果上同调类 c 和 c′ 相互等价, 则存在轨道连接 M̃(c) 与 M̃(c′).

该定理给出了一种局部连接轨道的机制, 如果 Ñ (c) 的一阶同调类有缺陷, 则在其对偶空间的垂

直方向上的 Mañé 集之间可以有连接轨道. 还有另外一种连接轨道的机制, 即稳定与不稳定流形横截

相交的变分形式. 为此, 我们引入 Hamilton-Jacobi 方程弱 KAM 解的概念.

所谓 Hamilton-Jacobi 方程弱 KAM 解其实就是一种黏性解, 它是 Lax-Oleinik 算子的不动点. 以

自治系统为例,

T−
t u(x) = inf

γ

{
u(γ(0)) +

∫ 0

−t

(L− ηc + α(c))(γ̇(s), γ(s), s)ds

}
定义了负向 Lax-Oleinik算子. 它具有不动点 u−(x) (参见文献 [29]). 这种不动点实际上就是 Hamilton-

Jacobi 方程 H(x, ∂u+ c) = α(c) 的黏性解. 对于 Tonelli 型 Lagrange 量而言, 这些不动点是 Lipschitz

函数,因而几乎处处可微.在可微点 x处, (x, ∂u−(x))决定了一条负向极小轨道 γ : (−∞, 0] → Tn 使得

γ(0) = x, γ̇(0) = ∂yH(x, ∂u−(x)). 类似还可以定义正向 Lax-Oleinik 算子 T+
t , 其不动点 u+ 在可微处

唯一决定了正向极小轨道. 对于非自治系统, Lax-Oleinik算子在通常意义下不一定收敛 [30]. 严军和王

楷植构造了一类新型的算子半群,作用在任意连续函数上都收敛到 Hamilton-Jacobi方程的黏性解 [31].

负向解是半凹函数 (可以表示成为凹函数与二次可微函数之和), 正向解是半凸函数 (可以表示成为凸

函数与二次可微函数之和). Mather 集的正负向弱 KAM 解 u+ 和 u− 决定了这个集合的稳定和不稳

定集合. 如果 Mather 集是低维环面, 则非退化时就具有双曲结构. 这时正负弱 KAM 解就决定了局部

稳定与不稳定流形 W± = Graph(du±). 当 Mather集不具有流形结构时,稳定与不稳定流形不再存在,

但决定稳定与不稳定集合的生成函数依然存在. 稳定与不稳定流形相交意味着障碍函数 u− − u+ 在

那一点达到临界. 由于障碍函数是半凹函数, 所以它在极小点处可微, 在此处有 ∂u+ = ∂u−. 因此, 障

碍函数的极小点决定了一条同宿轨道. 该极小点与其他极小点不连通则意味着拓扑横截相交. 在这种

情形下, 由 λ- 引理可知该 Mather 集与邻近的 Mather 集之间有连接轨道.

弱 KAM 解在全局范围上一般不是经典解, 特征线相交产生奇性. Cannarsa 和程伟利用内蕴方法

给出了奇点沿广义特征线传播的全局理论 [32]. 他们又建立了紧流形上 Aubry 集的补集与弱 KAM 解

割迹的同伦等价性 [33]. 弱 KAM 理论还可以扩展到切触形式的 Hamilton-Jacobi 方程. 它包含了带阻
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尼的 Duffing 方程等重要的非能量守恒模型. 严军、王林和王楷植等率先就此展开研究, 创立隐式变

分原理并建立了切触系统的正负向 Lax-Oleinik 半群 [34], 证明了静态方程解的存在性 [35], 建立了相应

的 Mather 理论 [36].

3 Kolmogorov 定理

给定一 C2- 光滑 Hamilton 函数 H(x, y, t), (x, y) ∈ R2n, 我们就得到一组 n 个自由度的 Hamilton

方程 (2.1). 作为研究 Hamilton 系统的开始, 人们自然会考虑寻找足够多的相互独立的首次积分. 函

数 F (x, y) 称为 H 的首次积分是指该函数沿着方程的任意解曲线保持常数, 这意味着二者的 Poisson

括号为 0, 即

{F,H} =
n∑

i=1

∂F

∂xi

∂H

∂yi
− ∂F

∂yi

∂H

∂xi
≡ 0.

定理 3.1 (Liouville) 对于 n 个自由度自治 Hamilton 系统 (2.1) 而言, 如果存在 n 个函数 F1 =

H,F2, . . . , Fn 满足如下条件:

(1) 对于所有 1 6 i, j 6 n 有 {Fi, Fj} ≡ 0 成立;

(2) 对于等值面 MF = {(x, y) : F (x, y) = fi, i = 1, 2, . . . , n} 上的所有点 (x, y) 而言, n 个 1- 形式

dF1, . . . , dFn 相互线性独立,

则有以下结论成立:

(1)MF 是光滑的流 Φt
H 不变流形. 如果紧致连通,则同胚于 n环面 Tn = {q1, q2, . . . , qn : mod 2π};

(2) 在 MF 上相流 Φt
H 为拟周期或周期, 在角坐标 q = (q1, q2, . . . , qn) 下的方程为 q̇ = ω(f). 这意

味着存在作用 - 角变量坐标 (p, q), 在正则变换 (x, y) → (p, q) 之下 Hamilton 量为 H(x, y) = h(p), 即

方程显式可解.

根据早在 400年前就发现的 Kepler第二定律,对每一个行星而言,太阳和行星的连线在相当的时

间内扫过相等的面积. 这个面积就是作用量 p. 当然, 我们现在知道这只是近似. 而这种面积变量的变

化则意味着 Arnold 扩散, 这在下面会作进一步阐述.

尽管 Liouville 定理如此之漂亮, 但遗憾的是可积系统在自然界非常稀少. 要研究具有自然背景的

Hamilton 系统, 我们就必须研究不可积系统. 幸运的是, 有不少具有自然背景的系统的数学模型可以

归结为近可积系统

H(p, q) = h(p) + ϵP (p, q), (p, q) ∈ Rn × Tn, (3.1)

如太阳系. 遵循万有引力定律的太阳系由太阳和八大行星组成, 数学上都近似成质点. 作为研究近可

积系统的第一步尝试, 人们试图将解函数展开为小参数的级数而利用摄动方法求解. 对此人们必须回

答一个问题, 即这样的级数是否收敛? 无论扰动如何之小, 长时间的积累使得人们都不能忽视扰动项

的作用. 因共振现象时存在而产生久期项自不必说, 而多重频率因非共振而产生的小分母也使得形式

级数难以收敛. 在长期困扰人们后, 这一问题的重大突破由 Kolmogorov [3] 做出:

定理 3.2 设近可积 Hamilton 量 (3.1) 在区域 {|Imq| 6 σ, |p− p∗| 6 s} 上实解析, 且满足非退化

条件 |∂
2h

∂p2 | ̸= 0. 如果旋转频率 ω = ∂h(p∗) 满足 (D,µ)- 型 Diophantine 条件, 即存在 D > 0 和 µ > n

使得

|⟨ω, k⟩| =
∣∣∣∣ n∑
i=1

kiωi

∣∣∣∣ > D

|k|µ
, ∀ k ∈ Zn\{0},
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则存在 ϵ∗ = ϵ∗(h, σ,D, µ) > 0 使得对于所有 ϵ 6 ϵ∗, Hamilton 量 (3.1) 所决定的流 Φt
H 具有实解析不

变流形 Mω = {p = p∗ + U(ϕ), q = ϕ+ V (ϕ) : ϕ ∈ Tn}, 其中 ϕ(t) = ωt+ ϕ(0), U 和 V 在 {|Imq| 6 1
2σ}

实解析, 当 ϵ→ 0 时有 |U |, |V | → 0.

可以看出, 这个不变流形就是标准环面 p = p∗ 的微小变形. 只要常数 D > 0 足够小而 µ > n, 满

足 (D,µ)-型 Diophantine条件的频率构成 Lebesgue测度接近全测的集合.这意味着,在足够小的扰动

下, 系统在接近全测的意义下依然是可积的! 由于系统在不同的不变环面上具有不同的旋转频率, 因

此, 统计力学的基础 - 遍历性假设在数学意义下不再正确: 空间平均不等于沿着大部分轨道的时间平

均. 幸运的是,这个初看上去令人震惊的结论并不影响统计力学的应用. Kolmogorov定理要求的 ϵ > 0

随着自由度数目的增加而急剧减小, 以至于在应用时就认为是零. 我们将在本文后面再探讨这一定理

的意义.

该定理的证明由一系列近似恒等变换来实现, 类似于 Newton 迭代. 在纪念 Moser 的文章 [37] 中,

Mather 等对此做了精准的评价. 要实现 Newton 迭代, 我们必须求解线性化方程. 为此, 证明线性导

算子的逆存在且有界就成为关键. 遗憾的是, 这一点往往难以做到. Kolmogorov 设计的迭代放弃了证

明线性导算子的逆存在且有界这一想法, 用充分接近的割线取代切线 (线性导算子). 这样引起的收敛

速度虽然由指数 2 次减慢为指数 1 + δ 次, 但仍然能够保证这无穷多次迭代的复合收敛. 每一次的近

似恒等变换由 Hamilton 流 Φt
W 的周期时间映射 ΦW = Φt

W |t=1 产生, 于是有

HΦW = h+ ϵP + {h+ ϵP,W}+ 1

2

∫ 1

0

(1− t){{P,W},W}Φt
W dt.

令 [P ] = 1
(2π)n

∫ 2π

0
· · ·

∫ 2π

0
Pdq1 · · · dqn. 如果选择函数 W 满足同调方程 ⟨ω, ∂xW ⟩+ ϵ(P − [P ]) = 0, 则

Hamilton 量在变换下具有形式 HΦW = (h+ ϵ[P ])(p) + ϵ1+δP1(p, q), 其中 |ϵ1+δP1(p, q)| 6 ϵ1+δ 是以解

析区域适当收缩而实现的. 最终, limk→∞ ΦW1ΦW2 · · ·ΦWk
在 {|Imq| 6 1

2σ, p = p∗} 上收敛.

任意自由度的 Kolmogorov 定理的完整证明在解析条件下由 Arnold [38] 给出. 在解析函数范畴内,

函数导数的上界由函数值和解析区域的大小决定, 这使得坐标变换迭代收敛性的分析比较容易. 在二

维保面积情形下, 运用光滑化技巧, Moser [39, 40] 将光滑性降低至 333 阶可微.

在完成 Kolmogorov 定理证明的同时, Arnold [19] 也把相关理论应用到天体力学的一类 n 体问

题的研究. 考虑若干个天体, 其中一个天体比其他所有天体的质量大得多. 在小偏心率、小倾斜角和

小天体之间不碰撞的条件之下, 该问题的数学模型是近可积 Hamilton 系统. 然而, 由于该模型缺失

Kolmogorov 定理所要求的非退化性, 人们并不能直接应用该定理. 为此, Arnold 将角变量分为快变和

慢变两类角变量, 提出利用小扰动项的平均来补偿非退化性. 他就平面三体问题进行了深入研究. 在

Féjoz的工作 [41]之后, Chierchia和 Pinzari发现对于 n+1体问题而言,在 6n维相空间中存在 6n−2

维不变叶层结构. 限制在这种不变叶层上, Kolmogorov退化性不再出现,从而圆满地解决了该问题 [42].

也许受 Arnold这一工作的影响,人们关心是否可以将 Kolmogorov非退化条件减弱. Rüssman提出可

以将条件 |∂
2h

∂p2 | ̸= 0 减弱为频率映射 ∂h 的像不落在某一超平面中这一条件, 后来称其为 Rüssman 非

退化条件. Arnold 等的书 [43] 中指出程 - 孙、Herman、Rüssman 和 Sevryuk 分别给出证明, 文献 [44]

是第一个正式发表. 容易看出, Rüssman 条件是保证 Kolmogorov 定理成立的最弱非退化条件.

Kolmogorov 定理不仅可以对于近可积 Hamilton 系统建立, 而且对于一类不具有恰当辛结构的保

体积映射也可以建立 (参见文献 [45]): (I, ϕ, ψ) ∈ R× T2 → (I1, ϕ1, ψ1) ∈ R× T2,

I1 = I + ϵU(I, ϕ, ψ),

ϕ1 = ϕ+ f(I) + ϵV (I, ϕ, ψ),
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ψ1 = ψ + g(I) + ϵW (I, ϕ, ψ),

其中 {(f(I), g(I)) : I ∈ R}构成一条弯曲的曲线.我们证明,对于足够小的 ϵ > 0,该映射存在许多 2维

不变环面, 它们构成一个接近 Lebesgue 全测的无处稠密的闭集. 这个结果有不少重要应用. 一是否定

了源于 Boltzman 的在保体积范畴内的拟遍历猜测, 因为 2 维不变环面阻挡了在 3 维空间内到处游走

的轨道;二是否定了 Pesin的正 Lyapunov指数猜测,证实了非一致双曲系统在保体积微分同胚范畴内

不通有, 因而此结果的存在导致微分动力系统专家需要研究部分双曲系统 (参见文献 [46–48]); 三是在

3 维不可压缩流体中的应用 (参见文献 [49, 50]), 实验观察到流体中确实有这种现象 (参见文献 [51]).

这个结果可以平行推广至一个作用量, 任意个角变量的保体积映射, 技术上没有难度. Herman、de la

Llave 和夏志宏等做了这种推广 (参见文献 [52–55]).

在 Moser 的工作之后, Herman、Rüssman 和 Pöschel 将光滑性条件降至 C2n+δ. 就保面积扭

转映射 (相当于 n = 2) 这一特殊情形, Herman [56, 57] 证明了光滑性要求至少为 C4, 否则 KAM 不

变圈就可能不存在. 在 Herman 这一结果发表 30 年后, 我们证明了对于任意 n 个自由度的近可积

Hamilton系统而言,光滑性要求至少为 C2n,否则就有反例 (参见文献 [58,59]): 指定任意 Diophantine

频率 ω, 存在 C2n−δ- 拓扑下任意小的扰动打破该旋转频率的不变环面. 注意到不变环面实际上是

Hamilton-Jacobi 方程经典解的微分的图像, 该结果说明 Hamilton-Jacobi 方程在高能量处的经典解

的存在性居然与 Hamilton 函数的光滑性有关. 另一方面, 通有情形下, 方程在低能量处不存在经典

解 [28], 与 Hamilton 函数的光滑性无关.

对于有限自由度 Hamilton 系统, 这方面的工作还有双曲型 [60, 61]、椭圆型不变环面的存在性 [62]

及共振环面破裂后残留的低维环面 [63–67] 的存在性等工作.

对于 Hamilton 偏微分方程如非线性波动方程, 非线性 Schrödinger 方程等, 自 20 世纪 80 年代

起开始有工作利用各种改进的 KAM 迭代技术证明小振幅拟周期解 (有限维环面) 的存在性, 其中有

Craig和Wayne [68,69] 关于非线性波动方程的工作, Bourgain [70]、Eliasson和 Kuksin [71] 关于高维非线

性 Schrödinger 方程的工作, 刘建军和袁小平关于在无界扰动下拟周期解的存在性的工作 [72, 73] 等.

关于有限或无限维系统中低维环面存在性有大量的论文发表, 不在此一一列举.

4 Arnold 扩散

根据 Kolmogorov 定理, 近可积系统的相空间大部分由不变环面所占据 (Lebesgue 测度意义下).

但是, 这些环面构成的集合是一个无处稠密的闭集. 对于 n 个自由度的自治系统而言, 相空间分层为

一族 2n−1维等能量面. 每一个等能量面关于 Hamilton流不变.当 n > 3时, n维环面不分割 (2n−1)

维等能量面. 这意味着这些不变环面的余集是连通集. 一个自然的问题便是, 是否存在轨道在此余集

中到处游走?

作为研究该问题的第一步, Arnold [5] 构造了一个特殊的两个半自由度的 Hamilton 系统

H(p, q, t) =
1

2
(p21 + p22) + ϵ(cos q1 − 1)(1 + µ(cos q2 + cos t)). (4.1)

他证明了, 对于任意的 A < B, 该系统存在轨道 (p(t), q(t)) 连接区域 {p2 < A} 与 {p2 > B}. 尽管这个
例子非常特殊,他仍然猜测多自由度近可积 Hamilton系统具有动力学不稳定性. 考虑近可积 Hamilton

系统

H(p, q) = h(p) + ϵP (p, q), (p, q) ∈ Rn × Tn. (4.2)
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猜测 [6]: 在自由度不小于 3 的一般情形下, 近可积 Hamilton 系统 (4.2) 具有一条轨道先后穿过位于等

能量面的同一连通分支上任意两点 p′ 和 p′′ 的任意小邻域.

这就是所谓 Arnold 扩散猜测. 由于相空间具有很多的不变环面, 因此, 这种轨道应该出现在共振

线附近.为了运用变分方法,考虑正定系统,即 h是 y 的严格凸函数,经典力学系统便满足这样的条件.

以 3 个自由度系统为例, 对于 E > minh, 等值面 h−1(E) 是 3 维空间中的椭球面. 给定 k ∈ Z3\{0},
共振平面 ⟨k, ω⟩ = 0 与 ∂h(h−1(E)) 相交于一条道路 Γk. 在 Γk 与 Γk′ 相交处的频率满足两个共振关

系. 给定 k, 如果 ∥k′∥ 的模不大, 则称该频率是 (强) 双共振点, 否则称其为弱双共振. 共振线上大部

分频率满足单共振或弱双共振条件. 如图, 我们希望构造轨道, 使得其作用量从 p̄∗ 出发, 沿着 Γk∗ 与

Γk⋆ 缓慢地变化到 p̄⋆.

根据文献 [74], 我们可以选择适当多的双共振点 {pi}, 以其为中心的若干圆盘 {p : ∥p − pi∥ 6 ρi}
覆盖该道路. 半径 ρi = O(ϵσ), 其中 σ 介于 1

3 到
1
7 之间, 与第二共振关系有关. 限制在每一个双共振

的圆盘内, 通过齐次化变换和等能量约化, 我们得到以下形式的两个自由度周期非自治系统 [74]:

Gϵ(x, y, τ) =
1

2
⟨Ay, y⟩ − V (x) + ϵσR

(
x, y,

τ√
ϵ

)
, (x, τ) ∈ T2 × T, ∥y∥ 6 O(ϵσ−

1
2 ), (4.3)

其中 A 是正定矩阵, x = (x1, x2), x1 = ⟨k′, q⟩, x2 = ⟨k′′, q⟩, k′ = k⋆ 或 k∗, k′′i 是 pi 点处的第二个共振

关系, 坐标 y 是坐标 x 的辛对偶, V = Vk′(x1) + Vk′,k′′
i
(x1, x2),

Vk′ = −
∑

j∈Z\{0}

Pjk′(pi)e
j⟨k′,q⟩i,

∗ Vk′,k′′
i
= −

∑
(j,l)∈Z2,l ̸=0

Pjk′+lk′′
i
(pi)e

(j⟨k′,q⟩+l⟨k′′
i ,q⟩)i,

其中 Pjk′ 和 Pjk′+lk′′
i
是 P 展开为关于 q 的 Fourier 级数的相关系数. 由于 |Pk| 6 ∥P∥Cm |k|−m, 条件

m > 3 和 |k′′i | 足够大就可以保证 Vk′,k′′
i
的 C2- 模足够小. 首先考虑系统 1

2 ⟨Ay, y⟩ − Vk′(x1). 容易看出

Vk′ 的非退化极小点 x∗1 对应着法向双曲不变柱面

Π0 = {(x, y) ∈ T2 × R2 : x1 = x∗1, y = A−1(0, ω), ω ∈ R}.

应用法向双曲不变流形定理 [75] 可知, 如果 |k′′i | 足够大, 则项 Vk′,k′′
i
(x) 可以作为小扰动处理, 因而,

Hamilton量 1
2 ⟨Ay, y⟩+ V (x)决定的流在 Π0 的邻域内也具有法向双曲不变柱面 Π. 在这种情形下, 我

们得到所谓预双曲 (a priori unstable) 系统. 因此, 给定一个通有性扰动 P (p, q), 需要作为强双共振处

理的共振点个数与 ϵ 无关. 而对于相对比较小的 |k′′i |, 我们无法将 Vk′,k′′
i
(x) 作为小扰动处理, 因而系

统无法约化称预双曲系统. 这就是著名的双共振问题. 因此, 3 个自由度近可积系统 Arnold 扩散的研

究分为两个阶段, 一是研究预双曲系统沿着柱面的轨道扩散, 二是如何通过双共振.
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预双曲系统沿着柱面的轨道扩散研究主要有两点困难, 一是 gap 问题, 二是横截相交的通有性问

题. 我们之所以说 Arnold 构造的例子 (4.1) 非常特殊就是因为这些问题不出现. 在这个例子中, 双曲

柱面全部由不变圈构成. 每一个不变圈的稳定与不稳定流形横截相交, 从而导致一个不变圈的不稳定

流形与附近不变圈的稳定流形相交而形成转移链. 根据 λ- 引理, 我们就可以得到沿着柱面扩散的轨

道. 在通有情形下, 这两个问题会出现. 对于 1
2 ⟨Ay, y⟩ − V (x) 决定的流限制在柱面 Π 上是可积系统.

根据法向双曲不变流形定理, 在小扰动 ϵσR 之下, 流 Φt
Gϵ
决定的周期时间映射 (Poincaré 映射) 也具

有一法向双曲不变柱面 Πϵ,是 Π的微小变形. 限制在该柱面上,我们得到一个近可积保面积扭转映射.

对于共振旋转数,柱面上会出现 Birkhoff不稳定域.对于强共振,不稳定域的宽度达到 O(ϵ
σ
2 )量级. 从

而导致不稳定域一侧不变圈的不稳定流形可能无法与另一侧不变圈的稳定流形相交. 这就是所谓的

gap问题.在不变圈聚集的地方,我们也必须验证这种横截相交性对于所有的不变圈都成立. 由于这些

不变圈有不可数无穷多, 构成 Lebesgue 正测集, 这种验证亦非易事. 在严军与笔者合作的工作 [26,76]

中, 这两个问题得到了解决. 由于 Birkhoff 不稳定域中没有不变圈, 因而所有相应的 Mañé 集限制在

时间截面上是完全不连通集合. 所以, 它们之间具有平凡的上同调等价关系 (一种最简单的等价关系).

这也顺便解释了 Mather 的证明 [25] 为什么可以大幅度简化. 通过证明障碍函数具有 1
2 -Hölder 模连

续性, 横截相交问题得到解决. 所以, 在把上同调等价机制和 Arnold 机制的变分框架结合后, 我们解

决了预双曲系统沿着柱面的轨道扩散的通有性 (residual) 问题. 如上图, 红色曲线表示扩散轨道, 但是

忽略了它围着柱面旋转的分量. 文献 [77] 中证明也存在完全以异宿轨机制扩散的轨道. Treschev [78]

利用分界线映射证明了 cusp-residual 性质. 所谓 cusp-residual 性质是指在函数空间的单位球上存在

一个 residual集合,对于该集合的每一个扰动函数 P ,存在 ϵ > 0使得扩散存在. 这里 ϵ的下界是 0,而

residual性质是指存在 ϵ > 0,在半径为 ϵ的球中存在通有集合,对于该集合中的每一个扰动函数扩散均

存在. 所以, cusp-residual 比 residual 弱得多. de la Llave 等利用共振二次环面的想法证明了一类预双

曲系统的扩散问题 [79], 但这个方法仅能处理只含有限 Fourier 展开项的扰动项, 当展开项趋向无穷多

时, ϵ→ 0,因而不具有通有性. Bernard在文献 [80]中将我们提出的两种机制总结成他所定义的等价关

系这样一个抽象框架: 两个Mather集 M̃(c)和 M̃(c′)称为等价,如果存在道路 Γ:[0, 1] → H1(M,R)使
得 Γ(0) = c, Γ(1) = c′, 对于任意的 s ∈ [0, 1], 或者 M̃(Γ(s)) 具有离散的极小同宿轨, 或者 Ñ (Γ(s)) |t=0

是完全不连通集合. 第一种情形就是 Arnold 机制, 但离散极小同宿轨这一条件是否通有并不清楚, 我

们只是证明了极小同宿轨完全不连通是通有性条件, 但这对于扩散轨道的通有性构造是足够了. 第二

种情形就是上同调等价的最简单情形,不包括我们为解决双共振问题而发现的非平凡的上同调等价关

系 (参见文献 [28]).

双共振问题由于我们新发现了一种上同调等价关系而获得解决 (参见文献 [28, 81, 82]). 作为第一

步, 首先考虑 Hamilton 量 (4.3) 的主部, 是两自由度经典力学系统

G(x, y) =
1

2
⟨Ay, y⟩ − V (x). (4.4)
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这是一个不可积系统. 利用变分方法我们证明 (参见文献 [82]), 任给同调类 g ∈ H1(T2,Z), 任给能量
区间 0 < E0 < E1 < ∞ 以及对于通有的势能函数 V , 该力学系统存在有限段伦型为 g 的法向双曲不

变柱面. 势能 V 具有唯一不动点且非退化这一条件保证系统在低能量段具有唯一伦型为 g 的法向双

曲不变柱面, 而 A 的正定性保证了在高能量段这种柱面的存在唯一性 (参见文献 [81]). 注意到 Mañé

集 Ñ (C) 位于 E = α(c) 的能量面上, 我们建立了这样一种上同调等价关系: 存在 d > 0 使得对于任

意 E ∈ [0, d] 所有位于等值闭曲线 α−1(E) 上的上同调类都互相等价. 上同调道路上的 Ñ (c) ∩ Σc 不

一定是完全不连通集合, 可以含有不可收缩的闭圈 γ 但 ⟨γ, c′ − c⟩ =
∫
γ
ηc′−c = 0 对于充分接近于 c

的 c′ ∈ α−1(E) 成立. 在周期小扰动之下, 这种等价关系仍然成立. 注意到伦型为 g 的法向柱面决定

了上同调类空间的一个通道 L (g), 从 α−1(ϵ2σ−1) 延伸进入 {c : 0 < α(c) < d}, 这意味着基于这种
上同调等价而存在的连接轨道可以连接两个柱面, 从而实现了构造扩散轨道穿过双共振区域 (参见文

献 [28, 83]). 在 cusp-residual 意义下 3 个自由度近可积正定系统的 Arnold 扩散的存在性因而是直接

推论 (参见文献 [74]).

Mather 自 2002 年便宣布能够解决双共振问题 [84], 且在后来的十余年中一直声称他能够证明此

事1), 但最终未能达到目的. 为了解释他的想法, 不失一般性, 假设势能函数在 x = 0 达到唯一极小点

并且非退化. 这样 (x, y) = 0 是具有不可缩同宿轨的双曲不动点 [85]. 由于对称性 G(x, y) = G(x,−y),
该不动点具有至少两对最小同宿轨, 每一对同宿轨对应于一对同调类 ±gi. 这些同调类在正整数系数
下张成整个 H1(T2,Z). 选定的共振线对应的同调类或者正好是某个同调类 gi, 或者是相邻的两个同

调类的组合 kigi + kjgj . 在第二种情形下, Mather 认为应该有伦型为 k1g1 + k2g2 的法向双曲不变柱

面从远处延伸至不动点附近. 扩散轨道沿着这些柱面延伸至不动点对应的周期解附近, 然后跳转至 gi

的上同调对偶通道里穿过双共振. 至于 Mather以何种方式构造穿过双共振的轨道,笔者不得而知. 不

久前 Marco 为此提出一个方案 [86, 87]. 他认为从一对同宿轨出发可以延拓出一个带洞的法向双曲不变

柱面, 这是一个带边的流形. 同宿轨位于零能量面上. 考虑到在周期扰动下带边流形会损失一部分, 我

们需要将该带边流形向负能量区延拓, 这部分区域由可收缩的周期轨道构成. 为了能够应用法向双曲

不变流形定理, 我们必须证明该带边流形具有 C1- 可微性, 而这一点在 Marco 的文章中并没有得到证

明. Kaloshin 等的预印本 [88] 虽然长达 180 多页, 但也是采用 Mather 的途径和 Marco 的想法. 然而

他们也没有证明这个带洞流形的 C1- 可微性.

图 1 (网络版彩图) 区域 Π+ 由正能量周期轨构成, 区域 Π− 由负能量周期轨构成

该带边流形是由正能量周期轨和负能量周期轨再加上同宿轨拼接而成. 正能量周期轨不可收缩,

而负能量周期轨则可收缩. 除去同宿轨的开区域上的可微性容易证明: 同宿轨附近的最小周期轨是双

曲型的, 这意味着 Poincaré 周期回归映射非退化, 从而保证流形在每一条这样的周期轨上的可微性.

但是当周期轨趋向同宿轨时, 回归周期趋于无穷, 同宿轨上不存在回归映射, 人们自然产生这样的疑

问, 该可微性能否延拓到同宿轨? 即便可以延伸到同宿轨, 两边的法向导数是否相同? 最近我们对任

意多自由度力学系统证明了这种光滑性 (参见文献 [89]). 我们发现, 不仅从一对同宿轨可以向正负能

1) Mather J. Near double resonance. Talks at the conferences on dynamical systems at Nice (2009) and Toronto, Nanjing,
Oberwolfach, Edinburgh (2011)
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量区延拓出具有一个洞的柱面, 而且可以从任意对具有不同伦型 {g1, . . . , gm} 的同宿轨延拓出具有伦
型为

∑m
k=1 kigi 的带边 C1- 光滑流形, 这里正整数组 {k1, . . . , km} 不可约. 在提升到适当的有限覆盖

空间后, 它就是具有
∑m

i=1 ki 个洞的柱面. 如下图, 以 m = 2, k1 = k2 = 1 为例, 左边是在 Tn × Rn 中

的奇异柱面, 两对同宿轨分别用红色线和蓝色线表示, 右图是其在覆盖空间中的提升.

对 n个自由度的系统 (4.4)而言,矩阵 Jdiag{A, ∂2V (0)}具有 n对实特征根 (±λ1,±λ2, . . . ,±λn),
如果 x = 0 是势能 V 的极小点. 上述结果需要以下条件:

(1) λ1 < λ2 < · · · < λn, 最小同宿轨都沿着特征值 ±λ1 的特征方向趋向于不动点;

(2) 势能具有较高的光滑性 V ∈ C2κ+1, 其中 κ 满足条件 (κ− 1)λ1 > λn.

我们不知道在仅假设 V ∈ C4 的条件下如何证明此结果 (参见文献 [88]). 对于足够光滑的系统而言,

文献 [89]结果说明二共振问题并不引起特殊的困难 (至少对于具有较高光滑性的系统),扩散轨道的构

造与预双曲情形类似,沿着同调类组合型的法向双曲不变柱面,应用文献 [26,76]的方法就可以穿越双

共振, 而不需要像 Mather 建议的道路那样费周折, 在穿过双共振前改组合同调类到单个同调类, 在穿

越以后再改回到原先的组合同调类道路. 当然, 利用这个结果我们也可以证明 Mather 建议的道路由

于 Marco的发现是行得通的. 这样我们就得到了 3种不同的通过双共振的道路,一个值得研究的问题

便是, 沿着哪一条路径扩散轨道最多, 扩散速度最快?

对于 n > 3 的系统而言, 不仅有二重共振, 而且有三重直至 n − 1 重共振关系. 仅仅用文献 [28]

建立的上同调等价关系还不能处理越过多重共振点的问题.三重以上的共振会导致共振点两端扩散道

路对应的上同调类错位. 这一问题可以依据文献 [90] 中得到的障碍函数的模连续性, 在上同调空间中

增加一段 “爬楼梯” 路径加以解决. 由此我们对于任意有限自由度正定近可积系统的 Arnold 扩散在

cusp-residual 光滑拓扑意义下在文献 [91] 中给出了证明. 文献 [92] 的题目比较醒目, 实际上他们并没

有证明到这一点. 如前所述,在单共振 (弱双共振)附近存在一小段法向双曲不变柱面 [93],因而系统在

此附近可以约化为预双曲系统, 直接应用已有的方法, 如文献 [76], 便可得到文献 [92] 的结果: 存在作

用量发生小幅度变化的轨道.

既然存在 Arnold 扩散, 那么人们自然会问扩散速度有多快? 根据 Nekhoroshev 以及后续的结果,

在 exp(cϵ−1/2n) 的时间尺度内, 作用量只发生 ϵ 量级的变化. 由此可见扩散速度相当缓慢 [94, 95].

5 动力学复杂性

根据 Kolmogorov 定理, 这些不变环面构成的集合占据相空间的大部分区域. 但该集合无处稠密,

在其处处稠密的余集中存在扩散轨道. 所以人们自然会问这些不变环面是否具有动力学稳定性. Mor-

bidelli 和 Giorgilli 在 20 世纪 90 年代发现不变环面附近的轨道扩散速度上限是 O(exp[− exp(1/σ)]),

其中 σ 是轨道到不变环面的距离,即不变环面具有超指数的稳定性 [96]. 如果将扩散速度展开为距离 σ
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的 Taylor 级数, 人们则得到扩散 “速度” 为零这样的稳定性结果. 这不禁令人回想起 Lagrange 等 “证

明了” 太阳系稳定性的往事.

最近的研究表明, 无论多高精度的近似都会导致人们对于稳定性判断的根本性错误. 张建路等发

现, 3 个自由度系统的 Kolmogorov 不变环面在 Lyapunov 意义下不稳定, 在不变环面附近既存在轨道

以该环面为其 ω- 极限集 (时间趋于正无穷时, 轨道无限接近不变环面), 也存在轨道以该环面为其 α-

极限集 (时间趋于负无穷时, 轨道无限接近不变环面) [97]. 由于 Kolmogorov 不变环面是覆盖整个构型

空间的 Lagrange 子流形, 这些正、负向渐近轨道看来并不像双曲低维不变流形的渐近轨道那样对应

于某种生成函数, 后者是以指数速度趋向于低维流形. 众所周知, 除去在稳定或不稳定流形上的轨道,

其他任何轨道的 ω- 或 α- 极限集都不可能正好是该低维流形.

在证明 Kolmogorov 定理之后, Arnold 即指出高维椭圆型不动点是否具有 Lyapunov 动力学稳定

性这一问题依然未知 [19]. Douady 构造了一个 4 维辛映射 [98] 说明椭圆不动点可以不具有这样的稳

定性: 在该不动点的任意小邻域中都具有轨道离开一个固定的邻域 U . 但这并不意味着椭圆不动点

本身是自 U 之外出发的某些轨道的 α- 极限集. 如果椭圆不动点的频率满足共振关系, 根据三自由度

Hamilton 系统中 Arnold 扩散的存在通有性可知该椭圆不动点不仅不具有 Lyapunov 动力学稳定性,

而且是一些轨道的 α- 极限集以及另外一些轨道的 ω- 极限集. 如果频率是 Diophantine 向量, 相同的

现象依然存在, 但证明更加复杂, 原理与文献 [97] 中的证明技术基本相同.

Herman 曾经猜测 [1] 在通有情况下多自由度 Hamilton 系统的等能量面上具有稠轨道, 这实际上

就是源自 Ehrenfest的拟遍历猜测 [99]. 笔者认为这是比 Arnold扩散困难得多的问题,人们还需要长时

间的研究积累才可能解决此问题. 这间接印证了为何 Arnold 扩散如此受到重视, Arnold 选取了一个

恰当的切入点, 一方面具有更加惊人和意想不到的物理意义, 另一方面它又不是极端之困难以至于人

们不知道如何下手去研究. Birkhoff [100] 曾经研究了负曲率曲面上的测地流, 证明了存在这样的轨道,

其极限集包含了各种伦型的最短闭测地线. 根据 Gauss-Bonnet 公式, 这种曲面的亏格不会小于 2. 所

以, Birkhoff 的结果不能应用到构型空间为 T2 的力学系统 (4.4). 根据文献 [28, 定理 1.3] 可知, 在低

能量面上存在这样的轨道, 其极限集包含了该能量面的所有 Aubry集合 (极小周期轨一定是对应于某

个上同调类的 Aubry 集合).

正如 Moser 所说, 对古老的天体力学问题的长期研究刺激了 Hamilton 动力系统理论的发展 [101].

从 Newton 开始, 经过 Lagrange、Poincaré、Kolmogorov 和 Arnold 等一大批杰出数学家的不懈努

力, 如今我们可以运用 Kolmogorov 理论和 Arnold 扩散等理论来理解太阳系的稳定性, 但还不能直

接证明. 如果把受 Newton 万有引力支配的太阳系在作用 - 角变量坐标系下写成近可积形式, 那么

ϵ ≈ 0.5 × 10−3. 这个参数对于物理学家而言也许可以认为很小, 但对于应用 Kolmogorov 定理而言却

是太大了. 如何将 ϵ 的上界在数量级上有所提升是一件非常有意义但也非常困难的事. 如果这两个理

论可以运用于太阳系, 我们可知太阳系在大概率意义下稳定. 如果初始条件落在不变环面上, 太阳系

将永远做拟周期运动, 即各大行星在近似于椭圆的轨道上围绕太阳运行. 由于不变环面集合的余集是

处处稠密的小测度集合,太阳系在小概率意义下将坍塌,而这个坍塌过程的起始阶段可以用 Arnold扩

散来描述, 各个行星运行的近似椭圆的轨道将逐渐改变 (当行星之间即将相撞时, 系统已经不近可积).

这样的解释和巴黎天文台 Laskar 等的数值计算结果相吻合.

致谢 笔者对审稿人的修改意见表示衷心感谢.
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Dynamical diversity of nearly integrable Hamiltonian systems

Chong-Qing Cheng

Abstract The dynamics of nearly integrable Hamiltonian is called by Poincaré the fundamental problem of
dynamical systems. Since the fifties of the last century, the great achievements have been made in the study of
the problem. Among them, the Kolmogorov’s theorem on invariant tori and the discovery of Arnold diffusion are
the landmarks. They have greatly deepened our understanding on the dynamical diversity of nearly integrable
Hamiltonian systems. We shall briefly review some of the developments.
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