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摘要 本文综述无界区域问题和外部问题谱及拟谱方法的研究成果和最新发展趋势. 第一类数值方法

基于应用 Hermite 多项式和函数及 Laguerre 多项式和函数的正交逼近和插值理论. 第二类数值方法

基于经过适当变量变换的 Jacobi 正交逼近和插值理论. 第三类数值方法是上述正交逼近和插值方法

与区域分解等其他方法的各种组合. 本文还总结了 Hermite、Laguerre 和 Jacobi 无理正交逼近和插值

理论的主要结果, 它们是有关数值方法的理论基础.
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1 引言

许多实际问题是定义在无界区域上的. 已有许多数值方法计算此类问题, 最简单的一种方法是通

过人工边界条件将需要计算的问题限制在一个有界子区域上. 对于某些问题, 我们可以推导出人工边

界上的精确边界条件,但对非线性问题和复杂区域问题则难以推导出精确的人工边界条件.因此,直接

逼近这类问题就显得很有意义.

谱和拟谱方法的最大优点是它们的高精度, 参见文献 [1–16], 以及最近的综述文献 [17].

在过去十五年中, 无界区域问题和外部问题的谱和拟谱方法研究发展非常迅速, 可参见综述文

献 [17–19] 及其参考文献. 第一类数值方法基于采用 Hermite 多项式和函数及 Laguerre 多项式和函数

的正交逼近与插值理论. 第二类数值方法基于 Jacobi 正交逼近和插值理论. 我们可以通过变量变换将

定义在无界区域上的问题变换成有界区域上的问题,然后应用 Jacobi谱和拟谱方法. 我们也可以采用

各类由 Jacobi 多项式和函数诱导的无理正交逼近和插值方法. 第三类数值方法是上述正交逼近和插

值方法与区域分解等其他方法的各种组合, 它们是处理非典型问题、复杂区域问题和外部问题等的最

恰当方法.
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在本文中, 我们综述计算无界区域问题和外部问题的谱和拟谱方法的研究成果和最新发展趋势,

我们也总结了 Hermite、Laguerre 和 Jacobi 无理正交逼近和插值理论的主要结果, 它们是有关数值方

法的理论基础.

本文的纲要如下. 第 2 节介绍 Hermite 谱和拟谱方法: 包括应用 Hermite 多项式的谱和拟谱方

法, 应用 Hermite 函数的谱和拟谱方法, 带增长型权函数的谱和拟谱方法, 拟合无穷远处渐近性态的

谱和拟谱方法; 第 3 节介绍 Laguerre 谱和拟谱方法: 包括应用 Laguerre 多项式的谱和拟谱方法, 应

用 Laguerre 函数的谱和拟谱方法, 应用带任意参数的 Laguerre 逼近的谱和拟谱方法, 拟合渐近性态

的谱和拟谱方法; 第 4 节介绍区域分解的 Laguerre 谱和拟谱方法: 包括 Laguerre-Legendre 组合谱和

拟谱方法, 非典型微分方程的谱和拟谱方法, 外部问题的谱和拟谱方法; 第 5 节介绍无界区域问题的

Jacobi谱和拟谱方法: 包括应用 Jacobi逼近的谱和拟谱方法, Legendre和 Chebyshev无理谱和拟谱方

法, Jacobi 无理谱方法.

2 Hermite 谱和拟谱方法

本节考虑全直线 R = (−∞,∞) 上的 Hermite 谱和拟谱方法. 它们的数学基础是 Hermite 正交逼

近和插值理论.

2.1 应用 Hermite 多项式的谱和拟谱方法

记权函数为 χ(x), Hr
χ(R)表示加权的 Sobolev空间,其范数为 ∥v∥r,χ,R.加权空间 L2

χ(R)的内积和
范数分别记为 (u, v)χ,R 和 ∥v∥χ,R. 若权函数 χ(x) ≡ 1, 则省略下标 χ.

令权函数 ω(x) = e−x2

. 在标准的 Hermite谱和拟谱方法中,我们选取 Hermite多项式 Hl(x), l > 0

作为基函数, 它们构成了一个 L2
ω(R) 中的完备正交系.

N 表示任意的非负整数. PN (R) 表示所有次数不超过 N 的代数多项式的集合. 空间 L2
ω(R) 中的

正交投影 PN,R : L2
ω(R) → PN (R) 定义如下:

(PN,Rv − v, ϕ)ω,R = 0, ∀ϕ ∈ PN (R).

本文用 c 表示一个与整数 N 和任何函数无关的正常数. 我们稍微修正 Guo [20] 的早期结果得到: 对

任意的 v ∈ Hr
ω(R) 和整数 0 6 k 6 r 6 N + 1, 有

∥∂kx(PN,Rv − v)∥ω,R 6 cN
k−r
2 ∥∂rxv∥ω,R.

函数 v 在 Hm
ω (R) 中的正交投影恰好与 PN,Rv 一致.

在实际计算中, Hermite 拟谱方法更实用, 它仅需要计算未知函数在 Hermite 插值点上的值, 且易

于处理非线性问题.

用 ξN,j , 0 6 j 6 N 表示 HN+1(x) 的零点, 对应的 Christoffel 数为 wN,j , 0 6 j 6 N. 对任意函数

v ∈ C(R), 它的 Hermite-Gauss 插值 IN,Rv ∈ PN (R) 定义如下:

IN,Rv(ξN,j) = v(ξN,j), 0 6 j 6 N.

Guo 和 Xu [21] 证明了, 若 v ∈ Hr
ω(R), 且整数 r > 1, 0 6 k 6 r 6 N + 1, 则

∥∂kx(IN,Rv − v)∥ω,R 6 cN
1
3+

k−r
2 ∥∂rxv∥ω,R.
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我们举例说明 Hermite 谱方法. 设常数 µ > 0, 并考虑如下 Burgers 方程:∂sV + V ∂y(V )− µ∂2yV = g, −∞ < y <∞, 0 < s 6 T,

V (y, 0) = V0(y), −∞ < y <∞,
(2.1)

V 在无穷远处满足某些条件.

我们可以直接逼近方程 (2.1), 但是这个问题在带权函数 ω(x) 的 Sobolev 空间中不适定, 而在实

际计算中则必须有此权函数. 为了弥补这个缺陷, 我们引入下列相似变换:

x =
y

2
√
µ(1 + s)

, t = ln(1 + s)

和

U(x, t) = ex
2

V (2
√
µxe

t
2 , et − 1), f(x, t) = ex

2+tg(2
√
µxe

t
2 , et − 1). (2.2)

于是, 方程 (2.1) 变换成
∂tU +

1

2
U +

1

2
x∂xU +

1

4
√
µ
ex

2+ t
2 ∂x(e

−2x2

U2)− 1

4
∂2xU = f, x ∈ R, 0 < t 6 ln(1 + T ),

U(x, 0) = ex
2

V0(2
√
µx), x ∈ R.

(2.3)

计算问题 (2.3) 的 Hermite 谱格式是寻找数值解 uN (t) ∈ PN (R), 0 6 t 6 ln(1 + T ), 使得
(∂tuN (t), ϕ)ω,R +

1

2
(uN (t), ϕ)ω,R − 1

4
√
µ
e

t
2 (e−x2

u2N (t), ∂xϕ)ω,R +
1

4
(∂xuN (t), ∂xϕ)ω,R

= (f(t), ϕ)ω,R, ∀ϕ ∈ PN (R), 0 < t 6 ln(1 + T ),

uN (0) = PN,RU0.

计算问题 (2.3) 的 Hermite 拟谱格式是寻找数值解 uN ∈ PN (R), 0 6 t 6 ln(1 + T ), 使得
∂tuN +

1

2
uN +

1

2
x∂xuN +

1

4
√
µ
ex

2+ t
2 ∂x(e

−2x2

u2N )− 1

4
∂2xuN = f,

x = ξN,j , 0 6 j 6 N, 0 < t 6 ln(1 + T ),

uN (x, 0) = IN,RU0(x).

Xu 和 Guo [22] 还发展了多维空间中的 Hermite 谱和拟谱方法, 并应用于生态方程的数值计算.

令参数 β > 0, 并引入带比例因子的 Hermite 多项式 Hβ
l (x) = Hl(βx), l > 0, 它们构成了一个以

ωβ(x) = e−β2x2

为权函数的正交系. 相应地, 我们定义从 L2
ωβ

(R) 到 PN (R) 中的正交投影 PN,β,R. 若

v ∈ Hr
ωβ

(R), 且整数 0 6 k 6 r 6 N + 1, 则

∥∂kx(PN,β,Rv − v)∥ωβ ,R 6 c(β2N)
k−r
2 ∥∂rxv∥ωβ ,R.

函数 v 在 Hm
ωβ

(R) 中的正交投影与 PN,β,Rv 一致.

我们记插值点 ξβN,j = 1
β ξN,j 和权 wβ

N,j = 1
βwN,j , 0 6 j 6 N. 我们按常规方式定义 Hermite-Gauss

插值 IN,β,Rv ∈ PN (R). 若 v ∈ Hr
ωβ

(R), 且整数 r > 1, 0 6 k 6 r 6 N + 1, 则

∥∂kx(IN,β,Rv − v)∥ωβ ,R 6 c(β2N)
1
3+

k−r
2 ∥∂rxv∥ωβ ,R.
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在实际计算中, 可以调节参数 β 使得数值解更好地拟合真解. 然而, 如何选择最佳参数 β 仍然是

一个没有解决的问题.粗略地讲,应该根据问题的具体定解条件选择恰当的参数 β,而这些定解条件则

决定了真解在无穷远处的渐近性态. 数值实验表明, 若当 |x| → ∞时, 真解较快地趋向于零, 则宜选择

较大的参数 β.

2.2 应用 Hermite 函数的谱和拟谱方法

标准的 Hermite 谱方法已经应用于许多问题, 但它不是计算某些问题的最合适方法. 例如, 非线

性波动方程通常具有在理论分析和实际计算中扮演重要角色的守恒律, 而权函数 ω(x) 可能会破坏此

类性质. 一些学者将 L2(R) 中正交的 Hermite 函数作为基函数, 使得对应的数值格式带有与原问题弱

形式所具有的同样权函数. 因此, 数值解保持了真解所满足的一些守恒律. 这个特点也简化了实际计

算和数值分析.

带比例因子的 Hermite 函数如下:

H̃β
l (x) =

1√
2ll!

e−
1
2β

2x2

Hβ
l (x), l > 0.

它们构成了 L2(R) 中的完备正交系. 令 QN,β(R) = span{H̃β
l (x), 0 6 l 6 N}. 空间 L2(R) 中的正交投

影 P̃N,β,R : L2(R) → QN,β(R) 定义如下:

(P̃N,β,Rv − v, ϕ)R = 0, ∀ϕ ∈ QN,β(R).

对整数 r > 0, 引入空间 Hr
A,β(R) = {v | ∥v∥Hr

A,β(R) <∞}, 其范数为

∥v∥Hr
A,β(R) =

( r∑
k=0

∥(β4x2 + β2)
r−k
2 ∂kxu∥2R

) 1
2

.

若 v ∈ Hk(R) ∩Hr
A,β(R), 且整数 0 6 k 6 r 6 N + 1, 则

∥∂kx(P̃N,β,Rv − v)∥R 6 c(β2N)
k−r
2 ∥v∥Hr

A,β(R).

在谱方法的数值分析中, 我们需要其他投影. 为此, 定义正交投影 P̃ 1
N,β,Rv : H1

A,β(R) → Qβ
N (R)

如下:

(∂x(P̃
1
N,β,Rv − v, ∂xϕ)R + β4(P̃ 1

N,β,Rv − v, x2ϕ)R = 0, ∀ϕ ∈ QN,β(R).

若 v ∈ Hk
A,β(R) ∩Hr

A,β(R), 且整数 1 6 r 6 N + 1, 则

∥P̃N,β,Rv − v∥Hk
A,β(R)

6 c(β2N)
k−r
2 ∥v∥Hr

A,β(R), k = 0, 1.

Guo等人 [23] 首次得到 β = 1的上述结论,并应用于 Dirac方程的数值解. Xiang和Wang [24] 得到

β > 0 的结果, 并应用于描述生物种群发展和消失的广义 Ginzburg-Landau 方程. Xiang 和 Wang [25]

还把上述结果推广到了多维情形. Tang [26] 应用 β = 1 的上述逼近方法数值模拟 Gaussian 型函数.

Boyd [27] 则较早地考虑了应用标准 Hermite 函数展开的收敛性.

下面选取如下插值点和权:

ξ̃βN,j = ξβN,j , w̃β
N,j = eβ

2ξ̃2N,jwβ
N,j , 0 6 j 6 N.
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对任意的 v ∈ C(R), 对应的插值 ĨN,β,Rv ∈ QN,β(R) 定义如下:

ĨN,β,Rv(ξ̃
β
N,j) = v(ξ̃βN,j), 0 6 j 6 N.

Zhang 和 Guo [28] 证明了, 若 v ∈ Hr
A,β(R), 且整数 r > 1, 0 6 k 6 r 6 N + 1, 则

∥ĨN,β,Rv − v∥k,R 6 c(βk + 1)(β2N)
1
3+

k−r
2 ∥v∥Hr

A,β(R).

Guo 等人 [23] 首先证明了 β = 1 的上述结果.

作为应用例子, 设 m 和 λ 是某些常数, i =
√
−1,

g1(ψ1(x, t), ψ2(x, t)) = i(|ψ2(x, t)|2 − |ψ1(x, t)|2)ψ1(x, t),

g2(ψ1(x, t), ψ2(x, t)) = i(|ψ1(x, t)|2 − |ψ2(x, t)|2)ψ2(x, t).

我们考虑 Dirac 方程的初值问题

∂tψ1 + ∂xψ2 + imψ1 + 2λg1(ψ1, ψ2) = f1, x ∈ R, 0 < t 6 T,

∂tψ2 + ∂xψ1 − imψ2 + 2λg2(ψ1, ψ2) = f2, x ∈ R, 0 < t 6 T,

ψ1 → 0, ψ2 → 0, 当 |x| → ∞, 0 < t 6 T,

ψ1(x, 0) = ψ1,0(x), ψ2(x, 0) = ψ2,0(x), x ∈ R.

(2.4)

计算问题 (2.4) 的 Hermite 谱格式是寻找数值解 ψ1,N (t), ψ2,N (t) ∈ QN,β(R), 0 6 t 6 T, 使得

(∂tψ1,N (t) + ∂xψ2,N (t) + imψ1,N (t) + 2λg1(ψ1,N (t), ψ2,N (t)), ϕ)R

= (f1(t), ϕ)R, ∀ϕ ∈ Qβ
N (R), 0 < t 6 T,

(∂tψ2,N (t) + ∂xψ1,N (t)− imψ2,N (t) + 2λg2(ψ1,N (t), ψ2,N (t)), ϕ)R

= (f2(t), ϕ)R, ∀ϕ ∈ Qβ
N (R), 0 < t 6 T,

ψ1,N (0) = P̃N,β,Rψ1,0, ψ2,N (0) = P̃N,β,Rψ2,0.

计算问题 (2.4) 的 Hermite 拟谱格式是寻找数值解 ψ1,N (t), ψ2,N (t) ∈ QN,β(R), 0 6 t 6 T, 使得
∂tψ1 + ∂xψ2 + imψ1 + 2λg1(ψ1, ψ2) = f1, x = ξ̃βN,j , 0 6 j 6 N, 0 < t 6 T,

∂tψ2 + ∂xψ1 − imψ2 + 2λg2(ψ1, ψ2) = f2, x = ξ̃βN,j , 0 6 j 6 N, 0 < t 6 T,

ψ1,N (0) = ĨN,β,Rψ1,0, ψ2,N (0) = ĨN,β,Rψ2,0.

应用 Hermite 函数的谱方法特别适用于计算 Schrödinger 型方程. 文献 [29–31] 构造了数值模拟

Bose-Einstein 凝聚的 Hermite-Laguerre 拟谱方法和 Hermite-Laguerre-Fourier 拟谱方法. 文献 [32, 33]

则研究了数值求解 Schrödinger 方程等的谱微分变换矩阵.

2.3 带增长型权函数的谱和拟谱方法

在许多实际问题中, 如无限带状区域上的热传导和统计物理中的一些问题, 它们的解在无穷远处

呈现指数型衰减. 此时宜选取无穷远处指数型衰减的基函数和在无穷远处趋向无穷的权函数.
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令权函数 ω̄β(x) = eβ
2x2

. 带比例因子的基函数如下:

H̄β
l (x) =

1√
2ll!

e−β2x2

Hβ
l (x), l > 0.

它们构成了 L2
ω̄β

(R) 中的完备正交系. 令 Q̄N,β(R) = span{H̄β
l (x), 0 6 l 6 N}. 空间 L2

ω̄β
(R) 中的正交

投影 P̄N,β,R : L2
ω̄β

(R) → Q̄N,β(R) 定义如下:

(P̄N,β,Rv − v, ϕ)ω̄β ,R = 0, ∀ϕ ∈ Q̄N,β(R).

若 v ∈ Hk(R) ∩Hr
A,β(R), 且整数 0 6 k 6 r 6 N + 1, 则

∥P̄N,β,Rv − v∥k,ω̄β ,R 6 c(β2N)
k−r
2 ∥v∥r,ω̄β ,(R).

函数 v 在空间 Hm
ω̄β

(R) 中的正交投影与 P̄N,β,Rv 是一致的.

下面选取如下插值点和权:

ξ̄βN,j = ξβN,j , w̄β
N,j = e2β

2(ξ̄βN,j)
2

wβ
N,j , 0 6 j 6 N.

对任意的 v ∈ C(R), 对应的插值 ĪN,β,Rv ∈ Q̄N,β(R) 定义如下:

ĪN,β,Rv(ξ̄
β
N,j) = v(ξ̄βN,j), 0 6 j 6 N.

若 v ∈ Hr
ω̄β

(R), 且整数 r > 1, 0 6 k 6 r, 则

∥ĪN,Rv − v∥Hk
ω̄β

(R) 6 c(β2N)
1
6+

k−r
2 ∥∂rxv∥Hr

ω̄β
(R).

Funaro 和 Kavian [34] 首先考虑了 β = 1
2 的上述正交逼近, 并应用于抛物型方程的数值解. Fox 等

人 [35] 证明了 β > 0 的上述结果, 并提出了计算二维 Fokker-Planck 方程的 Hermite 谱 - 有限差分混

合方法. Guo 和 Wang [36] 建立了 β = 1 的上述逼近结果, 并构造了计算无限带状区域上热传导问题

的 Hermite-Legendre 混合谱方法. Wang 和 Guo [37] 首先估计了 β = 1 上述插值误差, 其收敛阶为

N
1
3+

k−r
2 . Aguirre 和 Rivas [38] 改进为 N

1
6+

k−r
2 阶. Tang 等人 [39] 则构造了描述湍流中微粒弥散运动

方程的谱方法.

文献 [40,41] 提出了一类采用时间依赖基函数的 Hermite 谱方法. 例如, 我们考虑如下问题:∂tU + ∂xF (U)− µ∂2xU = f, x ∈ R, 0 < t 6 T,

U(x, 0) = U0(x), x ∈ R.
(2.5)

设 δ 和 δ0 为某些正常数, β(t) = 1
4µδ0(δt+1) , VN (t) = {e−β(t)x2

ϕ | ϕ ∈ PN (R)}.计算问题 (2.5)的谱方法

是寻找数值解 uN (t) ∈ VN (t), 0 6 t 6 T, 使得(∂tuN (t), ϕ)R + (∂xF (uN (t)), ϕ)R + µ(∂xuN (t), ∂xϕ)R = (f(t), ϕ)R, ∀ϕ ∈ PN (R), 0<t6T,

(uN (0), ϕ)R = (U0, ϕ)R, ∀ϕ ∈ PN (R).
(2.6)

这种方法具有类似于相似变换 (2.2) 的优点, 即保留了正定双线性形式, 因此, 格式 (2.6) 具有很

好的稳定性和最优误差估计. 此外, 可以在简单的经典框架中方便地推导出格式 (2.6), 而不附加由变

换 (2.2) 引导出来的额外项. 如果真解并非 e−x2

型衰减, 我们就令 β(t) = 1
4νδ0(δ(T−t)+1) .
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2.4 拟合无穷远处渐近性态的谱和拟谱方法

在实际问题中, 当 |x| 很大时, 真解可能具有类似 (1 + x2)
1
2α 的渐近性态, 其中 α 是一个实数. 此

时宜在正交逼近和插值中采用类似于 (1 + x2)−γ , γ > α+ 1
2 的权函数.

Zhang 和 Guo [28] 引入了新的广义 Hermite 函数

Ĥβ,γ
l (x) = (1 + x2)

γ
2 H̃β

l (x), β > 0, l > 0.

令权函数 ω̂γ(x) = (1 + x2)−γ . 上述广义 Hermite 函数的全体构成了一个 L2
ω̂γ

(R) 中的完备正交系. 记

Q̂N,β,γ(R) = span{Ĥβ,γ
l (x), 0 6 l 6 N}. 空间 L2

ω̂γ
(R) 中的正交投影 P̂N,β,γ,R : L2

ω̂γ
(Λ) → Q̂N,β,γ(R) 定

义如下:

(P̂N,β,γ,Rv − v, ϕ)ω̂γ ,R = 0, ∀ϕ ∈ Q̂N,β,γ(R).

若 v ∈ Hr
ω̂γ

(R), 且整数 0 6 k 6 r 6 N + 1, 则

∥P̂N,β,γ,Rv − v∥k,ω̂γ ,R 6 c(β2N)
k−r
2 ∥(1 + x2)−

γ
2 v∥Hr

A,β(R).

空间 H1
ω̂γ

(R) 中的正交投影 P̂ 1
N,β,γ,R : H1

ω̂γ
(R) → Q̂N,β,γ(R) 定义如下:

(∂x(P̂
1
N,β,γ,Rv − v), ∂xϕ)ω̂γ ,R + (P̂ 1

N,β,γ,Rv − v, ϕ)ω̂γ ,R = 0, ∀ϕ ∈ Q̂N,β,γ(R).

若 v ∈ H1
ω̂γ

(R), (1 + x2)−
γ
2 v ∈ Hr

A,β(R), 且整数 1 6 r 6 N + 1, 则

∥P̂ 1
N,β,γ,Rv − v∥1,ω̂γ ,R 6 c(β2N)

1−r
2 ∥(1 + x2)−

γ
2 v∥Hr

A,β(R).

下面考虑插值. 令

ξ̂βN,j = ξ̃βN,j , ŵβ,γ
N,j = (1 + (ξ̂βN,j)

2)−γw̃β
N,j , 0 6 j 6 N.

对任意的 v ∈ C(R), 新的插值 ÎN,β,γ,Rv ∈ Q̂N,β,γ(R) 定义如下:

ÎN,β,γ,Rv(ξ̂
β
N,j) = v(ξ̂βN,j), 0 6 j 6 N.

若 v ∈ Hk
ω̂γ

(R), (1 + x2)−
γ
2 v ∈ Hr

A,β(R), 且整数 r > 1, 0 6 k 6 r 6 N + 1, 则

∥ÎN,β,γ,Rv − v∥k,ω̂γ ,R 6 c(βk + 1)(β2N)
1
3+

k−r
2 ∥(1 + x2)−

γ
2 v∥Hr

A,β(R).

作为一个应用例子, 设 λ 是正常数, f ∈ L2
ω̂γ

(R), γ > α+ 1
2 , 并考虑如下问题:−∂2xU(x) + λU(x) = f(x), x ∈ R,

U(x)|x|−α → 0, 当 |x| → ∞.
(2.7)

令 V (R) = H1
ω̂γ

(R). 我们引入双线性形式

Aλ,γ,R(u, v) =

∫
R
∂xu(x)∂xv(x)(1 + x2)−γdx− 2γ

∫
R
∂xu(x)v(x)x(1 + x2)−γ−1dx

+ λ

∫
R
u(x)v(x)(1 + x2)−γdx, ∀u, v ∈ V (R).
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为简便计, 记

cγ =

−γ, 当 − 1 6 γ 6 0,

γ(2γ + 1), 否则.

于是, 对任意的 u, v ∈ V (R),

|Aλ,γ,R(u, v)| 6
(
1

2
+ |γ|

)
∥∂xu∥2ω̂γ ,R +

λ

2
∥u∥2ω̂γ ,R +

1

2
∥∂xv∥2ω̂γ ,R +

(
λ

2
+ |γ|

)
∥v∥2ω̂γ ,R,

Aλ,γ,R(v, v) > ∥∂xv∥2ω̂γ ,R + (λ− cγ)∥v∥2ω̂γ ,R.

当 λ > cγ 时, 问题 (2.7) 的弱形式是寻找解 U ∈ V (R), 使得

Aλ,γ,R(U, ϕ) = (f, ϕ)ω̂γ ,R, ∀ϕ ∈ V (R). (2.8)

令 VN (R) = V (R) ∩ Q̂N,β,γ(R). 计算 λ > cγ 的问题 (2.8) 的谱格式是寻找数值解 uN ∈ VN (R), 使得

Aλ,γ,R(uN , ϕ) = (f, ϕ)ω̂γ ,R, ∀ϕ ∈ VN (R).

若 λ 6 cγ , 则可采用变量变换 y = θx, θ > 0, 以及 V (y) = U(yθ ), F (y) = f(yθ ). 于是, 问题 (2.7) 变

换成 −∂2yV (y) +
λ

θ2
V (y) =

1

θ2
F (y), y ∈ R,

V (y)θα|x|−α → 0, 当 |y| → ∞.

若 θ 足够小, 则满足 λ
θ2 > cγ .

上述方法应用于 sine-Gordon方程的数值解,也可以应用它计算 Harry-Dym方程和无限管状区域

上不可压缩流体等问题.

对所逼近的函数, 当 x → −∞ 时的渐近行为可能与当 x → ∞ 时的渐近行为不一样. 最近, Guo

和 Zhang [42] 提出了另外一类广义 Hermite 谱方法, 它拟合 x → ±∞ 时的不同渐近行为. 为此, 对任

意的实数 α 和 γ, 令

Fα,γ(x) =

(
1 +

2

π
arctanx

)α(
1− 2

π
arctanx

)γ

.

新的广义 Hermite 函数如下:

Ĥα,β,γ
l (x) = Fα,γ(x)H

β
l (x), β > 0, l > 0.

可以验证

Ĥα,β,γ
l (x) =

o((1 + |x|)−γ− 1
2 ), 当 x→ +∞,

o((1 + |x|)−α− 1
2 ), 当 x→ −∞.

令权函数 ω̂α,γ(x) = F−2
α,γ(x). 我们有

ω̂α,γ(x) = O((1 + |x|)2γ), 当 x→ +∞,

ω̂α,γ(x) = O((1 + |x|)2α), 当 x→ −∞.

所有函数 Ĥα,β,γ
l (x) 构成了一个 L2

ω̂α,γ
(R) 中的完备正交系. 令

Q̂N,α,β,γ(R) = span{Ĥα,β,γ
l (x), 0 6 l 6 N}.
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空间 L2
ω̂α,γ

(R) 中的正交投影 P̂N,α,β,γ,R : L2
ω̂α,γ

(R) → Q̂N,α,β,γ(R) 定义如下:

(P̂N,α,β,γ,Rv − v, ϕ)ω̂α,γ ,R = 0, ∀ϕ ∈ Q̂N,α,β,γ(R).

若 v ∈ Hk
ω̂α,γ

(R), F−1
α,γv ∈ Hr

A,β(R), 且整数 0 6 k 6 r 6 N + 1, 则

∥P̂N,α,β,γ,Rv − v∥k,ω̂α,γ ,R 6 c(β2N)
k−r
2 ∥F−1

α,γv∥Hr
A,β(R).

空间 H1
ω̂α,γ

(R) 中的正交投影 P̂ 1
N,α,β,γ,R : H1

ω̂α,γ
(R) → Q̂N,α,β,γ(R) 定义如下:

(∂x(P̂
1
N,α,β,γ,Rv − v), ∂xϕ)ω̂α,γ ,R + (P̂ 1

N,α,β,γ,Rv − v, ϕ)ω̂α,γ ,R = 0, ∀ϕ ∈ Q̂N,α,β,γ(R).

若 v ∈ H1
ω̂α,γ

(R), F−1
α,γv ∈ Hr

A,β(R), 且整数 1 6 r 6 N + 1, 则

∥P̂ 1
N,α,β,γ,Rv − v∥1,ω̂α,γ ,R 6 c(β2N)

1−r
2 ∥F−1

α,γv∥Hr
A,β(R).

下面讨论插值. 令

ξ̂βN,j = ξ̃βN,j , ŵα,β,γ
N,j = F−2

α,γ(ξ̂
β
N,j)w̃

β
N,j , 0 6 j 6 N.

对任意的 v ∈ C(Λ), 插值 ÎN,α,β,γ,Rv ∈ Q̂N,α,β,γ(R) 定义如下:

ÎN,α,β,γ,Rv(ξ̂
β
N,j) = v(ξ̂βN,j), 0 6 j 6 N.

若 v ∈ Hr
ω̂α,γ

(R), F−1
α,γv ∈ Hr

A,β(R), 且整数 r > 1, 0 6 k 6 r 6 N + 1, 则

∥ÎN,α,β,γ,Rv − v∥k,ω̂α,γ ,R 6 c(βk + 1)(β2N)
1
3+

k−r
2 ∥F−1

α,γv∥Hr
A,β(R).

作为一个应用例子, 下面考虑 Fisher 方程∂tU − ∂2xU − aU(1− U) = f(x, t), x ∈ R, 0 < t 6 T,

U(x, 0) = U0(x), x ∈ R,
(2.9)

其中正常数 a 度量昆虫强度. 方程 (2.9) 的弱形式依赖于异宿轨道解 U(x, t) 在无穷远处的渐近性态.

我们假设

U(x, t)∂xU(x, t)ω̂α,γ(x) → 0, 当 |x| → ∞, 0 6 t 6 T.

令 V (R) = H1
ω̂α,γ

(R). 方程 (2.9) 的弱形式是寻找解 U ∈ L∞(0, T ;L2
ω̂α,γ

(R)) ∩ L2(0, T ;V (R)), 使得
(∂tU(t)− aU(t) + aU2(t), v)ω̂α,γ ,R + (∂xU(t), ∂x(vω̂α,γ))R

= (f(t), v)ω̂α,γ ,R ∀ v ∈ V (R), 0 < t 6 T,

U(x, 0) = U0(x), x ∈ R.

(2.10)

令 VN (R) = V (R) ∩ Q̂N,α,β,γ(R). 计算问题 (2.10) 的谱格式是寻找数值解 uN (t) ∈ VN (R), 0 6 t 6 T,

使得 
(∂tuN (t)− auN (t) + au2N (t), ϕ)ω̂α,γ ,R + (∂xuN (t), ∂x(ϕω̂α,γ))R

= (f(t), ϕ)ω̂α,γ ,R, ∀ϕ ∈ VN (R), 0 < t 6 T,

uN (0) = P̂N,α,β,γ,RU0 或 P̂ 1
N,α,β,γ,RU0.
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3 Laguerre 谱和拟谱方法

本节考虑半直线区域 R+ = (0,∞) 上的 Laguerre 谱和拟谱方法. 它们的数学基础是 Laguerre 正

交逼近和插值理论.

3.1 应用 Laguerre 多项式的谱和拟谱方法

记权函数为 χ(x), Hr
χ(R+) 表示加权的 Sobolev 空间, 其范数为 ∥v∥r,χ,R+ . 空间 L2

χ(R+) 的内积和

范数分别记为 (u, v)χ,R+ 和 ∥v∥χ,R+ . 当权函数 χ(x) ≡ 1 时, 就省略下标 χ.

令权函数 ωα,β(x) = xαe−βx, 其中 α > −1, β > 0. 带比例因子的广义 Laguerre 多项式如下:

Lα,β
l (x) =

1

l!
x−αeβx∂lx(x

l+αe−βx), l > 0.

它们构成 L2
ωα,β

(R+) 中的完备正交系.

记至多 N 次的全体多项式集合为 PN (R+). 空间 L2
ωα,β

(R+) 中的正交投影 PN,α,β,R+ : L2
ωα,β

(R+)

→ PN (R+) 定义如下:

(PN,α,β,R+v − v, ϕ)ωα,β ,R+ = 0, ∀ϕ ∈ PN (R+).

Guo 和 Zhang [43] 证明了, 若 ∂rxv ∈ L2
ωα+r,β

(R+), 且整数 0 6 k 6 r 6 N + 1, 则

∥∂kx(PN,α,β,R+v − v)∥ωα+s,β ,R+ 6 cα,β(βN)
k−r
2 ∥∂rxv∥ωα+r,β ,R+ ,

其中 cα,β 是一个与 α 和 β 有关的正常数, 具有明显表达式.

为了设计和分析微分方程的广义 Laguerre 谱方法, 我们需要各种不同类型的非一致加权 Sobolev

空间中的正交投影. 为此, 令 α, γ > −1, β, δ > 0, 并引入空间

H1
ωα,β ,ωγ,δ

(R+) = {v | v 在 R+ 上可测且 ∥v∥H1
ωα,β,ωγ,δ

(R+) <∞},

其范数为 ∥v∥H1
ωα,β,ωγ,δ

(R+) = (∥∂xv∥2ωα,β ,R+ + ∥v∥2ωγ,δ,R+)
1
2 .

正交投影 P 1
N,α,β,γ,δ,R+ : H1

ωα,β ,ωγ,δ
(R+) → PN (R+) 定义如下:

(∂x(P
1
N,α,β,γ,δ,R+v − v), ∂xϕ)ωα,β ,R+ + (P 1

N,α,β,γ,δ,R+v − v, ϕ)ωγ,δ,R+ = 0, ∀ϕ ∈ PN (R+).

作为一个特殊且重要的特例,我们假定 −1 < γ 6 α 6 γ+2, β = δ 或者 γ > −1, −1 < α 6 γ+2, β < δ.

若 v ∈ H1
ωα,β ,ωγ,δ

(R+), ∂rxv ∈ L2
ωα+r−1,β

(R+), 且整数 1 6 r 6 N + 1, 则

∥P 1
N,α,β,γ,δ,R+v − v∥H1

ωα,β,ωγ,δ
(R+) 6 cα,β,γ,δ(βN)

1−r
2 ∥∂rxv∥ωα+r−1,β ,R+ ,

其中 cα,β,γ,δ 是一个与 α, β, γ 和 δ 有关的正常数, 具有明显表达式.

有时需要考虑被逼近函数的边界条件. 为此令

0H
1
ωα,β

(R+) = {v ∈ H1
ωα,β

(R+) | v(0) = 0}, 0PN (R+) = {ϕ ∈ PN (R+) | ϕ(0) = 0}.

正交投影 0P
1
N,α,β,R+ : 0H

1
ωα,β

(R+) → 0PN (R+) 定义如下:

(∂x(0P
1
N,α,β,R+v − v), ∂xϕ)ωα,β ,R+ = 0, ∀ϕ ∈ 0PN (R+).
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若 ∂xv ∈ L2
ωα,β

(R+), ∂rxv ∈ L2
ωα+r−1,β

(R+), 且 v(0) = 0, 则对整数 1 6 r 6 N + 1,

∥∂x(0P 1
N,α,β,R+v − v)∥ωα,β ,R+ 6 cα,β(βN)

1−r
2 ∥∂rxv∥ωα+r−1,β ,R+ .

若 v ∈ L2
ωα,β

(R+), 且 |α| < 1, 则

∥0P 1
N,α,β,R+v − v∥ωα,β ,R+ 6 cα,β(βN)

1−r
2 ∥∂rxv∥ωα+r−1,β ,R+ .

用 ξα,βG,N,j 和 ξα,βR,N,j , 0 6 j 6 N 分别表示 Lα,β
N+1(x)和 xLα+1,β

N (x)的零点. 对应的 Christoffel数分别

为 wα,β
G,N,j和 wα,β

R,N,j , 0 6 j 6 N.对任意的 v ∈ C(R+),广义 Laguerre-Gauss插值 IG,N,α,β,R+v ∈ PN (R+)

定义如下:

IG,N,α,β,R+v(ξα,βG,N,j) = v(ξα,βG,N,j), 0 6 j 6 N.

对任意的 v ∈ C(R̄+), 广义 Laguerre-Gauss-Radau 插值 IR,N,α,βv ∈ PN (R+) 定义如下:

IR,N,α,β,R+v(ξα,βR,N,j) = v(ξα,βR,N,j), 0 6 j 6 N.

Guo 等人 [44] 证明了, 若 ∂kxv ∈ L2
ωα,β

(R+), 且 ∂rxv ∈ L2
ωα+r,β

(R+) ∩ L2
ωα+r−1,β

(R+) ∩ L2
ωr+α−k,β

(R+), 则

对整数 r > 1 和 0 6 k 6 r 6 N + 1,

∥∂kx(IG,N,α,β,R+v − v)∥ωα,β ,R+ 6 cα,β(βN)
2k−r−1

2 (β−1(∥∂rxv∥ωα+r−1,β ,R+ +N− 1
2 ∥∂rxv∥ωα+r−k,β ,R+)

+ (1 + β− 1
2 )(lnN)

1
2 ∥∂rxv∥ωα+r,β ,R+).

若 ∂kxv ∈ L2
ωα,β

(R+), ∂rxv ∈ L2
ωα+r,β

(R+)∩L2
ωα+r−1,β

(R+)∩L2
ωα+r−k,β

(R+),且 r > α+1或 |α| < 1,则对

整数 r > 1 和 0 6 k 6 r 6 N + 1,

∥∂kx(IR,N,α,β,R+v − v)∥ωα,β ,R+ 6 cα,β(βN)
2k−r−1

2 (β−1(β−1(∥∂rxv∥ωα+r,β ,R+ +N− 1
2 ∥∂rxv∥ωα+r−k,β ,R+)

+ (1 + β− 1
2 )(lnN)

1
2 ∥∂rxv∥ωα+r,β ,R+).

Mastroianni和 Monegato [45] 也研究了 β = 1的广义 Laguerre插值,并应用于积分方程的数值解.

Mastroianni 和 Occorsio [46] 估计了上述插值误差的最大范数.

早期工作集中在经典的 Laguerre 逼近. Guo 和 Shen [47] 得到了 α = 0, β = 1 时的上述误差估计,

并应用于 Burgers 方程和 BBM (Benjamin-Bona-Mahony) 方程的谱方法. Funaro [8, 48] 和 Maday 等

人 [49] 也得到了 α = 0, β = 1, k = 0 时的上述估计. Xu 和 Guo [50] 得到了 α = 0, β = 1 时的插值误差

估计, 并应用于非线性偏微分方程的数值解. Xu 和 Guo [51] 还研究了多维 Laguerre 正交和插值逼近,

并应用于 Fisher 方程的数值解, 其中 α = 0, 并在不同空间方向采用不同比例因子.

举个例子, 我们考虑半直线区域上并在 x = 0 处带齐次边界条件的 Burgers 方程. 引入如下的变

量变换:

y = x, U(x, t) = e
x
2 V (x, t), f(x, t) = e

x
2 g(x, t). (3.1)

于是, Burgers 方程变换成
∂tU − µ

(
∂2xU − ∂xU +

1

4
U

)
+

1

2
e

x
2 ∂x(e

−xU2) = f, x ∈ R+, 0 < t 6 T,

U(0, t) = 0, 0 6 t 6 T,

U(x, 0) = e
x
2 V0(x), x ∈ R+.

(3.2)
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计算方程 (3.2) 的标准 Laguerre 谱方法是寻找数值解 uN (t) ∈ 0PN (R+), 0 6 t 6 T, 使得
(∂tuN (t), ϕ)ω0,1,R+ − 1

4
µ(uN (t), ϕ)ω0,1,R+ +

1

4
(e−

x
2 u2N (t), ϕ− 2∂xϕ)ω0,1,R+

+µ(∂xuN (t), ∂xϕ)ω0,1,R+ = (f(t), ϕ)ω0,1,R+ , ∀ϕ ∈ 0PN (R+), 0 < t 6 T,

uN (0) = PN,0,1,R+U0.

计算方程 (3.2) 的标准 Laguerre 拟谱方法是寻找数值解 uN (t) ∈ 0PN (R+), 0 6 t 6 T, 使得
∂tuN − µ

(
∂2xuN − ∂xuN +

1

4
uN

)
+

1

2
e

x
2 ∂x(e

−xu2N ) = f, x = ξ0,1R,N,j , 0 6 j 6 N, 0 < t 6 T,

uN (0) = IR,N,0,1,R+U0.

Wang 和 Guo [52] 提出了阶梯型 Laguerre 拟谱方法. 为计算简便计, 他们先采用适当大逼近次数

的 Laguerre 插值计算所考虑的问题, 然后应用位移 Laguerre 插值逐步延拓数值解. 这种方法可看作

是无穷区间上数值解的重构, 并在远离原点的节点上提供更加精确的数值结果. 文献 [53, 54] 建立了

H2
ω0,1

(R+) 空间中的正交逼近和插值, 并应用于四阶问题的数值求解. 文献 [55, 56] 建立了 Legendre-

Laguerre混合谱和拟谱方法, 并应用于无限带状区域上不可压缩流体的流函数形式的数值模拟. 最近,

文献 [57,58]应用 α = 0, β > 0的 Laguerre插值理论设计了一阶常微分方程初值问题的 Laguerre-Gauss

和 Laguerre-Radau 谱配置方法. Yan 和 Guo [59] 提供了二阶常微分方程初值问题的 Laguerre-Gauss

谱配置方法.

标准的 Laguerre 谱和拟谱方法适用于一维典型问题及定义在直角区域上的相关问题. 广义 La-

guerre 谱和拟谱方法则可以应用于更多其他类型的问题.

作为一个例子, 用 ρ, λ 和 θ 分别表示半径、经度和纬度. 我们考虑如下采用球面坐标系的问题:
− 1

ρ2
∂ρ(ρ

2∂ρU)− 1

ρ2 cos θ
∂θ(cos θ∂θU)− 1

ρ2 cos2 θ
∂2λU = f, ρ > ρ0, 0 6 λ < 2π, |θ| < π

2
,

lim
ρ→∞

U(ρ, λ, θ) = 0, 0 6 λ < 2π, −π
2
6 θ <

π

2
,

U(ρ, λ+ 2π, θ) = U(ρ, λ, θ), ρ>ρ0, 06λ<2π, −π
2
6θ< π

2
.

(3.3)

并当 |θ| = 1
2π 时, ∂λU(ρ, λ, θ) = 0. 此外, 若 ρ0 > 0, 则附加边界条件 U(ρ0, λ, θ) = g(λ, θ), 它对应一个

外部问题.可以验证在方程 (3.3)的弱形式中, ∂ρU, ∂θU 和
1

cos θ∂λU 的系数分别为 ρ2, 1和 1,即各阶导

数的范数带有不同的权函数,所以,我们需要在相应的空间中考虑真解. 显然,经度 λ和纬度 θ 的变化

范围是有限的,只有半径 ρ是从 ρ0 增长到 ∞. 这个特点降低了数值求解问题 (3.3)的复杂度.进一步,

我们可以采用球面调和逼近处理经度和纬度两个方向,并发挥球面调和的特点简化实际计算和数值分

析.剩下的问题是如何在半径方向逼近问题 (3.3). 一个最自然的选择是 α = 2时的广义 Laguerre正交

逼近和插值逼近. 我们还可以通过调整比例因子 β, 使得数值解更加精确地模拟真解. 如果当 ρ → ρ0

时真解剧烈震荡或者当 ρ→ ∞ 时真解快速衰减, 那么选择适当大的 β.

上述方法已经成功地应用于许多微分方程的数值解. 例如, Guo 和 Zhang [43] 应用 α = 2 时的上

述方法数值求解三维问题. Guo 等人 [44] 分别考虑了 ρ0 = 0 和 ρ0 > 0 时问题 (3.3) 的拟谱方法, 并应

用于球面对称问题的数值解.

3.2 应用 Laguerre 函数的谱和拟谱方法

20 世纪末, 一些学者在谱和拟谱方法中用 Laguerre 函数作为基函数, 其主要动机如下:
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(1) 以 Laguerre 多项式为基函数的谱和拟谱方法中含有权函数 ωα,β(x), 往往使得数值解丢失真

解的一些重要性质.

(2) 在 Laguerre 加权 Sobolev 空间中, 所考虑的问题经常是不适定的. 为了导出合理的弱形式和

数值算法, 需要某些类似于 (3.1) 的变量变换, 而此类变换会导致多维问题数值计算和分析的复杂性.

(3) 为了拓展谱和拟谱方法的应用范围, 我们往往采用区域分解方法. 然而在匹配相邻子区域公

共边界上的全局数值解时, 权函数会带来额外困难.

Guo 和 Zhang [60] 引人了带比例因子的广义 Laguerre 函数

L̃α,β
l (x) = e−

1
2βxLα,β

l (x), l > 0,

它们构成了 L2
ωα,0

(R+) 中的完备正交系. 令

QN,α,β(R+) = span{L̃α,β
l (x), 0 6 l 6 N}.

正交投影 P̃N,α,β,R+ : L2
ωα,0

(R+) → QN,α,β(R+) 定义如下:

(P̃N,α,β,R+v − v, ϕ)ωα,0,R+ = 0, ∀ϕ ∈ QN,α,β(R+).

若 v ∈ L2
ωα,0

(R+), ∂rx(e
1
2βxv) ∈ L2

ωα+r,β
(R+), 且整数 0 6 r 6 N + 1, 则

∥P̃N,α,β,R+v − v∥ωα,0,R+ 6 cα,β(βN)−
r
2 ∥∂rx(e

1
2βxv)∥ωα+r,β ,R+ .

在一些相关谱方法的数值分析中, 我们需要针对不同类型问题, 考虑不同类型的非一致加权空间

中的正交投影. 例如, 引入空间

H1
ω2,0,1(R

+) = {v | v 在 R+ 上可测且 ∥v∥H1
ω2,0,1(R+) <∞},

其范数为

∥v∥H1
ω2,0,1(R+) = (∥∂xv∥2ω2,0,R+ + ∥v∥2R+)

1
2 .

设 η > 0. 正交投影 P̃ 1
N,2,0,β,R+ : H1

ω2,0,1(R
+) → QN,2,β(R+) 定义如下:

(∂x(P̃
1
N,2,0,β,R+v − v), ∂xϕ)ω2,0,R+ + η(P̃ 1

N,2,0,β,R+v − v, ϕ)R+ = 0, ∀ϕ ∈ QN,2,β(R+).

若 v ∈ H1
ω2,0,1(R

+), ∂r−1
x (e

1
2βx∂xv) ∈ L2

ωr+1,β
(R+), 且整数 1 6 r 6 N + 1, 则

∥P̃ 1
N,2,0,β,R+v − v∥H1

ω2,0,1(R+) 6 cβ(1 + η)(βN)
1−r
2 ∥∂r−1

x (e
1
2βx∂xv)∥ωr+1,β ,R+ .

Wang 等人 [61] 研究了相应的插值逼近, 其插值点和权分别为

ξ̃α,βG,N,j = ξα,βG,N,j , w̃α,β
G,N,j = eβξ̃

α,β
G,N,jwα,β

G,N,j ,

ξ̃α,βR,N,j = ξα,βR,N,j , w̃α,β
R,N,j = eβξ̃

α,β
R,N,jwα,β

R,N,j .

对任意的 v ∈ C(R+), 广义 Laguerre-Gauss 型插值 ĨG,N,α,β,R+v ∈ QN,α,β(R+) 定义如下:

ĨG,N,α,β,R+v(ξ̃α,βG,N,j) = v(ξ̃α,βG,N,j), 0 6 j 6 N.
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对任意的 v ∈ C(R̄+), 广义 Laguerre-Radau 型插值 ĨR,N,α,β,R+v ∈ QN,α,β(R+) 定义如下:

ĨR,N,α,β,R+v(ξ̃α,βR,N,j) = v(ξ̃α,βR,N,j), 0 6 j 6 N.

若 v ∈ L2
ωα,0

(R+), ∂rx(e
1
2βxv) ∈ L2

ωα+r,β
(R+) ∩ L2

ωα+r−1,β
(R+), 且整数 1 6 r 6 N + 1, 则

∥ĨG,N,α,β,R+v − v∥ωα,0,R+ 6 cα,β(βN)
1−r
2 (β−1∥∂rx(e

1
2βxv)∥ωα+r−1,β ,R+

+ (1 + β− 1
2 )(lnN)

1
2 ∥∂rx(e

1
2βxv)∥ωα+r,β ,R+).

若 v ∈ L2
ωα,0

(R+), ∂rx(e
1
2βxv) ∈ L2

ωα+r,β
(R+) ∩ L2

ωα+r−1,β
(R+), r > α + 1 或者 |α| < 1, 且整数 1 6 r

6 N + 1, 则

∥ĨR,N,α,β,R+v − v∥ωα,0,R+ 6 cα,β(βN)
1−r
2 (β−1∥∂rx(e

1
2βxv)∥ωα+r−1,β ,R+

+ (1 + β− 1
2 )(lnN)

1
2 ∥∂rx(e

1
2βxv)∥ωα+r,β ,R+).

在早期的研究工作中,我们通常选用标准的 Laguerre函数,即 α = 0和 β = 1.文献 [62]建立了采

用这类基函数的正交逼近并应用于一些非线性偏微分方程的谱方法. 文献 [63]研究了对应的插值误差

估计及其应用. 同时, 文献 [64, 65] 应用前述基函数设计区域分解谱和拟谱方法, 并较早建立了它们的

理论基础. 事实上, 前述基函数特别适用于区域分解谱和拟谱方法. 某些问题的解剧烈震荡或者在很

大的 x 处出现多个峰值, 文献 [63] 对此类问题提出了应用 α = 0 和 β = 1 的 Laguerre 函数的拟谱方

法, 并在插值点间采用多区域 Legendre 逼近方法, 从而提高数值解的精度. 这样的处理方法可以看作

为瀑布型多重网格法. 它不仅恢复了插值点间数值解的结构,也节约了计算工作量. 另外,文献 [57,58]

应用 α = 0 和 β > 0 的 Laguerre 函数建立了 Laguerre-Gauss 型和 Laguerre-Radau 型配置法, 并应

用它们计算一阶常微分方程初值问题. 文献 [66] 则提出了二阶常微分方程初值问题的 Laguerre-Gauss

型配置方法.

应用标准 Laguerre函数的谱和拟谱方法适用于一维典型问题和有关的问题,而应用广义 Laguerre

函数的谱和拟谱方法也适用于退化或者奇异问题, 并且更适用于多维问题.

下面举一个例子. 用 x 和 V (x, s) 分别表示标的资产价格和衍生证券价格. 我们考虑如下 Black-

Scholes 型方程: ∂sV + xB∂xV + ∂x(x
2A∂xV )−GV = F, x ∈ R+, 0 6 s < T,

V (x, T ) = V0(x), x ∈ R+,
(3.4)

其中 0 < a0 6 A(x, s) 6 a1, 且当 x → 0 时 |B(x, s)| 是有界的. 显然, 系数 xB(x, s) 和 x2A(ρ, s) 在

x = 0 处是退化的. 根据 Fichera 理论, 我们不需要在 x = 0 处附加任何边界条件.

方程 (3.4) 包含了经济数学中的很多重要模型, 如 Black-Scholes 模型、Dothan 模型和 Black-

Derman-Toy 模型, 具体可参见文献 [67–69]. 在实际问题中, 解的渐近性态依赖于最后状态 V0(x). 例

如,存在两类有意义的解,第一类解称为看涨期权 Vc(x, s),它在 x→ ∞时趋向 ∞; 第二类解称为看跌

期权 Vp(x, s), 它在 x→ ∞ 时快速衰减到零. 存在这两类解的一个显式关系.

Guo 和 Zhang [60] 提出了计算方程 (3.4) 的看跌期权解的谱方法. 为此, 令 t = T − s,

a(x, t) = A(x, T − t), b(x, t) = B(x, T − t), g(x, t) = G(x, T − t),

U(x, t) = V (x, T − t), U0(x) = V0(x), f(x, t) = −F (x, T − t).
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于是, 方程 (3.4) 变换成如下反应 - 扩散方程:∂tU − xb∂xU − ∂x(x
2a∂xU) + gU = f, x ∈ R+, 0 < t 6 T,

U(x, 0) = U0(x), x ∈ R+.
(3.5)

计算方程 (3.5) 的谱格式是寻找数值解 uN (t) ∈ QN,α,β(R+), 0 6 t 6 T, 使得
(∂tuN (t), ϕ)R+ − (xb(t)∂xuN (t), ϕ)R+ + (x2a(t)∂xuN (t), ∂xϕ)R+

+(g(t)uN , ϕ)R+ = (f(t), ϕ)R+ , ∀ϕ ∈ QN,α,β(R+), 0 < t 6 T,

uN (0) = P̃N,0,β,R+U0 或者 P̃ 1
N,2,0,β,R+U0.

上述方法可以应用到很大一类其他问题. 例如, 经济数学中的 Cox-Ingersoll-Ross 模型问题 (参见

文献 [70])

∂sV +

(
b− 1

2
d2 − ax

)
∂xV +

1

2
∂x(d

2x∂xV )− xV = 0, 0 < x <∞, 0 < s < T.

另一个是带跳跃系数的二维模型问题

∂tV +H(x)∂yV +

(
1

2
σ2 + q − r

)
∂xV − 1

2
σ2∂2xV + rV = 0, −∞ < x <∞, 0 < y, t < T,

其中 H(x) 是 Heaviside 函数.

Zhang和 Guo [71] 对三维全空间上的非线性 Klein-Gordon方程提出了广义 Laguerre-球面调和混

合谱方法. Jiao 和 Guo [72] 对无限带状区域上的 Navier-Stokes 方程提出了应用广义 Laguerre 函数的

混合谱方法.

3.3 应用带任意参数的 Laguerre 逼近的谱和拟谱方法

Guo 等人 [73] 提出了带任意实参数 α 的广义 Laguerre 正交和拟正交逼近, 及相应的插值逼近, 有

关结果也可参见文献 [74]. Everitt 等人 [75] 曾考虑带负整数 α 的广义 Laguerre 正交逼近, 但没有误差

估计. 上述逼近对高阶微分方程的谱和拟谱方法特别有效.

将小于或等于 α 的最大整数记为 [α]. 当 α 6 −1 时令 l̄α = [−α], 否则 l̄α = 0. 又当 α 6 −1 时,

lα = l − [−α], 否则 lα = l. 新的广义 Laguerre 函数为

L̄α,β
l (x) =

x−αL−α,β
lα

(x), α 6 −1, l > l̄α,

Lα,β
l (x), α > −1, l > l̄α.

它们构成了 L2
ωα,β

(R+) 中的完备正交系. 令

Q̄N,α,β(R+) = span{L̄α,β
l (x), l̄α 6 l 6 N}.

空间 L2
ωα,β

(R+) 中的正交投影 P̄N,α,β,R+ : L2
ωα,β

(R+) → Q̄N,α,β(R+) 定义如下:

(P̄N,α,β,R+v − v, ϕ)ωα,β ,R+ = 0, ∀ϕ ∈ Q̄N,α,β(R+).
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为了估计逼近误差, 我们引入 Sturm-Liouville 算子, Aα,βv(x) = −x−αeβx∂x(x
α+1e−βx∂xv(x)). 相

应地, 定义下列 Sobolev 型空间:

D(Ar
α,β) = {v | Ak

α,βv ∈ L2
ωα,β

(R+), 0 6 k 6 r}, r > 0,

D(Ar+ 1
2

α,β ) = {v | v ∈ D(Ar
α,β), ∂xAr

α,βv ∈ L2
ωα,β

(R+)},

其半范数和范数为

|v|D(Ar
α,β)

= ∥Ar
α,βv∥ωα,β ,R+ , |v|

D(A
r+1

2
α,β )

= ∥∂xAr
α,βv∥ωα+1,β ,R+ ,

∥v∥D(Ar
α,β)

=

( r∑
k=0

|v|2D(Ak
α,β)

) 1
2

, ∥v∥
D(Ar+1/2

α,β )
= (∥v∥2D(Ar

α,β)
+ |v|2

D(Ar+1/2
α,β )

)
1
2 .

若 v ∈ D(A
r
2

α,β), 且整数 0 6 k 6 r 6 N + 1, 则

|P̄N,α,β,R+v − v|
D(A

k
2
α,β)

6 c(βN)
k−r
2 |v|

D(A
r
2
α,β)

.

在实际问题中, 特殊投影 P̄N,−m,β,R+v 是最有用的, 其中 m 是正整数. 显然,

∂kxL̄
−m,β
l (0) = 0, 0 6 k 6 m− 1, l > m.

若 ∂kxv ∈ L2
ω−m+k,β

(R+), ∂rxv ∈ L2
ω−m+r,β

(R+), 且整数 1 6 m 6 min(r,N), 0 6 k 6 r 6 N + 1, k 6 m,

则 ∥∂kx(P̄N,−m,β,R+v − v)∥ω−m+k,β ,R+ 6 c(βN)
k−r
2 ∥∂rxv∥ω−m+r,β ,R+ .

为了计算高阶微分方程, 我们需要其他正交投影. 我们引入空间 Hr
ω−m,β ,A

(R+), 其范数为

∥v∥Hr
ω−m,β,A(R+) =

( r∑
k=0

∥∂kxv∥2ω−m+k,β ,R+

) 1
2

.

又当 1 6 m 6 r 时,

0H
r
ω−m,β ,A

(R+) = {v | v ∈ Hr
ω−m,β ,A

(R+) 且 ∂kxv(0) = 0, 0 6 k 6 r − 1}.

正交投影 0P̄
m
N,−m,β,R+ : 0H

m
ω−m,β ,A

(R+) → Q̄N,−m,β(R+) 定义如下:

(∂mx (0P̄
m
N,−m,β,R+v − v), ∂mx ϕ)ω0,β ,R+ = 0, ∀ϕ ∈ Q̄N,−m,β(R+).

事实上,

0P̄
m
N,−m,β,R+v(x) = P̄N,−m,β,R+v(x), ∀ v ∈ 0H

m
ω−m,β ,A

(R+).

因此, 若 v ∈ 0H
m
ω−m,β ,A

(R+), ∂rxv ∈ L2
ω−m+r,β

(R+), 且整数 1 6 m 6 min(r,N), 0 6 k 6 r 6 N + 1,

k 6 m, 则

∥∂kx(0P̄m
N,−m,β,R+v − v)∥ω−m+k,βR+ 6 c(βN)

k−r
2 ∥∂rxv∥ω−m+r,βR+ .

对于混合非齐次边界条件问题, 我们需要考虑 Laguerre 拟正交逼近. 尤其在区域分解谱方法中,

我们需要保持数值解及其某些导数在相邻子区域公共边界上的连续性. 为此, 令

v̄b,m,R+(x) =

m−1∑
j=0

∂jxv(0)
xj

j!
.
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可验证

∂kxvb,m,R+(0) = ∂kxv(0), 0 6 k 6 m− 1.

对任意的 v ∈ Hm
ω−m,β ,A

(R+), 令 v̄(x) = v(x) − v̄b,m,R+(x). 由于 v̄(x) ∈ 0H
m
ω−m,β ,A

(R+), 我们可以定义

如下广义 Laguerre 拟正交投影:

P̄m
∗,N,−m,β,R+v(x) = 0P̄

m
N,−m,β,R+ v̄(x) + v̄b,m,R+(x).

显然, P̄m
∗,N,−m,β,R+v ∈ PN (R+), 且

∂kxP̄
m
∗,N,−m,β,R+v(0) = ∂kxv(0), 0 6 k 6 m− 1.

若 v ∈ Hm
ω−m,β ,A

(R+), ∂rxv ∈ L2
ω−m+r,β

(R+), 且整数 1 6 m 6 min(r,N), 0 6 k 6 r 6 N + 1, k 6 m, 则

∥∂kx(P̄m
∗,N,−m,β,R+v −v)∥ω−m+k,β ,R+ 6 c(βN)

k−r
2 ∥∂rxv∥ω−m+r,β ,R+ .

拟正交投影 P̄m
∗,N,−m,β,R+v 并不是通常意义下的正交投影. 然而, 它与正交投影 0P̄

m
N,−m,β,R+v 具有同

样的谱精度, 而且在 x = 0 处, 它的直至 m− 1 阶的导数都与所逼近函数的相应导数一致.

下面考虑广义 Laguerre-Radau 型插值. 对整数 r > m− 1, 令

0C
r
m(R̄+) = {v ∈ Cr(R̄+) | ∂kxu(0) = 0, 0 6 k 6 m− 1}.

对整数 m > 0, 选取如下插值点和权:

ξ̄m,β
N,j = ξm,β

G,N−m,j , w̄m,β
N,j = (ξ̄m,β

N,j )
−2mwm,β

G,N−m,j , 0 6 j 6 N −m.

对任意的 v ∈ 0C
m−1
m (R̄+), m > 1, 我们按照下式引入辅助插值 ĪN,−m,β,R+v ∈ Q̄N,−m,β(R+),

ĪN,−m,β,R+v(ξ̄m,β
N,j ) = v(ξ̄m,β

N,j ), 0 6 j 6 N −m.

对任意的 v ∈ Cm−1
m (R̄+), 我们如下定义新的 Laguerre-Radau 型插值:

ĪR,N,−m,β,R+v(x) = ĪN,−m,β v̄(x) + v̄b,m,R+(x).

可以验证

ĪR,N,−m,β,R+v(ξ̄m,β
N,j ) = v(ξ̄m,β

N,j ), 0 6 j 6 N −m,

ĪR,N,−m,β,R+v(0) = ∂kxv(0), 0 6 k 6 m− 1.

若 v ∈ Hm
ω−m,β ,A

(R+), ∂rxv ∈ L2
ω−m+r,β

(R+), 且整数 1 6 m 6 min(r,N), 0 6 k 6 r 6 N + 1, k 6 m, 则

∥∂kx(ĪR,N,−m,β,R+v − v)∥ω−m+k,β
6 c(β− 1

2 + 1)(lnN)
1
2 (βN)

k+1−r
2 ∥∂rxv∥ω−m+r,β

.

在计算带混合非齐次边界条件的高阶问题时, 上述 Laguerre 拟正交逼近和广义 Laguerre-Radau

型插值在有关的谱、拟谱和配置方法中有着重要的应用. 如类似于稳定态流函数方程的问题和推广的

Fisher-Kolmogorov 方程等, 相关文献可参见文献 [76].

Zhang 和 Guo [77] 还提出了应用带任意参数 α 的 Laguerre 函数的新正交逼近和相应的拟正交逼

近. 新的广义 Laguerre 函数为

L̂α,β
l (x) = e−

β
2 xL̄α,β

l (x), l > l̄α.
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它们构成了 L2
ωα,0

(R+)中的完备正交系.令 Q̂N,α,β(R+) = {L̂α,β
l (x), l̄α 6 l 6 N}.空间 L2

ωα,0
(R+)中的

正交投影 P̂N,α,β,R+ : L2
ωα,0

(R+) → Q̂N,α,β(R+) 定义如下:

(P̂N,α,β,R+v − v, ϕ)ωα,0,R+ = 0, ∀ϕ ∈ Q̂N,α,β(R+).

为了描述逼近误差,我们引入 Sturm-Liouville算子 Âα,βv(x) = −x−αe
β
2 x∂x(x

α+1e−βx∂x(e
β
2 xv(x))).

相应地, 引入 Sobolev 型空间

D(Âr
α,β) = {v | Âk

α,βv ∈ L2
ωα,0

(R+), 0 6 k 6 r}, r > 0,

其半范数和范数为

|v|D(Âr
α,β)

= ∥Âr
α,βv∥ωα,0,R+ , ∥v∥D(Âr

α,β)
=

( r∑
k=0

|v|2
D(Âk

α,β)

) 1
2

.

若 v ∈ D(Âr
α,β), 且整数 0 6 k 6 r 6 N + 1, 则 |P̂N,α,β,R+v − v|D(Ak

α,β)
6 c(βN)k−r|v|D(Âr

α,β)
.

在实际问题中, 特殊投影 P̂N,−m,β,R+v 是最有用的, 其中 m 是正整数. 若 v ∈ 0H
m
ω−m,0,A

(R+)

∩Hk
ω−m+k,0

(R+), ∂rx(e
β
2 xv) ∈ L2

ω−m+r,β
(R+), 且整数 1 6 m 6 min(r,N), 0 6 k 6 r 6 N + 1, k 6 m, 则

∥∂kx(P̂N,−m,β,R+v − v)∥ω−m+k,0,R+ 6 c(βN)
k−r
2 ∥∂rx(e

β
2 xv)∥ω−m+r,β ,R+ .

下面考虑空间 Hr
ω−m,0,A

(R+) 中的拟正交投影. 令

v̂b,m,R+(x) = e−
β
2 x

m−1∑
j=0

(
1

j!

j∑
i=0

Ci
j

(
β

2

)j−i

∂ixv(0)

)
xj .

对任意的 v ∈ Hm
ω−m,0,A

(R+), 令

v̂(x) = v(x)− v̂b,m,R+(x).

由于 e
β
2 xv̂ ∈ 0H

m
ω−m,β ,,A

(R+), 投影 0P̄
m
N,−m,β,R+(e

β
2 xv̂) 是有意义的. 因此, 我们可以定义如下广义

Laguerre 拟正交投影:

P̂m
∗,N,−m,β,R+v(x) = e−

β
2 x

0P̄
m
N,−m,β,R+(e

β
2 xv̂(x)) + v̂b,m,R+(x).

可以验证

∂kxP̂
m
∗,N,−m,β,R+v(0) = ∂kxv(0), 0 6 k 6 m− 1.

若 v ∈ Hm
ω−m,0,A

(R+)∩Hk
ω−m+k,0

(R+), ∂rx(e
β
2 xv) ∈ L2

ω−m+r,β
(R+), 且整数 1 6 m 6 min(r,N), 0 6 k 6 r

6 N + 1, k 6 m, 则

∥∂kx(P̂m
∗,N,−m,β,R+v − v)∥ω−m+k,0,R+ 6 c(βN)

k−r
2 ∥∂rx(e

β
2 xv)∥ω−m+r,β ,R+ .

拟正交投影 P̂m
∗,N,−m,β,R+v 并不是通常意义下的正交投影. 然而它与正交投影 0P̄

m
N,−m,β,R+v 具有

同样的谱精度, 并且在 x = 0 处, 它的直至 m− 1 阶导数与所逼近函数的相应导数相等.

下面考虑对应的插值逼近. 选取如下插值点和权:

ξ̂m,β
N,j = ξ̄m,β

N,j , ŵm,β
N,j = eβξ̂

m,β
N,j w̄m,β

N,j , 0 6 j 6 N −m, m > 0.
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对任意的 v ∈ 0C
m−1
m (R̄+), m > 1, 按照下式引入辅助插值 ÎN,−m,β,R+v ∈ Q̂N,−m,β(R+),

ÎN,−m,β,R+v(ξ̂m,β
N,j ) = v(ξ̂m,β

N,j ), 0 6 j 6 N −m.

对任意的 v ∈ Cm−1
m (R̄+), 我们定义新的 Laruerre-Radau 型插值如下:

ÎR,N,−m,β,R+v(x) = ÎN,m,β,R+ v̂(x) + v̂b,m,R+(x).

显然,

ÎR,N,−m,β,R+v(ξ̂m,β
N,j ) = v(ξ̂m,β

N,j ), 0 6 j 6 N −m,

∂kx ÎR,N,−m,β,R+v(0) = ∂kxv(0), 0 6 k 6 m− 1.

若 v ∈ Hm
ω−m,0,A

(R+)∩Hk
ω−m+k,0

(R+), ∂rx(e
β
2 xv) ∈ L2

ω−m+r,β
(R+), 且整数 1 6 m 6 min(r,N), 0 6 k 6 r

6 N + 1, k 6 m, 则

∥∂kx(ÎR,N,−m,β,R+v − v)∥ω−m+k,0,R+ 6 c(β− 1
2 + 1)(lnN)

1
2 (βN)

k+1−r
2 ∥∂rx(e

β
2 xv)∥ω−m+r,β ,R+ .

文献 [78–81] 最早研究了 m = 1 的上述拟正交逼近和 Laguerre-Radau 型插值逼近. 文献 [82] 则

提出了 m = 2 的拟正交逼近.

本小节中的结果为数值模拟高阶问题奠定了基础,特别是精确拟合混合非齐次边界条件问题和采

用区域分解的数值方法, 可参见文献 [76, 77].

3.4 拟合渐近性态的谱和拟谱方法

正交逼近 P̄N,−m,β,R+v 和插值 ĪN,−m,β,R+v 对很大一类在无穷远处无界的函数是有效的. 如果函

数的衰减行为类似于 (1 + x)µ, µ < −1
2 , 则可采用正交逼近 P̂N,−m,β,R+v 和插值 ÎN,−m,β,R+v. 然而, 不

同微分方程解的渐近性态可能不一样. 一般地说, 如果解增长或衰减方式类似于 O((1 + x)µ), 那么在

正交逼近或者插值时宜选用类似于 (1 + x)−γ , γ > 2µ+ 1 的权函数.

设 α 和 γ 为实数, 且 δ > 0. Guo 和 Zhang [83] 引入了一类更加广义的 Laguerre 型函数

L̂α,β,γ,δ
l (x) = (δ + x)

γ
2 e−

β
2 xL̄α,β

l (x), l > l̄α.

记权函数 ω̂α,γ,δ(x) = xα(δ + x)−γ . 所有的 L̂α,β,γ,δ
l (x) 构成 L2

ω̂α,γ,δ
(R+) 中的完备正交系. 令

Q̂N,α,β,γ,δ(R+) = span{L̂α,β,γ,δ
l (x), lα 6 l 6 N}.

空间 L2
ω̂α,γ,δ

(R+) 中的正交投影 P̂N,α,β,γ,R+ : L2
ω̂α,γ,δ

(R+) → Q̂N,α,β,γ,δ(R+) 定义如下:

(P̂N,α,β,γ,δ,R+v − v, ϕ)ω̂α,γ,δ,R+ = 0, ∀ϕ ∈ Q̂N,α,β,γ,δ(R+).

引入 Sturm-Liouville 算子

Âα,β,γ,δv(x) = −x−αe
β
2 x(δ + x)

γ
2 ∂x(x

α+1e−βx∂x((δ + x)−
γ
2 e

β
2 xv(x))),

并定义相应的 Sobolev 型空间

D(Âr
α,β,γ,δ) = {v | Âk

α,β,γ,δv ∈ L2
ω̂α,γ,δ

(R+), 0 6 k 6 r}, r > 0,
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其半范数和范数为

|v|D(Âr
α,β,γ,δ)

= ∥Âr
α,β,γ,δv∥2ω̂α,γ,δ,R+ , ∥v∥D(Âr

α,β,γ,δ)
=

( r∑
k=0

|v|2
D(Âk

α,β,γ,δ)

) 1
2

.

若 v ∈ D(Âr
α,β,γ,δ), 且整数 0 6 k 6 r 6 N + 1, 则

|P̂N,α,β,γ,δ,R+v − v|D(Âk
α,β,γ,δ)

6 c(βN)k−r|v|D(Âr
α,β,γ,δ)

.

如果适当地调节参数 α 和 γ, 那么正交投影 P̂N,α,β,γ,R+v 不仅在 x = 0 处精确吻合边界条件, 而且很

好地拟合解在无穷远处的渐近性态.

我们考虑一个特殊情形. 为此引入空间

Hr
ω̂−m,γ,δ,A

(R+) = {v | v 在 R+ 上可测且 ∥v∥Hr
ω̂−m,γ,δ,A(R+) <∞}, r > 0,

其范数为

∥v∥Hr
ω̂−m,γ,δ,A(R+) =

( r∑
k=0

∥∂kxv∥2ω̂−m+k,γ,δ,R+

) 1
2

.

又记

0H
r
ω̂−m,γ,δ,A

(R+) = {v | v ∈ Hr
ω̂−m,γ,δ,A

(R+) 且 ∂kxv(0) = 0, 0 6 k 6 r − 1}.

若 v∈0H
m
ω̂−m,γ,δ,A

(R+)∩Hk
ω̂−m+k,γ,δ

(R+), ∂rx((δ + x)−
γ
2 e

β
2 xv)∈L2

ω−m+r,β
(R+),且整数 16m6min(r,N),

0 6 k 6 m, 则对 r 6 N + 1,

∥∂kx(P̂N,−m,β,γ,δ,R+v − v)∥ω̂−m+k,γ,δ,R+ 6 c(1 + β−k)(βN)
k−r
2 ∥∂rx((δ + x)−

γ
2 e

β
2 xv)∥ω−m+r,β ,R+ .

下面考虑拟正交逼近. 当 i = 3 时令 θi = 1, 否则 θi = 0. 又当 i > 2 时令 σi = 1, 否则 σi = 0. 我

们引入函数

vb,m,γ,δ,R+(x) = (δ + x)
γ
2 e−

β
2 x

m−1∑
j=0

aj(v)x
j , 1 6 m 6 4,

其中

aj(v) =
1

j!
δ−

γ
2

j∑
i=0

(−1)iCi
j

((
γδ−1 − β

2

)i

+
3

4
θiγ(γδ

−1 − β)δ−2 +
1

2
(i− 1)σiγδ

−i

)
∂j−i
x v(0).

可以验证

∂kxvb,m,γ,δ,R+(0) = ∂kxv(0), 0 6 k 6 m− 1 6 3.

对任意的 v ∈ Hm
ω̂−m,γ,δ,A

(R+), 令 v̂(x) = v(x) − vb,m,γ,δ,R+(x). 由于 (δ + x)−
γ
2 e

β
2 xv̂ ∈ 0H

m
ω−m,β ,A

(R+),

我们可定义如下 Laguerre 拟正交投影:

P̂m
∗,N,−m,β,γ,δ,R+v(x) = (δ + x)

γ
2 e−

β
2 x

0P
m
N,−m,β,R+((δ + x)−

γ
2 e

β
2 xv̂(x)) + vb,m,γ,δ,R+(x).

显然,

∂kxP̂
m
∗,N,−m,β,γ,δ,R+v(0) = ∂kxv(0), 0 6 k 6 m− 1 6 3.
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若 v∈Hm
ω̂−m,γ,δ,A

(R+)∩Hk
ω̂−m+k,γ,δ

(R+), ∂rx((δ+x)
− γ

2 e
β
2 xv)∈L2

ω−m+r,β
(R+),且整数 16m6min(4, r,N),

0 6 k 6 m, 则对 r 6 N + 1,

∥∂kx(P̂m
∗,N,−m,β,γ,δ,R+v − v)∥ω̂−m+k,γ,δ,R+ 6 c(1 + β−k)(βN)

k−r
2 ∥∂rx((δ + x)−

γ
2 e

β
2 xv)∥ω−m+r,β ,R+ .

下面考虑对应的插值逼近. 我们采用下列插值点和权:

ξ̂m,β,γ,δ
N,j = ξ̄m,β

N,j , 0 6 j 6 N −m,

ŵm,β,γ,δ
N,j = (δ + ξ̂m,β,γ,δ

N,j )−γeβξ̂
m,β,γ,δ
N,j w̄m,β

N,j , 0 6 j 6 N −m.

对任意的 v ∈ Cm−1
0,m (R̄+), m > 1, 引入如下辅助插值 ÎN,−m,β,γ,δ,R+v ∈ Q̂N,−m,β,γ,δ(R+),

ÎN,−m,β,γ,δ,R+v(ξ̂m,β,γ,δ
N,j ) = v(ξ̂m,β,γ,δ

N,j ), 0 6 j 6 N −m.

对任意的 v ∈ Cm−1(R̄+), 有 v̂ ∈ Cm−1
0,m (R̄+). 因此, 插值 ÎN,−m,β,γ,δ,R+ v̂ ∈ Q̂N,−m,β,γ,δ(R+). 从而, 我

们可以定义 Laguerre-Radau 型插值, ÎR,N,−m,β,γ,δ,R+v(x) = ÎN,−m,β,γ,δ,R+ v̂(x) + vb,m,γ,δ,R+(x). 显然,

ÎR,N,−m,β,γ,δ,R+v(ξ̂m,β,γ,δ
N,j ) = v(ξ̂m,β,γ,δ

N,j ), 0 6 j 6 N −m,

∂kx ÎR,N,−m,β,γ,δ,R+v(0) = ∂kxv(0), 0 6 k 6 m− 1.

若 v∈Hm
ω̂−m,γ,δ,A

(R+)∩Hk
ω̂−m+k,γ,δ

(R+), ∂rx((δ+x)
− γ

2 e
β
2 xv)∈L2

ω−m+r,β
(R+),且整数 16m6min(4, r,N),

0 6 k 6 m, 则对 r 6 N + 1,

∥∂kx(ÎR,N,−m,β,γ,δ,R+v − v)∥ω̂−m+k,γ,δ,R+ 6 c(1 + β−k)(β− 1
2 + 1)(lnN)

1
2 (βN)

k+1−r
2

× ∥∂rx((δ + x)−
γ
2 e

β
2 xv)∥ω−m+r,β ,R+ .

作为一个应用例子, 我们考虑如下模型问题:∂4xU + λU = f, x ∈ R+,

∂2xU(0) = b, U(0) = a,
(3.6)

其中 f ∈ L2
ω̂0,γ,δ

(R+), a, b 和 λ > 0 是给定的常数, 并且假设

x
1−γ
2 ∂kxU(x) → 0, x

−1−γ
2 ∂3xU(x) → 0, 当 x→ ∞, 0 6 k 6 2. (3.7)

这个问题类似于稳态流函数方程, 及文献 [84] 中讨论的稳定态广义 Fisher-Kolmogorov 方程.

为了推导方程 (3.6) 的弱形式, 令 δ > 1 并引入双线性形式

Aλ,δ,R+(u, v) = a1,λ,δ,R+(u, v) + a2,δ,Λ(u, v), ∀u, v ∈ H2
ω̂0,γ,δ

(R+),

其中

a1,λ,δ,R+(u, v) =

∫
R+

∂2xu(x)∂
2
xv(x)(δ + x)−γdx+ λ

∫
R+

u(x)v(x)(δ + x)−γdx,

a2,δ,R+(u, v) = −2γ

∫
R+

∂2xu(x)∂xv(x)(δ + x)−γ−1dx+ γ(γ + 1)

∫
R+

∂2xu(x)v(x)(δ + x)−γ−2dx.
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可以把空间 H1
ω̂0,γ,δ

(R+) 看作为 H2
ω̂0,γ,δ

(R+) 与 L2
ω̂0,γ,δ

(R+) 的插值空间. 故存在正常数 dγ,δ, 使得

∥∂xv∥2ω̂0,γ,δ,R+ 6 dγ,δ(∥∂2xv∥2ω̂0,γ,δ,R+ + ∥v∥2ω̂0,γ,δ,R+), ∀ v ∈ H2
ω̂0,γ,δ

(R+).

为了简便计, 记

cγ = 2γ2(γ + 1)2 +
1

2
γ(γ + 1)(γ + 2)(γ + 3). (3.8)

可以验证

|Aλ,δ,R+(u, v)| 6 5

4
∥∂2xu∥2ω̂0,γ,δ,R+ +

(
1

2
+ 4γ2dγ,δ

)
∥∂2xv∥2ω̂0,γ,δ,R+ +

λ

2
∥u∥2ω̂0,γ,δ,R+

+
1

2
(λ+ 8γ2dγ,δ + γ2(γ + 1)2)∥v∥2ω̂0,γ,δ,R+ , ∀u, v ∈ H2

ω̂0,γ,δ
(R+),

Aλ,δ,R+(v, v) > 1

2
∥∂2xv∥2ω̂0,γ,δ,R+ + (λ− cγ)∥v∥2ω̂0,γ,δ,R+ + γ(γ + 1)δ−γ−2∂xv(0)v(0)

+ γδ−γ−1(∂xv(0))
2 +

1

2
γ(γ + 1)(γ + 2)δ−γ−3v2(0), ∀ v ∈ H2

ω̂0,γ,δ
(R+).

令

V (R+) = {v | v ∈ H2
ω̂0,γ,δ

(R+), v(0) = a, 且当 x→ ∞ 时 x
−1−γ

2 ∂3xv(x) → 0},

V (R+) = {v | v ∈ H2
ω̂0,γ,δ

(R+) 且 v(0) = 0}.

方程 (3.6) 的弱形式是寻找解 U ∈ V (R+), 使得

Aλ,δ,R+(U, v) + bδ−γ∂xv(0) = (f, v)ω̂0,γ,δ,R+ , ∀ v ∈ V (R+). (3.9)

若 λ > cλ, 则问题 (3.9) 有唯一解. 令

VN (R+) = V (R+) ∩ Q̂N,0,β,γ,δ(R+), V N (R+) = V (R+) ∩ Q̂N,0,β,γ,δ(R+).

当 γ > 0, λ > cλ 时, 计算问题 (3.9) 的谱方法是寻找数值解 uN ∈ VN (R+), 使得

Aλ,δ,R+(uN , ϕ) + bδ−γ∂xϕ(0) = (f, ϕ)ω̂0,γ,δ,R+ , ∀ϕ ∈ V N (R+).

当 λ 6 cγ 时,我们可以采用变量变换 y = θx, θ > 0,及 V (y) = U(yθ ), F (y) = f(yθ ).于是,问题 (3.6)

变换成 
∂4yV (y) +

λ

θ4
V (y) =

1

θ4
f(y), y ∈ R+,

∂xU(0) =
b

θ
, U(0) = a.

如果 θ 适当小, 那么 λ
θ4 > cγ .

Laguerre 拟正交逼近也被应用于精确拟合混合边界条件的谱方法, 从而提供更好的数值结果. 为

此, 令

V ∗
N (R+) = V (R+) ∩ Q̂N,0,β,γ,δ(R+) ∩ {ϕ | ∂2xϕ(0) = b},

V
∗
N (R+) = V (R+) ∩ Q̂N,0,β,γ,δ(R+) ∩ {ϕ | ∂2xϕ(0) = 0}.

当 γ > 0, λ > cλ 时, 计算问题 (3.6) 的谱方法是寻找数值解 uN ∈ V ∗
N (R+), 使得

Aλ,δ,R+(uN , ϕ) + bδ−γ∂xϕ(0) = (f, ϕ)ω̂0,γ,δ,R+ , ∀ϕ ∈ V
∗
N (R+).

关于精确拟合混合边界条件的 Laguerre 谱方法的更多细节可参见文献 [77, 83]. 对于精确拟合有

限区域上 Neumann 和 Robin 边界条件的数值方法, 可参见文献 [85–89].
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4 区域分解的 Laguerre 谱和拟谱方法

在许多实际问题中, 真解在靠近边界处剧烈变化. 为了提高计算精度又节省工作量, 我们可以采

用区域分解方法. 换句话说, 在靠近边界处采用 Legendre逼近,在其他无界子区域上采用 Laguerre逼

近. 区域分解的 Laguerre 谱和拟谱方法也广泛应用于其他重要问题, 如复杂几何区域问题、非典型偏

微分方程和外部问题等. 事实上, 区域分解谱方法起源于复杂区域问题, 可参见文献 [90, 91]. 关于有

界区域问题的区域分解谱方法的早期工作可参见文献 [92, 93].

4.1 Laguerre-Legendre 组合谱和拟谱方法

标准的区域分解 Laguerre 谱和拟谱方法适用于一维二阶问题和一些相关的问题. Guo 和 Ma 在

文献 [64, 65] 的早期工作中应用标准 Laguerre 函数建立了上述方法并藉此计算 Burgers 方程. 更确切

地说, 他们在靠近 x = 0 区域应用 Legendre 逼近, 在剩下的区间应用 Laguerre 逼近. Azaiez 等人 [94]

提出了计算半无限管状区域上 Stokes 问题的 Laguerre-Legendre 的谱方法. Zhuang 等人 [95] 提出了无

界区域上 Navier-Stokes 方程的 Laguerre-Legendre 谱元方法. Shen 和 Wang [96] 还建立了计算三阶问

题的 Laguerre 谱方法和 Laguerre-Legendre 组合谱方法.

对于高价问题的区域分解 Laguerre 谱和拟谱方法, 我们需要同时应用 Jacobi 拟正交逼近和 La-

guerre拟正交逼近.为此,令 Λ = (−2, 0),整数m,n > 1和位移 Jacobi权函数 χm,n(x) = (−x)m(2+x)n.

加权空间 L2
χm,n

(Λ) 的内积和范数分别是 (u, v)χm,n,Λ 和 ∥v∥χm,n,Λ. 当 r > 0 时, 定义空间

Hr
m,n,A(Λ) = {v | v 在 Λ 上可测且 ∥v∥Hr

m,n,A(Λ) <∞},

其范数为

∥v∥Hr
m,n,A(Λ) =

( r∑
k=0

∥∂kxv∥2χ−m+k,−n+k,Λ

) 1
2

.

又当整数 r > max(m,n) 时,

Hr
0,m,n,A(Λ) = {v ∈ Hr

m,n,A(Λ) | ∂kxv(−2) = 0, 0 6 k 6 n− 1,及 ∂kxv(0) = 0, 0 6 k 6 m− 1}.

用 Jm,n
l (x) 表示标准的 l 次 Jacobi 多项式, 并令

Y m,n
l (x) = χm,n(x)J

m,n
l−m−n(x+ 1), l > m+ n.

上述函数是文献 [97, 98] 中广义 Jacobi 函数的一种特殊形式, 它们构成了 L2
χm,n

(Λ) 中的一个完备正

交系. 令 QN,m,n(Λ) = span{Y (m,n)
l (x),m+ n 6 l 6 N}. 当整数 max(m,n) 6 µ 6 m+ n 时, 定义如下

正交投影 Pµ,0
N,m,n,Λ : Hµ

0,m,n,A(Λ) → QN,m,n(Λ),

(∂µx (v − Pµ,0
N,m,n,Λv), ∂

µ
xϕ)χ−m+µ,−n+µ,Λ = 0, ∀ϕ ∈ QN,m,n(Λ).

我们引入如下的多项式 q−m,n,j,Λ(x), q
+
m,n,j,Λ(x) ∈ Pm+n−1(Λ),

q−m,n,j,Λ(x) =
1

2mj!
(−x)m

n−1−j∑
l=0

(m+ l − 1)!

2ll!(m− 1)!
(2 + x)l+j ,

q+m,n,j,Λ(x) =
(−1)j

2nj!
(2 + x)n

m−1−j∑
l=0

(n+ l − 1)!

2ll!(n− 1)!
(−x)l+j .
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可以验证

∂kxq
−
m,n,j,Λ(−2) = δk,j , ∂lxq

−
m,n,j,Λ(0) = 0, 0 6 j, k 6 n− 1, 0 6 l 6 m− 1,

∂lxq
+
m,n,j,Λ(−2) = 0, ∂kxq

+
m,n,j,Λ(0) = δk,j , 0 6 j, k 6 m− 1, 0 6 l 6 n− 1.

对任意的 v ∈ Hr
m,n,A(Λ) 和 r > max(m,n), 令

llvm,n,b,Λ(x) =
n−1∑
j=0

∂jxv(−2)q−m,n,j,Λ(x) +
m−1∑
j=0

∂jxv(0)q
+
m,n,j,Λ(x), v̄(x) = v(x)− vm,n,b,Λ(x).

显然, v̄ ∈ Hr
0,m,n,A(Λ). 文献 [73,74] 定义了 Jacobi 拟正交投影

Pµ
∗,N,m,n,Λv(x) = Pµ,0

N,m,n,Λv̄(x) + vm,n,b,Λ(x).

若 v ∈ Hµ
m,n,A(Λ), ∂

r
xv ∈ L2

χ−m+r,−n+r
(Λ), 且整数 m,n, r > 1, N > m + n, 0 6 k 6 r 6 N + 1,

max(m,n, k) 6 µ 6 m + n, 及 r > m + n (或 max(m,n) 6 r 6 m + n − 1, 1 6 m,n 6 4), 则

∥∂kx(P
µ
∗,N,m,n,Λv − v)∥χ−m+k,−n+k,Λ 6 cNk−r∥∂rxv∥χ−m+r,−n+r,Λ.

我们通过一个模型问题来说明如何设计无界区域问题的区域分解谱方法. 设无界区域 Ω = Λ ∪R+

= {x | −2 < x < ∞}. 空间 L2
χ(Ω) 的内积和范数分别是 (u, v)χ,Ω 和 ∥v∥χ,Ω. 当 χ(x) ≡ 1 时, 我们省略

下标 χ. 令 δ > 2. dγ,δ 是使得下式成立的一个正常数,

∥∂xv∥2ω̂0,γ,δ,Ω
6 dγ,δ(∥∂2xv∥2ω̂0,γ,δ,Ω

+ ∥v∥2ω̂0,γ,δ,Ω
), ∀ v ∈ H1

ω̂0,γ,δ
(Ω).

常数 cγ 的意义如同 (3.8).

我们考虑如下问题: ∂4xU + λU = f, x ∈ Ω,

∂xU(−2) = b, U(−2) = a,
(4.1)

其中 f ∈ L2
ω̂0,γ,δ

(Ω), a, b 和 λ > 0 是给定的常数, 并假设 U(x) 有与 (3.7) 同样的渐近行为.

引入双线性形式

Aλ,γ,δ,Ω(u, v) = a1,λ,γ,δ,Ω(u, v) + a2,γ,δ,Ω(u, v), ∀u, v ∈ H2
ω̂0,γ,δ

(Ω),

其中

a1,λ,γ,δ,Ω(u, v) =

∫
Ω

∂2xu(x)∂
2
xv(x)(δ + x)−γdx+ λ

∫
Ω

u(x)v(x)(δ + x)−γdx,

a2,γ,δ,Ω(u, v) = −2γ

∫
Ω

∂2xu(x)∂xv(x)(δ + x)−γ−1dx+ γ(γ + 1)

∫
Ω

∂2xu(x)v(x)(δ + x)−γ−2dx.

可以验证, 对任意的 u, v ∈ H2
ω̂0,γ,δ,Ω

(Ω),

|Aλ,γ,δ,Ω(u, v)| 6
5

4
∥∂2xu∥2ω̂0,γ,δ,Ω

+

(
1

2
+ 4γ2dγ,δ

)
∥∂2xv∥2ω̂0,γ,δ,Ω

+
λ

2
∥u∥2ω̂0,γ,δ,Ω

+
1

2
(λ+ 8γ2dγ,δ + γ2(γ + 1)2)∥v∥2ω̂0,γ,δ,Ω

,

Aλ,γ,δ,Ω(v, v) >
1

2
∥∂2xv∥2ω̂0,γ,δ,Ω

+ (λ− cγ)∥v∥2ω̂0,γ,δ,Ω
+ γ(γ + 1)(δ − 2)−γ−2∂xv(−2)v(−2)
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+ γ(δ − 2)−γ−1(∂xv(−2))2 +
1

2
γ(γ + 1)(γ + 2)(δ − 2)−γ−3v2(−2).

令

V (Ω) = {v | v ∈ H2
ω̂0,γ,δ

(Ω), ∂xv(−2) = b, v(−2) = a, 且当 x→ ∞ 时 x
−1−γ

2 ∂3xv(x) → 0},

V (Ω) = {v | v ∈ H2
ω̂0,γ,δ

(Ω) 且 ∂xv(−2) = v(−2) = 0}.

问题 (4.1) 的弱形式是寻找解 U ∈ V (Ω), 使得

Aλ,γ,δ,Ω(U, v) = (f, v)ω̂0,γ,δ,Ω, ∀ v ∈ V (Ω). (4.2)

当 λ > cγ 时, 上述问题有唯一解.

记数对 N = (N1, N2), 并引入下列集合:

VN (Ω) = {ϕ ∈ V (Ω) | ϕ |Λ∈ PN1(Λ), ϕ |R+∈ Q̂N2,0,β,γ,δ(R+)},

V N (Ω) = {ϕ ∈ V (Ω) | ϕ |Λ∈ PN1(Λ), ϕ |R+∈ Q̂N2,0,β,γ,δ(R+)}.

计算 (4.2) 的区域分解谱方法是寻找数值解 uN ∈ VN (Ω), 使得

Aλ,γ,δ,Ω(uN , ϕ) = (f, ϕ)ω̂0,γ,δ,Ω, ∀ϕ ∈ V N (Ω). (4.3)

当 λ > cγ , 且 γ > 0 或 δ = 2 时, 问题 (4.3) 有唯一解.

为了估计数值解的误差, 定义组合拟正交投影 P 2
∗,N ,γ,δ,Ωv(x) 如下:

P 2
∗,N ,γ,δ,Ωv(x) =

P 2
∗,N1,2,2,Λ

v(x), x ∈ Λ,

P̂ 2
∗,N2,−2,β,γ,δ,R+v(x), x ∈ R+.

显然, P 2
∗,N ,γ,δ,Ωv ∈ VN (Ω).若 δ > 2或者 δ = 2且 γ 6 0,则对整数 2 6 r1 6 N1+1和 2 6 r2 6 N2+1,

∥∂kx(P 2
∗,N ,γ,δ,Ωv − v)∥2ω̂0,γ,δ,Ω

6 cN1
2k−2r1∥∂r1x v∥2χ−2+r1,−2+r1 ,Λ

+ c(1 + β−4)(βN2)
2k−r2

× ∥∂r2x ((δ + x)−
γ
2 e

β
2 xv)∥2ω−2+r2,β ,R+ , k = 0, 1, 2.

上述不等式是数值解误差估计的重要工具.

下面考虑如下非齐次混合边值问题:∂4xU(x) + λU(x) = f(x), x ∈ Ω,

∂2xU(−2) = b, U(−2) = a,
(4.4)

其中 U(x) 的渐近性态及 f(x), a 和 b 的含义与 (4.1) 相同. 令

V (Ω) = {v | v ∈ H2
ω̂0,γ,δ

(Ω), v(−2) = a, 且当 x→ ∞ 时 x
−1−γ

2 ∂3xv(x) → 0},

V (Ω) = {v | v ∈ H2
ω̂0,γ,δ

(Ω) 且 v(−2) = 0}.

问题 (4.4) 的弱形式是寻找解 U ∈ V (Ω), 使得

Aλ,γ,δ,Ω(U, v) + b(δ − 2)−γ∂xv(−2) = (f, v)ω̂0,γ,δ,Ω, ∀ v ∈ V (Ω). (4.5)
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如果 λ > cγ , 且 γ > 0 或者 δ = 2, 那么上述问题有唯一解.

令

VN (Ω) = {ϕ ∈ V (Ω) | ϕ |Λ∈ PN1(Λ), ϕ |R+∈ Q̂
(0,β,γ,δ)
N2

(R+)},

V N (Ω) = {ϕ ∈ V (Ω) | ϕ |Λ∈ PN1(Λ), ϕ |R+∈ Q̂
(0,β,γ,δ)
N2

(R+)}.

计算问题 (4.5) 的区域分解谱方法是寻找数值解 uN ∈ VN (Ω), 使得

Aλ,δ,Ω(uN , ϕ) + b(δ − 2)−γ∂xϕ(−2) = (f, ϕ)ω̂0,γ,δ,Ω, ∀ϕ ∈ V N (Ω). (4.6)

当 λ > cγ , 且 γ > 0 或者 δ = 2 时, 问题 (4.6) 有唯一解.

问题 (4.3) 和 (4.6) 的数值解的误差估计可参见文献 [83].

4.2 非典型微分方程的谱和拟谱方法

区域分解 Laguerre 谱和拟谱方法可以应用于很多重要的非典型微分方程的数值解. 事实上, 对此

类问题, 我们必须采用区域分解方法. 我们以无限带状区域上的 Fokker-Planck 方程为例来说明无界

区域分解谱方法的主要策略. 为了描述微粒的 Brown 运动, Fokker 和 Planck 最早引入该方程. 并已

广泛应用于固体物理学、量子光学、化学物理学、理论生物学和电路理论中, 可参见文献 [99,100].

x 表示粒子的速度, 概率密度为 U(x, y, t). 正常数 k, T̃ 和 m 分别是 Boltzmann 常数、绝对温度

和粒子质量, µ = kT̃
m , β−1

0 > 0 是粒子弛豫时标. 我们考虑如下初边值问题:

∂tU + x∂yU − β0∂x(xU)

+y∂xU − β0µ∂
2
xU = 0, x ∈ R, |y| < 1, 0 < t 6 T,

U(x, y, t) = 0, x > 0, y = −1 或 x 6 0, y = 1, 0 < t 6 T,

U(x, y, t) → 0, 当 |x| → ∞, |y| < 1, 0 < t 6 T,

U(x, y, 0) = U0(x, y), x ∈ R, |y| 6 1.

(4.7)

Cartling [101]曾应用有限差分法计算问题 (4.7), Moore和 Flaberty [102]则应用了Galerkin方法. 但

不管真解多么光滑, 上述方法数值解的精度是有限的. 一个感兴趣的挑战性问题是如何设计问题 (4.7)

的谱方法. 设计此类方法的主要困难来自以下几点: 第一, 此问题在 x 方向类似抛物型方程而在 y 方

向上类似双曲型方程, 因此不能按常规方法处理. 第二, 对流项 ∂yU(x, y, t) 的系数在 x = 0 处改变符

号, 从而在不同的子区域上附加不同类型的边界条件. 因此, 我们无法用单个全局逼近处理该问题. 第

三, 方程 (4.7) 中的项 ∂2xU(x, y, t) 和 ∂yU(x, y, t) 带有不同的系数 β0µ 和 x, 并且 x 的变化范围是从

−∞ 到 ∞. 它们也给实际计算和数值分析增加了不少困难.

Guo 和 Wang [78] 提出了广义 Laguerre-Legendre 组合谱方法, 并由此计算问题 (4.7). 该方法的第

一个关键技巧是分别在 x < 0 和 x > 0 的两个子区域上引入两种不同的广义 Laguerre-Legendre 混合

拟正交逼近, 并将它们组合成整个带状区域上的组合逼近, 它保持了在 x = 0 处的连续性和整个区域

上的全局谱精度. 为此, 令 R+ = {x | x > 0}, R− = {x | x < 0}, Λ = {y | |y| < 1}, 并将区域 Ω 剖分

如下:

Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ {(x, y) | x = 0, |y| ∈ Λ}, Ω1 = R+ × Λ, Ω2 = R− × Λ.
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相应地, 将 Ω 的边界分解成 Γ = Γ1 ∪ Γ2, 其中

Γ1 = {(x, y) | x > 0, y = −1,或 x 6 0, y = 1},

Γ2 = {(x, y) | x < 0, y = −1,或 x > 0, y = 1}.

下面考虑子区域 Ω1 上的混合拟正交逼近. 引入如下空间:

F(R+) = L2(R+) ∩ {v |在 x = 0 处存在有限迹},

0F(R+) = {v ∈ F(R+) | v(0) = 0}.

同第 3.2 小节一样定义 QN,0,β(R+), 并记

0QN,0,β(R+) = {ϕ ∈ QN,0,β(R+) | ϕ(0) = 0}.

正交投影 0P̃N,β,R+ : 0F(R+) → 0QN,0,β(R+) 定义如下:

(0P̃N,β,R+v − v, ϕ)R+ = 0, ∀ϕ ∈ 0QN,0,β(R+).

对任意的 v ∈ F(R+), 令 ṽ(x) = v(x)− v(0)e−
1
2βx. 于是定义拟正交投影

P̃∗,N,β,R+v(x) = 0P̃N,β,R+ ṽ(x) + v(0)e−
1
2βx.

进一步, 令

H1
χ1,χ0

(R+) = {v | ∂xv ∈ L2
χ1
(R+), v ∈ L2

χ0
(R+)},

0H
1
χ1,χ0

(R+) = H1
χ1,χ0

(R+) ∩ {v | v(0) = 0}.

记权函数 ξβ(x) = (x2 + 1)e−βx. 辅助正交投影 0P̃
1
N,ω0,β ,ξβ ,R+ : 0H

1
ω0,β ,ξβ

(R+) → 0PN (R+) 定义如下:

(∂x(0P̃
1
N,ω0,β ,ξβ ,R+v − v), ∂xϕ)ω0,β ,R+ + (0P̃

1
N,ω0,β ,ξβ ,R+v − v, ϕ)ξβ ,R+ = 0, ∀ϕ ∈ 0PN (R+).

对任意的 v ∈ H1
1,x2+1(R

+), QN,0,β(R+) 上的拟正交投影定义如下:

P̃ 1
∗,N,β,R+v = e−

1
2βx(0P̃

1
N,ω0,β ,ξβ ,R+(e

1
2βxṽ) + v(0)).

下面, 令

0F(Λ) = L2(Λ) ∩ {v |在 x = −1 处存在有限迹且 v(−1) = 0}, 0H
1(Λ) = H1(Λ) ∩ 0F(Λ),

0PM (Λ) = {ϕ ∈ PM (Λ) | ϕ(−1) = 0}, P0
M (Λ) = {ϕ ∈ PM (Λ) | ϕ(−1) = ϕ(1) = 0}.

正交投影 0PM,Λ : 0F(Λ) → 0PM (Λ) 定义如下:

(0PM,Λv − v, ϕ)Λ = 0, ∀ϕ ∈ 0PM (Λ).

正交投影 P 1,0
M,Λ : H1

0 (Λ) → P0
M (Λ) 定义如下:

(∂x(P
1,0
M,Λv − v), ∂xϕ)Λ = 0, ∀ϕ ∈ P0

M (Λ).
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对任意的 v ∈ 0H
1(Λ), 令

ṽ(y) = v(y)− 1

2
(1 + y)v(1) ∈ H1

0 (Λ),

并定义下列拟正交投影 0P
1
∗,M,Λ : 0H

1(Λ) → 0PM (Λ),

0P
1
∗,M,Λv(y) = P 1,0

M,Λṽ(y) +
1

2
(1 + y)v(1).

最后定义子区域 Ω1 上的如下混合拟正交投影:

P∗,M,N,β,Ω1v = (P̃∗,N,β,R+ · 0PM,Λ)v, P 1
∗,M,N,β,Ω1

v = (P̃ 1
∗,N,β,R+ · 0P 1

∗,M,Λ)v.

我们类似地定义子区域 Ω2 上的混合拟正交投影 P∗,M,N,β,Ω2v 和 P 1
∗,M,N,β,Ω2

v, 其中, 权函数

ω0,β(x) 和 ξβ(x) 分别替换为 eβx 和 (x2 + 1)eβx. 同时, 空间 F(R+), 0F(R+), QN,0,β(R+), 0QN,0,β(R+)

和 0PM (Λ) 分别替换成 F(R−), 0F(R−), QN,0,β(R−), 0QN,0,β(R−) 和 0PM (Λ), 上述记号的意义是清

晰的, 例如, 0PM (Λ) = {ϕ | ϕ ∈ PM (Λ) 且 ϕ(1) = 0}.
下面构造整个区域 Ω 上的组合拟正交投影. 令

M(Ω) = {v | v ∈ L2
x2+1(Ω), ∂xv, ∂yv ∈ L2(Ω), v |Γ1= 0 且 v |Γ2∈ L2

|x|(Γ2)},

VM,N (Ω) = M(Ω) ∩ {ϕ | ϕ |Ω1∈ QN,0,β(R+)⊗ 0PM (Λ),且 ϕ |Ω2∈ QN,0,β(R−)⊗ 0PM (Λ)}.

组合拟正交投影定义为

P∗,M,N,β,Ωv |Ωj= P∗,M,N,β,Ωjv, P 1
∗,M,N,β,Ωv |Ωj= P 1

∗,M,N,,β,Ωj
v, j = 1, 2.

可以验证 P∗,M,N,β,Ωv, P
1
∗,M,N,β,Ωv ∈ VM,N (Ω).

设计计算问题 (4.7) 的组合谱方法的第二个技巧是构造恰当的基函数, 使得全局数值解在两个子

区域的公共部分精确吻合, 并且在获得相邻子区域公共边界上的数值解展开式系数后, 可以分别在各

个子区域上并行地计算数值解展开式的其他系数. 为此, 用 Ll(y) 表示 l 次 Legendre 多项式, 及

ψβ
1,l(x) = L̃0,β

l (x)− L̃0,β
l+1(x), ψβ

2,l(x) = L̃0,β
l (−x)− L̃0,β

l+1(−x), 0 6 l 6 N − 1,

η1,m(y) = Lm(y) + Lm+1(y), η2,m(y) = Lm(y)− Lm+1(y), 0 6 m 6M − 1.

进一步令

Gβ
1,l,m(x, y) =

ψ
β
1,l(x)η1,m(y), (x, y) ∈ Ω1,

0, (x, y) ∈ Ω2,

Gβ
2,l,m(x, y) =

0, (x, y) ∈ Ω1,

ψβ
2,l(x)η2,m(y), (x, y) ∈ Ω2,

及

G̃β
m(x, y) = (Lm(y)− Lm+2(y))e

− 1
2β|x|, 0 6 m 6M − 2.

全体函数 Gβ
j,l,m, 0 6 l 6 N − 1, 0 6 m 6M − 1, j = 1, 2 和 G̃β

m, 0 6 m 6M − 2 构成了空间 VM,N (Ω)

的一组基函数.
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计算问题 (4.7) 的谱格式是寻找数值解 uM,N (t) ∈ VM,N (Ω), 0 6 t 6 T, 使得
(∂tuM,N (t), ϕ)Ω + (x∂ywM,N (t), ϕ)Ω + β0(xuM,N (t), ∂xϕ)Ω + (y∂xuM,N (t), ϕ)Ω

+β0µ(∂xuM,N (t), ∂xϕ)Ω = 0, ∀ϕ ∈ VM,N (Ω), 0 < t 6 T,

uM,N (0) = P∗,M,N,β,ΩU0.

. (4.8)

在实际计算中, 我们将数值解展开为

uM,N (x, y, t) =
N−1∑
l=0

M−1∑
m=0

a1,l,m(t)Gβ
1,l,m(x, y) +

N−1∑
l=0

M−1∑
m=0

a2,l,m(t)Gβ
2,l,m(x, y) +

M−2∑
m=0

ãm(t)G̃β
m(x, y).

Wang 和 Guo [80] 还建立了广义 Laguerre-Legendre 组合插值和计算问题 (4.7) 的拟谱方法.

4.3 外部问题的谱和拟谱方法

正如我们所知道的, 已经有很多计算外部问题的方法, 如边界元方法、D-N 方法、无限元方法、

完全匹配边界层方法和人工边界方法, 具体可参见文献 [103–113]. 我们也可见 Givoli [114] 的专著与

Givoli 和 Keller [115] 的论文中关于无界区域问题的数值方法, 及 Ying [116] 关于外部问题数值方法的

专著.

我们可以不借助任何人工边界条件而直接应用谱和拟谱方法计算外部问题. Coulaud 等人 [117] 建

立了简单外部区域椭圆问题的 Laguerre谱逼近. Guo等人 [118] 应用 α = β = 1的广义 Laguerre逼近和

Fourier逼近计算二维外部问题. Zhang和 Guo [119] 应用 Laguerre-球面调和混合逼近计算三维外部问

题. Zhang等人 [120]研究了二维外部问题的广义 Laguerre-Fourier混合谱和拟谱方法. 文献 [121,122]应

用广义 Laguerre 函数和球面调和函数建立了计算三维外部问题的混合谱和拟谱方法. 文献 [123, 124]

建立了 Navier-Stokes 方程外部问题的混合谱方法. 但已有的研究结果一般局限于圆形或者球形障

碍物.

一个更加重要和有挑战性的问题是多边形障碍物外部问题的谱和拟谱方法. 我们通过一个模型

问题来说明如何处理这类问题. 设四边形障碍物 Ω0 = {(x, y) | −1 6 x, y 6 1}, 它的边界 Γ =
∪4

j=1 Γj ,

其中

Γ1 = {(x, y) | x = 1, |y| 6 1}, Γ2 = {(x, y) | |x| 6 1, y = 1},

Γ3 = {(x, y) | x = −1, |y| 6 1}, Γ4 = {(x, y) | |x| 6 1, y = −1}.

令外部区域 Ω = R2 \ Ω0. 我们考虑如下模型问题:
−∆U + µU = f, (x, y) ∈ Ω,

U = 0, (x, y) ∈ Γ,

U → 0, 当 |x| → ∞ 或者 |y| → ∞.

(4.9)

Guo和Wang [79]提出了计算问题 (4.9)的谱方法,其数学基础是H1
0 (Ω)中的 Laguerre-Legendre组

合拟正交逼近,它保持数值解的连续性和全局谱精度.为此,我们将无界区域 Ω剖分成八个子区域 Ωj ,

1 6 j 6 8, 见图 1.
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图 1 正方形障碍物外部区域

换句话说, Ω =
∪8

j=1 Ωj , 其中

Ω1 = {(x, y) | 1 < x <∞,−1 6 y 6 1}, Ω2 = {(x, y) | 1 < x <∞, 1 < y <∞},

Ω3 = {(x, y) | −1 6 x 6 1, 1 < y <∞}, Ω4 = {(x, y) | −∞ < x < −1, 1 < y <∞},

Ω5 = {(x, y) | −∞ < x < −1,−1 6 y 6 1}, Ω6 = {(x, y) | −∞ < x < −1,−∞ < y < −1},

Ω7 = {(x, y) | −1 6 x 6 1,−∞ < y < −1}, Ω8 = {(x, y) | 1 < x <∞,−∞ < y < −1}.

把相邻子区域 Ωj 和 Ωj+1 的公共边界记为 Γj,j+1, 且 Γ8,9 = Γ8,1.

我们考虑子区域上的 Laguerre-Legendre 混合拟正交逼近. 令 R+
1 = {x | 1 < x < ∞}. PN (R+

1 ) 表

示全部至多 N 次的多项式集合. 进一步,

0PN (R+
1 ) = {ϕ | ϕ ∈ PN (R+

1 ) 且 ϕ(1) = 0},

QN,β(R+
1 ) = {e− 1

2β(x−1)ϕ | ϕ ∈ PN (R+
1 )}.

为简便计, 令 ω1
β(x) = ω0,β(x − 1) 并引入空间 0H

1
ω1

β
(R+

1 ) = {v | v ∈ H1
ω1

β
(R+

1 ) 且 v(1) = 0}. 我们按以

下方式定义辅助正交投影 0P̃
1
N,β,R+

1

: 0H
1
ω1

β
(R+

1 ) → 0PN (R+
1 ),

(∂x(0P̃
1
N,β,R+

1
v − v), ∂xϕ)ω1

β ,R
+
1
+ (0P̃

1
N,β,R+

1
v − v, ϕ)ω1

β ,R
+
1
= 0, ∀ϕ ∈ 0PN (R+

1 ).

对任意的 v ∈ H1(R+
1 ), 令 ṽ(x) = v(x)− v(1)e−

1
2β(x−1). 于是定义拟正交投影

P̃ 1
∗,N,β,R+

1
v = e−

1
2β(x−1)(0P̃

1
N,β,R+

1
(e

1
2β(x−1)ṽ) + v(1)) ∈ QN,β(R+

1 ).

对 R+
2 = {y | 1 < y <∞}, 我们可以类似地定义多项式集合 QN,β(R+

2 ) 和拟正交投影 P̃ 1
∗,N,β,R+

2

v.

下面, 令 R+
3 = {x | −∞ < x < −1}. PN (R+

3 ) 表示全部至多 N 次的多项式集合. 进一步,

0PN (R+
3 ) = {ϕ | ϕ ∈ PN (R+

3 ) 且 ϕ(−1) = 0}, QN,β(R+
3 ) = {e 1

2β(x+1)ϕ | ϕ ∈ PN (R+
3 )}.

令 ω3
β(x) = ω0,β(−x − 1), 并引入空间 0H1

ω3
β
(R+

3 ) = {v | v ∈ H1
ω3

β
(R+

3 ) 且 v(−1) = 0}. 定义如下辅助投

影 0P̃ 1
N,β,R+

3

: 0H1
ω3

β
(R+

3 ) → 0PN (R+
3 ),

(∂x(
0P̃ 1

N,β,R+
3
v − v), ∂xϕ)ω3

β ,R
+
3
+ (0P̃ 1

N,β,R+
3
v − v, ϕ)ω3

β ,R
+
3
= 0, ∀ϕ ∈ 0PN (R+

3 ).
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对任意的 v ∈ H1(R+
3 ), 令 ṽ(x) = v(x)− v(−1)e

1
2β(x+1). 于是定义拟正交投影

P̃ 1
∗,N,β,R+

3
v = e

1
2β(x+1)(0P̃ 1

N,β,R+
3
(e−

1
2β(x+1)ṽ) + v(−1)) ∈ QN,β(R+

3 ).

对 R+
4 = {y | −∞ < y < −1}, 我们可以类似地定义多项式集合 QN,β(R+

4 ) 和拟正交投影 P̃ 1
∗,N,β,R+

4

v.

另一方面, 令 Λ1 = {y | |y| < 1}, 并用 PM (Λ1) 表示全体至多 M 次的多项式集合. P0
M (Λ1)

= PM (Λ1) ∩H1
0 (Λ1). P

1,0
M,Λ1

v 表示从 H1
0 (Λ1) 到 P0

M (Λ1) 的正交投影. 对任意的 v ∈ H1(I1), 令

ṽ(y) = v(y)− 1

2
u(1)(y + 1) +

1

2
v(−1)(y − 1).

从而定义拟正交投影

P 1
∗,M,Λ1

v(x) = P 1,0
M,Λ1

ṽ(y) +
1

2
v(1)(y + 1)− 1

2
v(−1)(y − 1).

对 Λ2 = {x | |x| < 1}, 我们可以类似地定义多项式集合 PM (Λ2) 和拟正交投影 P 1
∗,M,Λ2

v.

现在引入如下八个子区域上的有限维集合:

VM,N (Ω1) = QN,β(R+
1 )⊗PM (Λ1), VM,N (Ω2) = QN,β(R+

1 )⊗QN,β(R+
2 ),

VM,N (Ω3) = PM (Λ2)⊗QN,β(R+
2 ), VN,N (Ω4) = QN,β(R+

3 )⊗QN,β(R+
2 ),

VM,N (Ω5) = QN,β(R+
3 )⊗PM (Λ1), VN,N (Ω6) = QN,β(R+

3 )⊗QN,β(R+
4 ),

VM,N (Ω7) = PM (Λ2)⊗QN,β(R+
4 ), VN,N (Ω8) = QN,β(R+

1 )⊗QN,β(R+
4 ).

这八个子区域上的拟正交投影定义如下:

P 1
∗,M,N,β,Ω1

v = (P̃ 1
∗,N,β,R+

1

· P 1
∗,M,Λ1

)v, P 1
∗,N,N,β,Ω2

v = (P̃ 1
∗,N,β,R+

1

· P̃ 1
∗,N,β,R+

2

)v,

P 1
∗,M,N,β,Ω3

v = (P 1
∗,M,Λ2

· P̃ 1
∗,N,β,R+

2

)v, P 1
∗,N,N,β,Ω4

v = (P̃ 1
∗,N,β,R+

3

· P̃ 1
∗,N,β,R+

2

)v,

P 1
∗,M,N,β,Ω5

v = (P̃ 1
∗,N,β,R+

3

· P 1
∗,M,Λ1

)v, P 1
∗,N,N,β,Ω6

v = (P̃ 1
∗,N,β,R+

3

· P̃ 1
∗,N,β,R+

4

)v,

P 1
∗,M,N,β,Ω7

v = (P 1
∗,M,Λ2

· P̃ 1
∗,N,β,R+

4

)v, P 1
∗,N,N,β,Ω8

v = (P̃ 1
∗,N,β,R+

1

· P̃ 1
∗,N,β,R+

4

)v.

令 VM,N (Ω) = H1
0 (Ω) ∩ {ϕ | 在 Ωj 上 ϕ ∈ VM,N (Ωj), 1 6 j 6 8}, 并定义整个区域 Ω 上的组合拟正交

投影

P 1
∗,M,N,β,Ωv(x, y) =

P 1
∗,M,N,β,Ωj

v(x, y), (x, y) ∈ Ωj , j = 1, 3, 5, 7,

P 1
∗,N,N,β,Ωj

v(x, y), (x, y) ∈ Ωj , j = 2, 4, 6, 8.

它保持了连续性和全局谱精度.

另外一个重要的技巧是设计两类恰当的基函数. 第一类基函数对应于子区域的内部, 对应于子区

域 Ωj 的基函数在子区域 Ωj 的边界和其他子区域 Ωk, k ̸= j 上为零. 例如, 对应于子区域 Ω1 的基函

数为

ϕβ1,m,l(x, y) =

(L̃0,β
l (x− 1)− L̃0,β

l+1(x− 1))(Lm(y)− Lm+2(y)), (x, y) ∈ Ω1,

0, 否则.

第二类基函数对应于相邻子区域的公共边界. 它在相邻子区域 Ωj 和 Ωj+1 的公共边界上不为零,但在

子区域 Ωj−1 和 Ωj 的公共边界, Ωj+1 和 Ωj+2 的公共边界, 以及其他子区域 Ωk, k ̸= j, j + 1 上都为
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零. 例如, 我们对应于子区域 Ω1 和 Ω2 的公共边界的基函数为

ψβ
1,2,l(x, y) =


1

2
(L̃0,β

l (x− 1)− L̃0,β
l+1(x− 1))(1 + y)e

1
2β(1−y), (x, y) ∈ Ω̄1 ∪ Ω̄2,

0, 否则.

显然, 上述定义的基函数在相应的子区域上是多项式, 并且保证了整体连续性. 所以, 它们都属于集合

VM,N (Ω).

计算问题 (4.9) 的 Laguerre-Legendre 组合谱格式是寻找数值解 uM,N ∈ VM,N (Ω), 使得

(∂xuM,N , ∂xϕ)Ω + (∂yuM,N , ∂yϕ)Ω + µ(uM,N , ϕ)Ω = (f, ϕ)Ω, ∀ϕ ∈ VM,N (Ω). (4.10)

如果在边界 Γ 上问题 (4.9) 的解 U(x, y) = g(x, y) ̸≡ 0, 那么可以构造一个显式函数 Ũ(x, y), 使得

在边界 Γ 上 Ũ(x, y) = U(x, y), 并且当 |x| → ∞ 或 |y| → ∞ 时 Ũ(x, y) → 0. 此时, 通过变量变换

U(x, y) = W (x, y) + Ũ(x, y), 我们可以把原问题变换成一个定义在相应区域上的齐次边值问题, 具体

可参见文献 [79].

Wang 和 Guo [81] 也提出了计算问题 (4.9) 的组合拟谱方法. Guo 和 Wang [82] 又建立了四阶外部

问题的组合谱方法. 它的数学基础是对应于四阶外部问题的 Laguerre-Legendre 组合拟正交逼近.

通常的谱和拟谱方法适用于定义在矩形区域上的问题. 这个特点限制了它们的应用. 最近, 文

献 [125–127] 发展了任意四边形区域和多边形区域上的谱方法、拟谱方法和谱元方法, 拓展了谱和拟

谱方法的应用范围. 与此同时, Guo 和 Yu [128] 建立了多边形区域外部的二阶问题的谱元方法, 其主要

技巧如下:

(1) 选取一个适当的矩形套住多边形障碍物, 并将障碍物边界和矩形边界之间的有界子区域剖分

成若干个凸四边形子区域. 同时, 将剩下的无界子区域部分剖分成若干个无界角型和无界带型子区域.

(2) 分别在有界四边形子区域上采用二维 Legendre 谱元逼近, 在无界角型子区域上采用二维 La-

guerre 逼近, 在无界带型子区域上采用 Laguerre-Legendre 混合逼近.

(3) 设计恰当的基函数, 它们由 Legendre 多项式、Legendre 多项式诱导出的无理函数和带比例因

子的 Laguerre 函数等构成. 这样设计的基函数保证了数值解在所有相邻子区域公共边界上的连续性.

(4)构造整个外部区域上的组合拟正交逼近,它是各个子区域上拟正交逼近的组合,并以此为工具

推导数值解的全局谱精度.

实际问题的解可能在不同子区域上以不同方式变化或者震荡. 尤其可能在障碍物附近剧烈变化.

为了既提高数值解精度又节省计算量,可以采用非一致多项式次数的组合拟正交逼近和非一致谱元网

格剖分. 在一个相当弱的限制条件下, 此类方法在不同子区域、不同子区域边界和不同子区域顶点上

以相对独立方式逼近函数. 因此, 相应的谱和谱元方法非常适用于局部网格加密和局部提高逼近多项

式次数.

也存在其他类型的外部问题谱方法. 例如, Nicholls和 Shen [129] 应用 D-N算子和经典摄动技巧构

造计算二维有界障碍物散射问题. Shen 和 Wang [130] 提出了 Helmholtz 方程外部问题的 Galerkin 谱

逼近方法.

5 无界区域问题的 Jacobi 谱和拟谱方法

一类行之有效的无界区域问题数值方法基于 Jacobi 正交逼近和插值及适当的变量变换.
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5.1 应用 Jacobi 逼近的谱和拟谱方法

Canuto 和 Quarteroni [131] 首次系统地研究了标准 Sobolev 空间中的 Legendre 和 Chebyshev 正

交逼近和插值理论, 它们是有界矩形区域上非周期问题谱方法和拟谱方法的数学基础. Bernardi 和

Maday [2, 54] 更新了一些有关的逼近结果.

对于退化问题的谱和拟谱方法,我们需要 Jacobi正交逼近和插值理论.为此,令 Λ = {x | |x| < 1}.
Jacobi 权函数是

χα,β(x) = (1− x)α(1 + x)β , α, β > −1.

我们按通常方法定义加权 Sobolev 空间 Hr
χα,β

(Λ), 其范数为 ∥v∥r,χα,β ,Λ. 空间 L2
χα,β

(Λ) 的内积和范数

分别为 (u, v)χα,β ,Λ 和 ∥v∥χα,β ,Λ. 当 α = β = 0 时, 我们省略记号 χα,β .

Jacobi 多项式 Jα,β
l (x) 的全体构成了空间 L2

χα,β
(Λ) 中的一个完备正交系. 空间 L2

χα,β
(Λ) 中的正

交投影 PN,α,β,Λ : L2
χα,β

(Λ) → PN (Λ) 定义如下:

(PN,α,β,Λv − v, ϕ)χα,β ,Λ = 0, ∀ϕ ∈ PN (Λ).

Guo 和 Wang [132] 证明了, 若 ∂rxv ∈ L2
χα+r,β+r

(Λ), 且整数 0 6 k 6 r 6 N + 1, 则

∥∂kx(PN,α,β,Λv − v)∥χα+k,β+k,Λ 6 cα,βN
k−r∥∂rxv∥χα+r,β+r,Λ,

其中依赖于 α 和 β 的正常数 cα,β 具有明显表达式.

需要指出的是, 一些学者分别独立地得到了某些特殊正交逼近 PN,α,β,Λv 的误差估计. Funaro [8]

考虑了 k = 0 时的特殊情形. Babuška 和 Guo [133,134] 得到了多维 Besov 空间中对称 Jacobi 逼近的误

差估计. Guo [135,136] 则开始系统研究加权 Sobolev空间中的一般 Jacobi逼近,并得到若干不同类型的

逼近结果. Li 等人 [137] 也得到了一般 Jacobi 逼近的一些结果.

在许多微分方程中,不同阶导数的系数以不同方式退化. 在这种情形下,不可能在标准 Sobolev空

间中比较真解与数值解的误差. 因此, 宜采用非一致 Jacobi 加权的 Sobolev 空间.

下面, 设 α, β, γ, δ > −1, 并引入空间 H1
χα,β ,χγ,δ

(Λ) = {v | v 在 Λ 上可测且 ∥v∥H1
χα,β,χγ,δ

(Λ) < ∞},
其中 ∥v∥H1

χα,β,χγ,δ
(Λ) = (∥∂xv∥2χα,β ,Λ

+ ∥v∥2χγ,δ,Λ
)

1
2 . 令

aα,β,γ,δ(u, v) = (∂xu, ∂xv)χα,β ,Λ + (u, v)χγ,δ,Λ, ∀u, v ∈ H1
χα,β ,χγ,δ

(Λ).

正交投影 P 1
N,α,β,γ,δ,Λ : H1

χα,β ,χγ,δ
(Λ) → PN (Λ) 定义如下:

aα,β,γ,δ(P
1
N,α,β,γ,δ,Λv − v, ϕ) = 0, ∀ϕ ∈ PN (Λ).

若 v ∈ H1
χα,β ,χγ,δ

(Λ), ∂rxv ∈ L2
χα+r−1,β+r−1

(Λ), α 6 γ + 2, β 6 δ + 2, 且整数 1 6 r 6 N + 1, 则

∥P 1
N,α,β,γ,δ,Λv − v∥H1

χα,β,χγ,δ
(Λ) 6 cα,β,γ,δN

1−r∥∂rxv∥χα+r−1,β+r−1,Λ.

特别地, 当 α 6 γ + 1 和 β 6 δ + 1 时,

∥P 1
N,α,β,γ,δ,Λv − v∥χγ,δ,Λ 6 cα,β,γ,δN

−r∥∂rxv∥χα+r−1,β+r−1,Λ.

为了逼近在一个端点上为零的函数, 我们需要另外的正交投影. 令

0H
1
χα,β ,χγ,δ

(Λ) = {v ∈ H1
χα,β ,χγ,δ

(Λ) | v(−1) = 0},
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0PN (Λ) = {ϕ ∈ PN (Λ) | ϕ(−1) = 0}.

正交投影 0P
1
N,α,β,γ,δ,Λ : 0H

1
χα,β ,χγ,δ

(Λ) → 0PN (Λ) 定义如下:

aα,β,γ,δ( 0P
1
N,α,β,γ,δ,Λv − v, ϕ) = 0, ∀ϕ ∈ 0PN (Λ).

若 v ∈ 0H
1
χα,β ,χγ,δ

(Λ), ∂rxv ∈ L2
χα+r−1,β+r−1

(Λ), α 6 γ+2, β 6 0, δ > 0,或者 α 6 γ+1, β 6 δ+2, 0 < α

< 1, β > 1, 且整数 1 6 r 6 N + 1, 则

∥ 0P
1
N,α,β,γ,δ,Λv − v∥H1

χα,β,χγ,δ
(Λ) 6 cα,β,γ,δN

1−r∥∂rxv∥χα+r−1,β+r−1,Λ.

特别地, 当 α 6 γ + 1 和 β 6 δ + 1 时,

∥ 0P
1
N,α,β,γ,δ,Λv − v∥χγ,δ,Λ 6 cα,β,γ,δN

−r∥∂rxv∥χα+r−1,β+r−1,Λ.

在研究带固定不滑动边界的流体运动、带致死边界条件的蚜虫生长规律和其他领域中的某些问

题时需要考虑齐次边界条件. 为此引入空间

H1
0,χα,β ,χγ,δ

(Λ) = {v ∈ Hχα,β ,χγ,δ
(Λ) | v(−1) = v(1) = 0},

P0
N (Λ) = {ϕ | ϕ ∈ 0PN (Λ) 且 ϕ(1) = 0}.

正交投影 P 1,0
N,α,β,γ,δ,Λ : H1

0,χα,β ,χγ,δ
(Λ) → P0

N (Λ) 定义如下:

aα,β,γ,δ(P
1,0
N,α,β,γ,δ,Λv − v, ϕ) = 0, ∀ϕ ∈ P0

N (Λ).

若 v ∈ H1
0,χα,β ,χγ,δ

(Λ), ∂rxv ∈ L2
χα+r−2,β+r−2

(Λ), γ 6 α 6 γ+1, δ 6 β 6 δ+1和 γ, δ < 1,则对整数 1 6 r

6 N + 1, 有 ∥P 1,0
N,α,β,γ,δ,Λv − v∥H1

χα,β,χγ,δ
(Λ) 6 cα,β,γ,δN

1−r∥∂rxv∥χα+r−2,β+r−2,Λ.

下面考虑 Jacobi 插值. 用 ζα,βG,N,j , ζ
α,β
R,N,j 和 ζα,βL,N,j , 0 6 j 6 N 分别表示 Jα,β

N+1(x), xJ
α,β+1
N (x) 和

(1− x2) ×Jα+1,β+1
N−1 (x) 的零点. 对任意 v ∈ C(Λ̄), Jacobi-Gauss 型插值 IZ,N,α,β,Λv ∈ PN (Λ) 定义如下:

IZ,N,α,β,Λv(ζ
α,β
Z,N,j) = v(ζα,βZ,N,j), Z = G,R,L.

它们分别称为 Jacobi-Gauss插值、Jacobi-Radau插值和 Jacobi-Lobatto插值.若 ∂rxv ∈ L2
χα+r−1,β+r−1

(Λ),

且整数 1 6 r 6 N + 1, 则

∥IZ,N,α,β,Λv − v∥χα,β ,Λ 6 cα,βN
−r∥∂rxv∥χα+r−1,β+r−1,Λ, Z = G,R,L.

同样存在对 ∥∂x(IZ,N,α,βv − v)∥χ(α,β),Λ, Z = G,R,L 的估计, 可参见文献 [132]. 然而, 文献 [132] 中的

某些结果并不是最优的. 后来, Guo 和 Zhang [138] 证明了, 若 v ∈ H1(Λ), ∂rxv ∈ L2
χr−1,r−1

(Λ), 且整

数 r > 1, 则 ∥∂x(IL,N,0,0v − v)∥Λ 6 cN1−r∥∂rxv∥χr−1,r−1,Λ. 从而改进了文献 [2, 132, 139] 中的相应结果.

顺便提一下, 上述结论的证明过程还萌发了 Jacobi 拟正交逼近的思想. 前段中的结果已被推广到广义

Jacobi 拟正交逼近和插值理论, 具体可参见文献 [73].

下面介绍无界区域上的 Jacobi 谱和拟谱方法. 我们以全直线上非线性 Klein-Gordon 方程为例,

∂2t V + V 3 − ∂2yV = g, −∞ < y <∞, 0 < t 6 T,

e−
1
2 |y|∂yV (y, t) → 0, 当 |y| → ∞, 0 6 t 6 T,

∂tV (y, 0) = V1(y), −∞ < y <∞,

V (y, 0) = V0(y), −∞ < y <∞.

(5.1)
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我们采用如下变量变换:

y = ln
1 + x

1− x
, U(x, t) = V (y, t), U1(x) = V1(y), U0(x) = V0(y), f(x, t) = g(y, t).

于是, 问题 (5.1) 变换成

∂2tU + U3 − 1

4
(1− x2)∂x((1− x2)∂xU) = f, x ∈ Λ, 0 < t 6 T,

(1− x2)
3
2 ∂xU(x, t) → 0, 当 |x| → 1, 0 6 t 6 T,

∂tU(x, 0) = U1(x), x ∈ Λ,

U(x, 0) = U0(x), x ∈ Λ.

(5.2)

计算问题 (5.2) 的 Jacobi 谱格式是寻找数值解 uN (t) ∈ PN (Λ), 0 6 t 6 T, 使得 (参见文献 [140])
(∂2t uN (t) + u3N (t), ϕ)Λ − 1

4
((1− x2)∂xuN (t), ∂x((1− x2)ϕ))Λ = (f(t), ϕ)Λ, ∀ϕ ∈ PN (Λ), 0 < t 6 T,

∂tuN (0) = PN,0,0,ΛU1 或 P 1
N,2,2,0,0,ΛU1,

uN (0) = PN,0,0,ΛU0 或 P 1
N,2,2,0,0,ΛU0.

又考虑半直线上非线性 Klein-Gordon 方程

∂2t V + V 3 − ∂2yV = g, 0 < y <∞, 0 < t 6 T,

V (0, t) = lim
y→∞

e−
1
4y∂yV (y, t) = 0, 0 6 t 6 T,

∂tV (y, 0) = V1(y), 0 < y <∞,

V (y, 0) = V0(y), 0 < y <∞.

(5.3)

我们采用如下变量变换:

y = −2 ln(1− x) + 2 ln 2, U(x, t) = V (y, t), U1(x) = V1(y), U0(x) = V0(y), f(x, t) = g(y, t).

于是, 问题 (5.3) 变换成

∂2tU + U3 − 1

4
(1− x)∂x((1− x)∂xU) = f, x ∈ Λ, 0 < t 6 T,

U(−1, t) = lim
x→1

(1− x)
3
2 ∂xU(x, t) = 0, 0 6 t 6 T,

∂tU(x, 0) = U1(x), x ∈ Λ,

U(x, 0) = U0(x), x ∈ Λ.

(5.4)

计算问题 (5.4) 的 Jacobi 谱格式是寻找数值解 uN (t) ∈ 0PN (Λ), 0 6 t 6 T, 使得 (参见文献 [141])
(∂2t uN (t) + u3N (t), ϕ)Λ +

1

4
((1− x)∂xuN (t), ∂x((1− x)ϕ))Λ = (f(t), ϕ)Λ, ∀ϕ ∈ PN (Λ), 0 < t 6 T,

∂tuN (0) = PN,0,0,ΛU1 或 P 1
N,2,0,0,0,ΛU1,

uN (0) = PN,0,0,ΛU0 或 P 1
N,2,0,0,0,ΛU0.

即使真解随着 |y| 增长而快速增长, 上述两个谱格式也都提供良好的数值效果.
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如果真解随着 |y|增长而衰减到零, 那么,我们设计另外类型的 Jacobi谱格式. 例如,令 η(x) = (1

−x2)−1, 并将全直线上的非线性 Klein-Gordon 方程改写为

η∂2tU + ηU3 − 1

4
∂x((1− x2)∂xU) = ηf.

此时, 我们应用 α = β = 1 和 γ = δ = 0 的 Jacobi 谱方法, 参见文献 [142].

类似地, 令 η(x) = (1− x)−1, 并将半直线上的非线性 Klein-Gordon 方程改写为

η∂2tU + ηU3 − 1

4
∂x((1− x)∂xU) = ηf.

此时可应用 α = 1 和 β = γ = δ = 0 的 Jacobi 谱方法, 参见文献 [143].

上述方法已推广到一些多维无界区域问题,可参见文献 [144]. 此外, Grosch和 Orszag [145] 采用了

代数变换 x = 2y
δ+y − 1 和指数变换 x = 1− 2e−

y
δ , 其中 δ > 0, 并据此设计了无穷区间 0 6 y <∞ 上的

有限差分方法. 我们也可以通过这类变量变换构造半直线上的 Jacobi 谱和拟谱方法.

5.2 Legendre 和 Chebyshev 无理谱和拟谱方法

另外一类无界区域上的重要数值方法是无理谱和拟谱方法, 通常也称为有理谱和拟谱方法. 文

献 [146–149] 构造了由 Chebyshev 多项式诱导的无界区间上的无理谱方法. 文献 [150–156] 系统地建

立了无理谱和拟谱方法的理论, 并提出许多新方法. 文献 [157,158] 也应用了无理谱和拟谱方法.

在早期的研究工作中, 通常考虑由 Legendre 和 Chebyshev 多项式诱导的无理函数. 令权函数

η(x) = (x2 +1)−
3
2 ,并按通常方式定义加权 Sobolev空间 Hr

η(R)及其范数为 ∥v∥r,η,R.空间 L2
η(R)的内

积和范数分别记为 (u, v)η,R 和 ∥v∥η,R.
定义如下 Legendre 无理函数:

Rl(x) = Ll

(
x√

x2 + 1

)
, l > 0.

它们构成了一个 L2
η(R) 中的完备正交系. 令 QN (R) = span{Rl, 0 6 l 6 N}. 空间 L2

η(R) 中的正交投影
PN,η,R :L2

η(R) → QN (R) 定义如下:

(PN,η,Rv − v, ϕ)η,R = 0, ∀ϕ ∈ QN (R).

Guo 和 Wang [154] 证明了, 当整数 0 6 r 6 N + 1 时,

∥PN,η,Rv − v∥η,R 6 cN−r

( r∑
k=0

∥(x2 + 1)
r+k
2 ∂kxv∥2η,R

) 1
2

,

其中假定出现在上述不等式右端的范数是有界的.

在设计和分析 Legendre 无理谱方法时, 我们需要 H1
η (R) 中的正交投影 P 1

N,η,R :H1
η (R) → QN (R),

它的定义如下:

(∂x(P
1
N,η,Rv − v), ∂xϕ)η,R = 0, ∀ϕ ∈ QN (R).

可以应用 Jacobi 逼近的结果证明, 当整数 1 6 r 6 N + 1 时,

∥P 1
N,η,Rv − v∥H1

η(R) 6 cN1−r

( r∑
j=0

∥(x2 + 1)
r+j−1

2 ∂jxv∥2η,R
) 1

2

,
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其中假定出现上述不等式右端的范数是有界的.

下面考虑 Legendre 无理插值. 用 ζηN,j 表示 RN+1(x) 的零点, 对应的 Christoffel 数为 wη
N,j , 0 6 j

6 N. 我们引人如下离散内积:

(u, v)η,R,N =

N∑
j=0

u(ζηN,j)v(ζ
η
N,j)w

η
N,j .

对任意的 v ∈ C(R), Legendre-Gauss 型无理插值 IN,η,Rv ∈ QN (R) 定义如下:

IN,η,Rv(ζ
η
N,j) = v(ζηN,j), 0 6 j 6 N.

若出现在下面不等式右端的范数是有界的, 且整数 0 6 k 6 r, 则

∥IN,η,Rv − v∥k,η,R 6 cN2k−r

( r∑
j=0

∥(x2 + 1)
r+j
2 ∂jxv∥2η,R

) 1
2

.

作为一个例子, 我们考虑全直线区域上的 Klein-Gordon 方程

∂2tU + U + U3 − ∂2xU = f, x ∈ R, 0 < t 6 T,

x−2U(x, t) → 0, 当 |x| → ∞, 0 < t 6 T,

∂tU(x, 0) = U1(x), x ∈ R,

U(x, 0) = U0(x), x ∈ R.

(5.5)

计算问题 (5.5) 的 Legendre 无理谱格式是寻找数值解 uN (t) ∈ QN (R), 0 6 t 6 T, 使得
(∂2t uN (t) + uN (t) + u3N (t), ϕ)η,R + (∂xuN (t), ∂x(ϕη))R = (f(t), ϕ)η,R, ∀ϕ ∈ QN (R), 0 < t 6 T,

∂tuN (0) = PN,η,RU1,

uN (0) = PN,η,RU0.

计算问题 (5.5) 的 Legendre 无理拟谱格式是寻找数值解 uN (t) ∈ QN−2(R), 0 6 t 6 T, 使得
(∂2t uN (t) + uN (t) + u3N (t), ϕ)η,R,N − (∂2xuN (t), ϕ)η,R,N = (f(t), ϕ)η,R,N , ∀ϕ ∈ QN−2(R), 0 < t 6 T,

∂tuN (0) = IN−2,ηU1,

uN (0) = IN−2,ηU0.

上述两个格式的细节可以在文献 [159] 中找到. 需要指出的是, 前面的第二个格式并不是通常意义下

的拟谱格式. 实际上是将问题 (5.5) 弱形式中的内积替换成对应的离散内积.

对于半直线上的 Legendre 无理谱和拟谱方法, 我们采用权函数为

η̄(x) =
1

(x+ 1)2

和无理基函数

R̄l(x) =
√
2Ll

(
x− 1

x+ 1

)
, l > 0,

它们构成了空间 L2
η̄(R+) 中的完备正交系, 具体可参见文献 [151].
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当我们将上述方法应用到双曲系统或者具有守恒律的非线性波动方程时,计算格式中的权函数往

往会破坏数值解的守恒性质. 文献 [150,156]应用基函数 η
1
2 (x)Rl(x)和 η̄

1
2 (x)R̄l(x), l > 0,从而修正了

Legendre 无理谱和拟谱方法. 这两类基函数分别构成了空间 L2(R) 和 L2(R+) 中的正交系, 因此, 相

应的数值解也保持守恒性质. Wang 和 Guo [160] 也设计了 Legendre- 修正 Legendre 混合无理谱方法,

并应用于无限带状区域上不可压缩流体的数值模拟.

可以由 Chebyshev 多项式 Tl(x), l > 0 诱导出无理逼近的基函数. 令权函数

η(x) =
1

x2 + 1

和无理基函数

Rl(x) = Tl

(
x√

x2 + 1

)
, l > 0.

它们构成了空间 L2
η(R) 中的完备正交系.

类似地, 可以选取权函数

η̄(x) =
1√

x(x+ 1)

和无理基函数

R̄l(x) = Tl

(
x− 1

x+ 1

)
, l > 0,

它们构成了空间 L2
η̄(R+) 中的完备正交系.

Chebyshev 无理谱和拟谱方法也成功应用于许多全直线区域上问题的数值模拟, 参见文献 [155].

对应的半直线上的数值方法可参见文献 [152]. 在实际计算中, 可以采用快速 Fourier 变换 (FFT). 文

献 [153] 还提出了修正的 Chebyshev 无理谱和拟谱方法, 它的基函数是定义在全直线上的无理函数

η̄
1
2 (x)R̄l(x), l > 0. 此时, 数值解能保持真解的某些守恒性质. 但至今尚无半直线上保持守恒律的修正

Chebyshev 无理谱和拟谱方法.

5.3 Jacobi 无理谱方法

不同微分方程的解在无穷远处有不同的渐近性态. 即使对同一个解,它在 x→ −∞时的性态也可
能与 x→ ∞时的性态不一样,如量子物理学中的扭子孤立子和生态学中的异宿波.第 5.2小节中的无

理基函数对固定的权函数互相正交, 而权函数则由诱导出它们的 Legendre 多项式或者 Chebyshev 多

项式所确定. 这个特点限制了它们的应用范围. 为了克服这个缺陷, Wang 和 Guo [161] 构造了由标准

Jacobi多项式诱导的在半直线上正交的无理基函数,并将相应的谱方法应用于经济数学中某些数学模

型的数值模拟. 最近, Guo 等人 [97, 98] 提出了广义 Jacobi 正交逼近; Sun 和 Guo [162] 考虑了多维区域

上相应的正交逼近和插值, 并在这些新结果的基础上建立一类有效的有界区域上的新谱和拟谱方法.

文献 [163, 164] 建立了拟合无穷远处真解渐近行为的广义 Jacobi 无理谱方法, 从而拓宽了无理谱方法

的应用范围.

用 [α]表示不大于 α的最大整数. 当 α 6 −1时,令 α̂ = ᾱ = −α,否则 α̂ = 0, ᾱ = α.记号 β̂, β̄和 [β]

具有类似的含义. 令 l̄α,β = [α̂] + [β̂], 广义 Jacobi 函数为

J̄α,β
l (x) = χα̂,β̂(x)J

ᾱ,β̄

l−l̃α,β
(x), l > l̄α,β .

它们构成了 L2
χα,β

(Λ) 中的完备正交系.
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整个直线上的广义 Jacobi 无理函数如下:

Rα,β
l (x) = J̄α,β

l

(
x√

x2 + 1

)
, l > l̄α,β .

设权函数 ηα,β(x) = (
√
x2 + 1 + x)β−α(x2 + 1)

−α−β−3
2 . 所有的 Rα,β

l (x) 构成了 L2
ηα,β

(R) 中的一个完备
正交系. 令

VN,α,β(R) = span{Rα,β
l (x), l̄α,β 6 l 6 N}.

正交投影 PN,α,β,R : L2
ηα,β

(R) → VN,α,β(R) 定义如下:

(PN,α,β,Rv − v, ϕ)ηα,β ,R = 0, ∀ϕ ∈ VN,α,β(R).

为了估计逼近误差, 我们引入空间 Hr
ηα,β ,A

(R), 其半范数和范数如下:

∥v∥H0
ηα,β,A(R) = ∥v∥ηα,β ,R,

|v|H1
ηα,β,A(R) = ∥(x2 + 1)

3
2 ∂xv∥ηα+1,β+1,R,

|v|Hk
ηα,β,A(R) = |(x2 + 1)

3
2 ∂xv|Hk−1

ηα+1,β+1,A(R), k > 2,

∥v∥Hr
ηα,β,A(R) =

( r∑
k=0

|v|2Hk
ηα,β,A(R)

) 1
2

.

用 N− 表示所有负整数的集合. 如果至少满足下面的条件之一,

(i)α, β > −1, (ii)α > −1, β 6 −r − 1 或 β ∈ N−,

(iii)α 6 −r − 1 或 α ∈ N−, β > −1, (iv)α, β 6 −r − 1 或 α, β ∈ N−,
(5.6)

则对任意的 v ∈ Hr
ηα,β ,A

(R), 及整数 0 6 k 6 r 6 N + 1,

∥PN,α,β,Rv − v∥Hk
ηα,β,A(R) 6 cNk−r|v|Hr

ηα,β,A(R).

为了数值求解微分方程, 我们需要其他类型的投影. 为此, 引入空间 H1
ηα,β ,ηγ,δ

(R), 其范数为

∥v∥H1
ηα,β,ηγ,δ

(R) = (∥∂xv∥2ηα,β ,R + ∥v∥2ηγ,δ,R)
1
2 .

用 Λ 表示第 5.1 小节中的有限区间, 且

V∗
N (R) =

{
ϕ

(
x√

x2 + 1

) ∣∣∣∣ ϕ ∈ PN (Λ)

}
.

若 α, β > −1, 则 V∗
N (R) = VN,α,β(R).

存在多种针对具体问题的其他投影. 例如, 当 α, β > −4 和 γ, δ > −1 时, 我们定义正交投影

P 1
N,α,β,γ,δ,R : H1

ηα,β ,ηγ,δ
(R) → V∗

N (R) 如下:

(∂x(P
1
N,α,β,γ,δ,Rv − v), ∂xϕ)ηα,β ,R + (P 1

N,α,β,γ,δ,Rv − v, ϕ)ηγ,δ,R = 0, ∀ϕ ∈ V∗
N (R).

设 σ, θ 6 3. 如果 0 < α + σ 6 γ + 2, 0 < β + θ 6 δ + 2 及 γ, δ > −1, 那么对任意的 v ∈ H1
ηα,β ,ηγ,δ

(R)
∩Hr

ηα+σ−1,β+θ−1,A
(R) 和整数 1 6 r 6 N + 1,

∥P 1
N,α,β,γ,δ,Rv − v∥H1

α,β,γ,δ(R) 6 cN1−r|v|Hr
ηα+σ−1,β+θ−1,A(R).
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特别地, 当 α 6 γ + σ − 5 和 β 6 δ + θ − 5 时,

∥P 1
N,α,β,γ,δ,Rv − v∥ηγ,δ,R 6 cN−r|v|Hr

ηα+σ−1,β+θ−1,A(R).

对在无穷远处衰减为零的函数, 我们需要其他类型的正交投影.

作为一个例子, 我们考虑如下 sine-Gordon 方程:
∂2tU − ∂2xU + sinU = f, x ∈ R, 0 < t 6 T,

∂tU(x, 0) = U1(x), x ∈ R,

U(x, 0) = U0(x), x ∈ R.

(5.7)

U(x, t) 在无穷远处满足某些边界条件.

当 f(x, t) ≡ 0 时, sine-Gordon 方程中有孤立子解, 例如,

U(x, t) = 4 tan−1(e
b(x−at)√

1−a2 ), |a| < 1, b = ±1. (5.8)

若 b = 1, 则当 x → ∞ 时 U(x, t) → 2π, 并当 x → −∞ 时 U(x, t) → 0. 若 b = −1, 则 x → ∞ 时
U(x, t) → 0, 并当 x → −∞ 时 U(x, t) → 2π. 当 f(x, t) ≡ 0 时, sine-Gordon 方程也具有孤立子碰撞解,

例如,

U(x, t) = 4 tan−1

(a sinh( x√
1−a2

)

cosh( at√
1−a2

)

)
, |a| < 1, a ̸= 0. (5.9)

当 x→ ∞ 时 U(x, t) → 2πsgn(a), 而 x→ −∞ 时 U(x, t) → −2πsgn(a). 另一个描述孤立子 - 反孤立子

碰撞的解为

U(x, t) = 4 tan−1

( sinh( at√
1−a2

)

a cosh( x√
1−a2

)

)
, |a| < 1, a ̸= 0, (5.10)

当 |x| → ∞ 时 U(x, t) → 0.

问题 (5.7)的恰当弱形式依赖于在无穷远处的边界条件.例如,我们考虑问题 (5.7)的具有类似 (5.9)

的渐近行为的解. 换句话说, 当 |x| → ∞ 时 U(x, t) 不趋向于 0. 但 |U(x, t)| 和 |∂xU(x, t)| 是一致有界
的. 在这种情形下, 为了简单计, 令 α = β = γ = δ > −1 和 wλ(x) = (x2 + 1)

λ
2 , 其中 λ = −2α − 3

< −1. 因此, wλ(x) = ηα,β(x) = ηγ,δ(x). 此时问题 (5.7) 的弱形式是寻找解 U ∈ L∞(0, T ;H1
wλ

(Λ))

∩W 1,∞(0, T ;L2
wλ

(Λ)), 使得

(∂2tU(t), v)wλ,R + (∂xU(t), ∂x(vwλ))R

+(sinU(t), v)wλ,R = (f(t), v)wλ,R, ∀ v ∈ H1
wλ

(Λ), 0 < t 6 T,

∂tU(x, 0) = U1(x), x ∈ R,

U(x, 0) = U0(x), x ∈ R.

(5.11)

如果 U0 ∈ H1
wλ

(R), U1 ∈ L2
wλ

(R) 和 f ∈ L2(0, T ;L2
wλ

(R)), 那么, 问题 (5.11) 有唯一解.

计算问题 (5.11) 的谱格式是寻找数值解 uN (t) ∈ VN,γ,γ(R), 0 6 t 6 T, 使得

(∂2t uN (t), ϕ)wλ,R + (∂xuN (t), ∂x(ϕwλ))R + (sinuN (t), ϕ)wλ,R

= (f(t), ϕ)wλ,R, ∀ϕ ∈ VN,γ,γ(R), 0 < t 6 T,

∂tuN (0) = PN,γ,γ,RU1,

uN (0) = P 1
N,γ,γ,γ,γ,RU0.
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当问题 (5.7)的边界条件类似于 (5.8)或 (5.10)所表达的解的渐近行为时,问题 (5.7)的弱形式以及

相应的谱格式可参见文献 [163]. 他们也考虑了全直线上在无穷远处具有不同渐近行为的 Klein-Gordon

方程和 Fisher 方程的无理谱格式.

半直线上的广义 Jacobi 无理函数如下:

R̄α,β
l (x) = J̄α,β

l

(
x− 1

x+ 1

)
, l > l̄α,β .

设权函数 η̄α,β(x) = xβ(x+ 1)−α−β−2. 所有 R̄α,β
l (x) 构成了 L2

η̄α,β
(R+) 中的完备正交系. 令

V̄N,α,β(R+) = span{R̄α,β
l (x), l̄α,β 6 l 6 N}.

正交投影 PN,α,β,R+ : L2
η̄α,β

(R+) → V̄N,α,β(R+) 定义如下:

(PN,α,β,R+v − v, ϕ)η̄α,β ,R+ = 0, ∀ϕ ∈ V̄N,α,β(R+).

引入空间 Hr
η̄α,β ,A

(R+), 其半范数和范数为

∥v∥H0
η̄α,β,A(R+) = ∥v∥η̄α,β ,R+ ,

|v|H1
η̄α,β,A(R+) = ∥(x+ 1)

2

∂xv∥η̄α+1,β+1,R+ ,

|v|Hk
η̄α,β,A(R+) = |(x+ 1)2∂xv|Hk−1

η̄α+1,β+1,A(R+), k > 2,

∥v∥Hr
η̄α,β,A(R+) =

( r∑
k=0

|v|2Hk
η̄α,β,A(R+)

) 1
2

.

如果至少满足 (5.6) 中的条件之一, 则对任意的 v ∈ Hr
η̄α,β ,A

(R+) 和整数 0 6 k 6 r 6 N + 1,

∥PN,α,β,R+v − v∥Hk
η̄α,β,A(R+) 6 cNk−r|v|Hr

η̄α,β,A(R+).

为了数值求解微分方程, 我们需要其他类型的投影. 引入空间 H1
η̄α,β ,η̄γ,δ

(R+), 其范数为

∥v∥H1
η̄α,β,η̄γ,δ

(R+) = (∥∂xv∥2η̄α,β ,R+ + ∥v∥2η̄γ,δ,R+)
1
2 .

又令

V̄∗
N (R) =

{
ϕ

(
x− 1

x+ 1

) ∣∣∣∣ ϕ ∈ PN (Λ)

}
.

当 α, β > −1, V̄∗
N (R) = V̄N,α,β(R).

存在多种针对具体问题的其他投影.例如,当 α > −5和 β, γ, δ > −1时,定义正交投影 P 1
N,α,β,γ,δ,R+

: H1
η̄α,β ,η̄γ,δ

(R+) → V̄∗
N (R) 如下:

(∂x(P
1
N,α,β,γ,δ,R+v − v), ∂xϕ)η̄α,β ,R+ + (P 1

N,α,β,γ,δ,R+v − v, ϕ)η̄γ,δ,R+ = 0, ∀ϕ ∈ V̄∗
N (R).

设 σ 6 4和 θ 6 0.若 0 < α+ σ 6 γ+2, 0 < β+ θ 6 δ+2及 γ, δ > −1,则对任意的 v ∈ H1
η̄α,β ,η̄γ,δ

(R+)

∩Hr
η̄α+σ−1,β+θ−1,A

(R+) 和整数 1 6 r 6 N + 1,

∥P 1
N,α,β,γ,δ,R+v − v∥H1

η̄α,β,η̄γ,δ
(R+) 6 cN1−r|v|Hr

η̄α+σ−1,β+θ−1,A(R+).
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特别地, 当 α 6 γ + σ − 7 和 β 6 δ + θ + 1 时,

∥P 1
N,α,β,γ,δ,R+v − v∥η̄γ,δ,R+ 6 cN−r|v|Hr

η̄α+σ−1,β+θ−1,A(R+).

若函数在 x = 0 处为零或者在无穷远处衰减为零, 则需要其他类型的正交投影.

作为一个应用的例子, 我们考虑如下退化问题:∂tU − bx∂xU − ∂x(ax
2∂xU) + dU = f, x ∈ R+, 0 < t 6 T,

U(x, 0) = U0(x), x ∈ R̄+,
(5.12)

其中 a(x, t), b(x, t) 和 d(x, t) 是连续函数, 0 < a1 6 a(x, t) 6 a2, 并当 x→ 0 时 |b(x, t)| 是有界的.

问题 (5.12)的恰当弱形式依赖于无穷远处的边界条件.我们先假定当 x→ ∞时 U(x, t) = o(x−
1
2 ).

此时, 令 α = −4, β = 2, γ = −2 和 δ = 0. 于是, η̄α,β(x) = x2 和 η̄γ,δ(x) ≡ 1. 问题 (5.12) 的弱形式是

寻找解 U ∈ L∞(0, T ;L2(R+)) ∩ L2(0, T ;H1
η̄−4,2,η̄−2,0

(R+)), 使得
(∂tU(t), v)R+ + (a(t)x2∂xU(t), ∂xv)R+ − (b(t)x∂xU(t), v)R+

+(d(t)U(t), v)R+ = (f(t), v)R+ , ∀ v ∈ H1
η̄−4,2,η̄−2,0

(R+), 0 < t 6 T,

U(x, 0) = U0(x), x ∈ R̄+.

(5.13)

设 a1, a2, b1 和 dj (1 6 j 6 4) 是某些正常数, 并假定 0 < a1 6 a(x, t) 6 a2, |b(x, t)| 6 b1, 以及

0 < d1 6 |d(x, t)| 6 d2 或者 0 < d3x
λ 6 d(x, t) 6 d4x

λ, 0 < λ < 3. 若 U0 ∈ L2(R+) 和 f ∈ L2(0, T ;

(H1
η̄−4,2,η̄−2,0

(R+))′), 则问题 (5.13) 有唯一解.

计算问题 (5.13) 的谱格式是寻找数值解 uN (t) ∈ V̄N,−2,0(R+), 0 6 t 6 T, 使得
(∂tuN (t), ϕ))R+ + (a(t)x2∂xuN (t), ∂xϕ))R+ − (b(t)x∂xuN (t), ϕ))R+

+(d(t)uN (t), ϕ)R+ = (f, ϕ))R+ , ∀ϕ ∈ V̄N,−2,0(R+), 0 < t 6 T,

uN (0) = PN,−2,0,R+U0.

下面假定当 x → ∞ 时 U(x, t) = O(xµ), µ > 0, 在这种情形下, 令 α = γ − 2, β = δ + 2,

γ > 2µ−1和 δ > −1.于是, η̄α,β(x) = x2η̄γ,δ(x).问题 (5.12)的弱形式是寻找解 U ∈ L∞(0, T ;L2
η̄γ,δ

(R+))

∩L2(0, T ;H1
η̄γ−2,δ+2,η̄γ,δ

(R+)), 使得
(∂tU(t), v)η̄γ,δ,R+ + (a(t)∂xU(t), ∂xv)η̄γ−2,δ+2,R+ + (∂xU(t), v)g,R+

+(d(t)U(t), v)η̄γ,δ,R+ = (f(t), v)η̄γ,δ,R+ , ∀ v ∈ H1
η̄γ−2,δ+2,η̄γ,δ

(R+), 0 < t 6 T,

U(x, 0) = U0(x), x ∈ R̄+,

(5.14)

其中

g(x, t) = xη̄γ,δ(x)

(
δa(x, t)− b(x, t)− a(x, t)x(γ + δ + 2)

x+ 1

)
.

若 U0 ∈ L2
η̄γ,δ

(R+), f ∈ L2(0, T ; (H1
η̄γ−2,δ+2,η̄γ,δ

(R+))′), 则问题 (5.14) 有唯一解.

计算问题 (5.14) 的谱格式是寻找数值解 uN (t) ∈ V̄N,γ,δ(R+), 0 6 t 6 T, 使得
(∂tuN (t), ϕ)η̄γ,δ,R+ + (a(t)∂xuN (t), ∂xϕ)η̄γ−2,δ+2,R+ + (∂xuN (t), ϕ)g,R+

+(d(t)uN (t), ϕ)η̄γ,δ,R+ = (f, ϕ)η̄γ,δ,R+ , ∀ϕ ∈ V̄N,γ,δ(R+), 0 < t 6 T,

uN (0) = PN,γ,δ,R+U0.
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上述方法的具体细节可参见文献 [164].

前面的无理基函数都是通过广义 Jacobi 函数和若干固定的变量变换诱导得来的. 最近, Shen 和

Wang [19, 165] 通过标准 Jacobi 多项式和不同的变量变换构造无理正交逼近和插值, 并提出了相应的谱

和拟谱方法.

设 δ > 0. hδ(x) 是一个严格递增的光滑函数, 且当 x → −∞ 时 hδ(x) → −1; 当 x → ∞ 时

hδ(x) → 1. 例如, 代数型变换

hδ(x) =
x√

x2 + δ2

和对数型变换

hδ(x) = tanh

(
x

δ

)
.

全直线上的无理函数定义如下:

Rα,β,δ
l (x) = Jα,β

l (hδ(x)), l > 0.

设权函数 ηα,β,δ(x) = χα,β(hδ(x))∂xhδ(x). 所有的 Rα,β,δ
l (x) 构成了 L2

ηα,β,δ
(R) 中的完备正交系. 令

VN,α,β,δ(R) = span{Rα,β,δ
l (x), 0 6 l 6 N}.

正交投影 PN,α,β,,δ,R : L2
ηα,β,δ

(R) → VN,α,β,δ(R) 定义如下:

(PN,α,β,δ,Rv − v, ϕ)ηα,β,δ,R = 0, ∀ϕ ∈ VN,α,β,δ(R).

记 Dxv = ∂xhδ(x)∂xv, 并引入空间 Hr
ηα,β,δ,A

(R), 其范数为

∥v∥Hr
ηα,β,δ,A(R) =

( r∑
k=0

∥Dk
xv∥2ηα+k,β+k,δ,R

) 1
2

.

若 v ∈ Hr
ηα,β,δ,A

(R), 且整数 0 6 k 6 r 6 N + 1, 则

∥∂kx(PN,α,β,δ,Rv − v)∥ηα+k,β+k,δ,R 6 cNk−r∥Dr
xv∥ηα+r,β+r,δ,R, k = 0, 1.

类似地, h̄δ(x) 表示一个严格递增的光滑函数, h̄δ(0) = −1, 并当 x→ ∞ 时 h̄δ(x) → 1. 例如, 代数

型变换

h̄δ(x) =
x− δ

x+ δ

和对数型变换

h̄δ(x) = 2 tanh

(
x

δ

)
− 1.

半直线上的无理函数如下:

R̄α,β,δ
l (x) = Jα,β

l (h̄δ(x)), l > 0.

设权函数 η̄α,β,δ(x) = χα,β(h̄δ(x))∂xh̄δ(x). 所有的 R̄α,β,δ
l (x) 构成了 L2

η̄α,β,δ
(R+) 中的完备正交系. 令

V̄N,α,β,δ(R+) = span{R̄α,β,δ
l (x), 0 6 l 6 N}.

正交投影 PN,α,β,,δ,R+ : L2
η̄α,β,δ

(R+) → V̄N,α,β,δ(R+) 定义如下:

(PN,α,β,δ,R+v − v, ϕ)η̄α,β,δ,R+ = 0, ∀ϕ ∈ V̄N,α,β,δ(R+).
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记 D̄xv = ∂xh̄δ(x)∂xv, 并引入空间 Hr
η̄α,β,δ,A

(R+), 其范数为

∥v∥Hr
η̄α,β,δ,A(R+) =

( r∑
k=0

∥D̄k
xv∥2η̄α+k,β+k,δ,R+

) 1
2

.

若 v ∈ Hr
η̄α,β,δ,A

(R+), 且整数 0 6 k 6 r 6 N + 1, 则

∥∂kx(PN,α,β,,δ,R+v − v)∥η̄α+k,β+k,δ,R+ 6 cNk−r∥Dr
xv∥η̄α+r,β+r,δ,R+ , k = 0, 1.

我们可以通过变量变换 hδ(x) 和 h̄δ(x) 由广义 Jacobi 函数诱导出相应的无理逼近.

Guo 和 Shen [166] 提供了另一类 Jacobi 无理逼近及其应用. 所采用的基函数是

Rα,γ,δ
l (x) =

1

rγ
Jα,0
l

(
1− 2

xδ

)
, l > 0.

我们根据以下原则选取参数 α, γ 和 δ,

(1) 恰当的 γ 确保数值解精确拟合真解的渐近性态;

(2) 如果真解在带权 xσ 的 Sobolev 空间中, 那么选择恰当的 α 使得 Jacobi 无理基函数在相同的

带权空间中相互正交;

(3) 选择恰当的 δ > 0, 从而提供更好的数值结果.

为了逼近定义在全直线上的函数, Cloot 和 Weideman [167] 较早地采用了如下基函数:

Rδ
1,l(x) = cos

(
2l arctan

(
x

δ

))
, Rδ

2,l(x) = sin

(
2l arctan

(
x

δ

))
, l > 0.

Boyd 等人 [168] 则应用半直线上的拟谱方法数值模拟氢原子行为, 同时比较了带变量变换的 Fourier-

sine 展开方法、Laguerre 展开方法和 Chebyshev 无理基函数展开方法.

致谢 在本文撰写过程中, 王中庆教授和王立联教授协助收集了部分资料, 余旭洪博士打印了中文稿, 特此致谢.
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Spectral and pseudospectral methods for unbounded domains

GUO BenYu

Abstract In this paper, we review the current trends and progresses in spectral and pseudospectral methods

for unbounded domains and exterior problems. The first kind of numerical methods are based on the orthogonal

approximations and interpolations by using the Hermite polynomials and functions, and the Laguerre polynomi-

als and functions. The second kind of numerical methods are based on the Jacobi orthogonal approximations

and interpolations with suitable variable transformations. The third kind of numerical methods are induced

by the various combinations of the previous orthogonal approximations and interpolations coupled with domain

decomposition and other techniques. We also present the main results on the Hermite, Laguerre, Jacobi irra-

tional orthogonal approximations and interpolations, which serve as the mathematical foundation of the related

numerical algorithms.
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