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摘 要

木文给出对称多项式的幂的 sc h ur 函数展式

(
x
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x
含)

’
~ 艺 c ( : : , ·

… : ” )s 、 ; , , ~ · , : 。 )
(

x . ,
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, x 。

)

中系数 c( : : ,二% ,
的计算方法

,

并把它和文献〔1 ]应用于计数儿何的若干问题
.

关镇词 : s
c ` u f 函数

,

平面配里
,

展开公式
,

相交数

著名的 N e w t on 公式讨论了 (对 + … + 式 ) 如何 用初等对称多项式表示
.

本文要讨

论函数 (对 + … + 砖)
, 用 s ch ur 函数的线性组合表示的问题

,

即研究展开式
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(甲 )

从 s hc 盯 函数理论本身来看
,

公式 (甲 ) 也有着明显的独立意义
.

基于作者的工作切
,

在第

一节中我们将给出系数 (C ; : ,

…
, : ” , 的一个计算方法

.

在第二节中
,

我们把这一结果和作者
〔1]
的

一些结果应用于研究计数几何的若干问题
.

其中包括组合数学中的一个平面配置的计 数 间

题
。

一
、

一 个 展 开 式

本节将讨论如何展开 (对 + … 十 式)
’ 成 S hc 盯 函数的线性和

,

即计算
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二
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的系数

步骤
.

C ( : : .… , : 。 ) . 因为方法相似
,

我们对 及~ 2 给出细节
,

而一般的 及将给出结果和证明的

当 及~ 1 时
,

结果是经典的
.

止
二一 一 见

由恒等式 (文献 [ 3 1
,
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.

1 7 ,

定理 1
.
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劣一 s
口 ’
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, x 。
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,
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.
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(
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!

其中 无一 r
;
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…
。
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.

) 一 11 (天一 了
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.

今后我们约定
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.

3 ) 式给出了 (守 ) 式当 及一 1时的解答
.
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,
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对下标 (尧
, ,

…
,

礼) 中的每一个 ` , 给予标记 :

几, ` A +
<
二争 人一 i ~ 奇数

,

几, 〔 A一

今今 又; 一 i ~ 偶数
,
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,

…
,
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! i
:

< 1
2

< … < i ,
}

,

l ~ 非 ( A +
) : A

一
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)
.

例如
, 又一 ( 5

,
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,

则 A 一 {又
: ,
石
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}
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}
.
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:
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,
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,
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… 为, ` A十
,

上式中每一元素的下标都是偶数
,

例如第一行实际为
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同理
,
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同时
,
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伺理
,
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剩下的问题是决定符号
.

经过初等的运算
,

不 难 验 知
: 如 。 ~ 妙 十 q , 0 < 夕镇 友

,

则

b〔`
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, ,
, ,

…
,

“ ; , +
:
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, 1 《 i 《 , ,

(A萝, 一 {又
, ,

: ,

…
, 孟; i ,

}
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,
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.

1 7 )式中相应的符号为

占( i
: ` ,

…
,

i , : , i: : ,

…
, i , , ,

…
, i: ,

…
,
i如

,
i

: , + : ,

…
,
亩甲, + ,

)
,

( 1
.

1 9 )

这里 各(…
, `* , ,

… ) 是 (…
,

i , , ,

… ) 作为 ( l , 2
,

一
,
) 的一个排列的奇偶号

.

将 ( 1
.

1 3 )
,

( 1
.

1 7 )
,

( 1
.

15 )和 ( 1
.

19 )式结合起来
,

就是下面的定理
,

它给出了 (甲 ) 的完整解

答
.

定理 1:2 有展开式

记
,

~ 畏P + 口
,

l
,

~ 井 ( A ( ` ’

)
.

则

当 l:
~ …

(客
·

,
)
’

一
` ,

纂
; 、

。 ’ (孟
;

,

一
“ ( : 1

一
(
’ : ,

`

” ” ·

,
,

。 < q ( 友
.

按 以
: ,

…
, ` ) 的每一元素 礼 作分类 (A ,)(

:
~ 1,

…
,

D
.

记

一 p 十 1 , l *
:

~
· ·

一 八 ~ P 时
,

b (` : , 通 ,

` 。 。 一

~ l
。

a ( i : : ,

…
, ` , , + :

) n N (性二
`

该一
,

\ 反

` ,
· , +

: ’

一 f
· , + !

+ p交+
`

、
友 /

·

ll N r气 一
`别 十 ` ,

\ 及

… 愈。 下 `望少
_

(经卫丛少
!

乏
( 1

.

2 0 )

而其它情况下
, b (` : , : 。 , , 一 0

.

二
、

计数几何的一些问题

cs hu b e r t 计算是由计数几何问题发展起来的
.

古典的计数几何及其近代形式可见于文献

[ 41
.

与线性子空间有关的一个典型的计数几何问题是这样 (见文献 LS D : 在 P
,

中和 h ~

( d + 1 ) (
, 一 d ) 个处于一般位置 ( ge ne ar l p os iit

。
的 的 P

一 ` 一 `

相交的 P `
有多少 ?

P 中全体 P ` 的集合也就是 C
, + ,

中全体 ` + 1 维子空间所成集合
,

即 G r a “ m an n
流
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形G (
。

+ l
,

d + 1)
.

取定一 f l a g , V ~ { V ,

=C V
:

=C … =c V , , ,

~ C
” + `

}d im V `
~ ` }

,

则由

S e h u b e r t 链的定义

, ...二

李V

叭 : , 。 , .
,

L d 十 1

。 〕
( V ) ~

J

C科
,

中 d + 1维子空间 A

d i m ( A门V
” 一 d

) ) 1 ,

d i m ( 人门V 卜 ` + ,
) 》

~ [ A }d i m ( A门V
。 _ J

) ) 1 1

~ P
”

中和 P ( V卜户 ~ P
一 ` 一 ,

相交的全体 P ` ,

这是因为 id m A ~ d + 1 ,

所以

d im ( A n V 。 _ ` + ,
) ~ d i m A + d im V卜 ` + ` 一 d i m { A , V 。 一` + ,

}

) ” 十 i 一 .

二 . 了

自然成立
,

这里 { A
,

V卜 ` + ,
}表 由 A 和 V卜 ` + ,

所张成的线性空间
.

+ l ) ( ~ d im G (
, + l

,

嵘 ,.0 “ .’0 ,
和 G (

, + 1 , d 十 l)

几何中的术语称为 d eg 时
。

按 S e h u b e r t 算法
,

d + 1) ) 个处于一般位置的 .P
一 d 一 `

因此
,

和 石~ (
, 一 刃 (才

相交的 P `
的个数正好是

本身 (视作 s c h ub er t 链 叭
.

一办的相交数
,

这一相交数在代数

时 ~ 艺 cl( 沁协洒或, .1
, :),

’ 一。 孟

傲脚
咨 ,

浏

则由文献 [ 2 ]的 ( 0
.

1 )式
,

井 (`
·
。 ,

) ~ 毅一 d一吞d

… 璐厂` 一吞
: ,

故

de g时 ~ 非 (时
·

叭。 。
.

,0
办

~ C ( , 一 ` , 二 , , 一` ) -

即为将 时 按 ( 2
.

1) 式展开后 叭卜 `一~
` ) 的系数

.

在文献 { l] 中
,

我们指出对 s比ur 函数
,

有关系式

( 2
.

1 )

( 2
.

2 )

s ( . , , 二 , . 二。
(

x l ,

…
, x 。

) (S , : , 一 , , , )
(

x : ,

…
, 二。

) 一 艺
。 (

a ,

b ; c
) s 〔, , , 二 , ” )

(
: : ,

…
, : ,

)
,

( * * )

按照 (
* *

)式
,

d e g 时 也就是 s九。 , , 二。 )
(

: : ,

一
, x ` + :

) 展开后 s (卜 ` ,

一
` )

(
: : ,

…
, 二 ` + :

) 的

系数
.

但是

(S
: , 二 , )

(
x : ,

…
, : J + :

) ~ 习 、 ,

因此实际上是将 (x
;

+ … + 勺+t )
几 展开成 s hc u : 函数的线性和的问题

.

根据 ( 1
.

3 )式
,

d e g 。宁~ 入! N (
, 一 d ,

…
, , 一 d ,

)

~ !h 1 ! !2 … !d

(
, 一 d ) ! (

, 一 d + l ) ! … 川
( 2

.

3 )

式中 h 一 (
, 一 约 ( d 十 1 )

.

根据同一事实
,

时 中 吸 : ,.. , l +d
: , 的个数 (它也可以解释为满足

一定 s c h ub er t
相交条件的 d

一

空间的个数 )为

(名为) ! N (人
,

…
, 又̀ + :

) ~

(艺“ ) , n (见
、 一 工, )

工
:
! … 瓦` + : ( 2

.

4 )
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式中 瓦
:

~ 入+ d ,

…
,

篇`+ ,

~ 又J .

( 2
.

3 ) 式和 (z .4 )式都是经典的结果
,

其传统的证明方法是

应用 P i e r i 公式并利 用归纳法 (见文献 [ 5 ]
, p

.

3 6 4一 p
.

3 6 6 :亦可见文献 [ 6 ] )
.

大多数计数几何的问题都涉及类似上述的计算
.

但据作者所知
,

文献上尚未见到 例 如

de g 心
,

de g 吸
.

…
` 幻 等的一般计算方法

.

显而易见
,

这绝不是一个简单的问题
.

本节将秘

用第一节的展开式给出部分的解答
.

设 21 ~ d m ,

我们欲在 ` ( m + d ,

的 中计算 d e g 司
.

根据上面的说明
,

如

司一 艺
c 厂; : , . , . ,

“ )叭 : ` ,

…
, : ` ) ,

( 2
.

5 )
孟
家 ,i’纷习

则

d e g 。 ; ~ c ( . ,

…
,。 , .

定理 .2 1
.

设 21 ~ m d
,

则在 ` ( d + m ,

刃 中

( 2
·

6 )

,

、 、、2
尹

、盛

.

办
` · g ` 一

岁息
“ , ( , 、 ) : ( , `一 2 , , :

( 艺
。
` 式岛飞̀

( 2
.

7 )
”

其中
a ;

~ N (。 一 又 J,

…
, , 一 又,

)
,

由 ( 1
.

2 )式定义 ; b` ~ b ( : : , … : d ,
由 ( 1

.

1 2 )式所示
.

证
.

由 (
* *

) 式
,

d e g 司就是将 5 1
2 , r二 ,。 )

(
x : ,

…
, 二 `

)展开成 s e h u r 函数的线性和时
,

(S . , 二 , . 。

(
x , ,

…
, x d

) 的系数
.

因为

(S : 。 。
.

` ,

(
: : ,

…
, x `

) ~ 见
二

{ +

口. t

~ 习式+ s (: . : , … , 。 )
(

x : ,

…
, x `

)
,

S矛
: 。 , 二 ,。 )

(
x , ,

…
, x d

) ~ s (: ,。 , … 。 )
(

: : ,

…
, x `

) + 从
: . , , 二

,。 )
(
二 : ,

…
, x `

)
,

2又
2 , ,… ,。 ) ~ 5 1

: , ,

…
,。 , + 名

x
l

,

.几

一、 .̀才/

_ l 一 一 ( 1 一 : D一 (
, 一

l 一 2 5 ,
一

\

艺
x

{
1 一 义

~ 见
(艺

x
))灸

_

( 1 一 5 1)
今+ `

一 见 (艺
x
))

` (宝
c :一“ `

·

)

。 习 习 c声(艺
x
: )及s影

一 , ` ,

J一 0 女= 0

及此以所以因

s : 一 斗女
。声(习

x
: )

。s ,
`一。 , .

2
`

石二石
〔 2

.

8 )

由 ( 1
.

3 )和 ( 1
.

1 2 )式
,
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s抓 :; !) ..,
。 ,

(
x : ,

…
, x `

) 一 ( z (卜 反) ) ! 习
a 。` 、 , 二 , : ` , S : . ,

… , ` J )
(
二 : ,

…
, , `

名孟 f = 孟沼一 2凌

火忠
` ’

/ 一 ( 2夜) b。 , 、 , 二 , , ` ) S ( , 、 ,
二 。 d )) x 艺

通

艺拜亩圈 2走

(愈
· :

)
`

X I ,

…
, 戈 d

S}“ 一走) . 一 习
a ; 吞, s : s , ,

“ `
彭与辛

,

再将 s :
(

: . ,

…
, x d

)
·

S ;

(
x : ,

…
, x d

) 展开
,

展开后 s ( , , , 二 ,

, )
(
二 1 ,

…
, : d

) 的系数等于

。 ( ; , 户 ; ( m ,

…
, m ) ) 一 井 (叭

: , , 二 , : ` ) · 。 ( , : , …
,
; 己 )

)

女口 产 ~ 工~ ( m 一 几̀ ,

…
, m 一 几` )

,

O ,

其它
.

由此即得
, `不卜互) ·

(息
·

,
)
` 中 “ (,

,

一 (
· : ,

一
) 的系数为

习
\ , 》 ,

家;脚
》 。

代人到 ( 2
.

8) 式中去
,

就证明 了定理
.

`孟一

)
·

( ’ ` , , ( , ` 一 ’ ` ,’

定理 2
.

2
.

设 , ) 。 , z 》 左
:

) 友
: 》 … ) 友, ) o

,

艺 友
,

~ , z
,

则在 G ( z + , , ,
) 中

淤= 1

d e g (。
, ,

…
。 , ,

) ~ s 。
, , 二

,
, ,。 , … ,。 〕

(
x : ,

…
, x `

) 按单项式展
,一” 」 ( 2

.

9 )

开中 对卜 二
二

扣的系数
.

证
.

由恒等式 (见文献【3 1)
,

11 ( , +
x , y ,) 一

r .

1 , .

其中户 表示 几的对偶下标
.

但另一方面
,

习 s :
(
` ) s ` ·

( y )
,

( 2
.

1 0 )
l 》 孟一》

·

宁 A l ) 0

11 ( ` + x , `
) 一 习

。 , (` ) `食
,

其中
e , (二 ) ~ s ( : , : ,

. , ,
, 。 , .

。。 )
(
二 ` ,

…
, x ,

)
.

因此
,

孟衬
ó.卜

`

立
( 1 + 一卜 (燕

一

全

e , :

( 二 ) ,
全

介 = 0

1

)… (急
一 (· ) :

,
’

)

e ,
、

(二 )…
e , , (万 ) ,

尝卜 二
;

事
, .

( .2 1 1 )
魔 , ,

一咬尹一 。

记
a

( 之; 友
、 ,

…
,

受
;

) 为 s :

( , , ,

…
, , ,

) 展开时单项式

艺
e , ,

(
` )

’

乞…花产二 。

比较 小
,

…
,

动 的系数
,

得

人
.

(幻
, 一

二 e , , ( 二 ) r
全

:

…
,
产

, ~

全
、 ,

…
, ,
奈

,
的系数

,

由 ( 2
.

1 0 )及 ( 2
.

x l )式

艺 s ; ( , ) s `
*

(` )
,

I》 孟一》 二
, 几 l》 。

, 。 、 ,

(二 ) ~ 艺
a

( 、
;
及

, ,

…
,

畏
,

) S* *

(二 )
.

( 2
.

12 )
I夕 ^ t

沪
一

》 孟尹》 O
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在文献 〔11 中我们曾指出对合算子 T满足的关系式

T。 , ~ h , ,
T

,

~ I ( * * * )

现在我们对 ( 2
.

1 2 )式的两端取对合 T
.

入,
、

(二 )
,

…
, h , , ( 二 ) ~

T S̀ . 5 1 . ,

利用上面的关系式 ( **
*

)
,

(
* , * *

)
,

我们有

习
。

( :弓及
, ,

…
,

硬I
) s `

(二 )
,

I》 孟 ,夕… 》 孟护) 。

( * * * * )

( 2
.

1 3 )

其中 几, , ( , ) 一 s( , I: 。 , , · 。 )
(
二 , ,

…
, : ,

)
.

由 S e il u b o r t 计算和 s e h u r
函数运算的相似性 (见文献

11 ] )

。
。 ·

。 ,

一 艺
。 (

a ,

b ; c
)。

以及 (
* *

)式
,

( 2
.

1 3 )式亦就是

。 ,
: ,

…
, 。 * `

~ 习
a
( : :
畏

. ,

…
,

及
,
)。

.

君》 孟 ,

) 二争孟产

列

因此

d e g ( 。
, , ,

…
, 。 * `

) ~
a
( ( l

, ,

…
,

l
,

0
,

…
, 0 ) ; 左

: ,

…
,

友
,
)

-

( 2
.

1 4 )

一
.

? 一 - . 口

移

定理证完
.

系 : 在 G ( l + , , ,
) 中

,

d e g 试 ~ S
, , ,

…
, , 。 ,

.

。 、
展开式中 (

: : ,

…
, x ,

)
.

的系数
。

l一 ”
一

}

现在我们给出定理 2
.

1 中当 d ~ 2
, m ~ l 时的特例

,

再经过定理 2
.

2
,

析中一个问题的解答
。

( 2
.

1 5 )

它正对应着组合分

定理 .2 5
.

在 ` ( 2 + z , 2 ) 中令 户
, ~ d e g 。 {

, 记形式幂级数 F (t ) ~ 艺 九尸 ( 0P · l)
,

则
_

_

/ , 、
万` )t ~ 甲气

一

不一 : 丫 少
,

、 l `尸 不 , ( 2
.

1 6 )

袱力 ~ 1 十 习
3 (呈

_

乎 +1

充十 2

尸又习的头几项是
尸 (习 ~ 1 +

t ,

+
; ,

+ 3 ,` + 6 t + 1 6沪+ 36 , ,

+ …
,

( 2
.

1 7 )

证
.

根据定理 2
.

1 ,
p ,
等于将 s {

, 二 )
(

x , y ) 展开成 s c b u r
函数线性和时 aS

` 〕
(

x , , ) ~ (
二 , )

`

的系数
.

由 凡。 (
: ,

约 ~ 尹 + y ,

+ 灯
,

易得
: 一 : 2

(
二 , , 。一 ( 1 + · , )

(
, 一

粉韵
,

因而

习 s乡(
: ,

力 ~ 见
(
二 + 力

”

6
一

+ 砂)痴
,
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但由( 1
.

3 )式

(
:+ , )

, , ~ 艺
{沼卿

( 21) !

( f
`

+ l ) ! ( f
:

) !

刀 ( f
,

+ l
,

f
:

) s ( r “
: )

(
x , y )

以及

l

( 1 +
x y )户

+ `

一 艺 (一 1)
, c 梦

+ m
(

x y )
’

得到

s ; (
x , , ) ~ 习 (一 l )

, c丁
+ ,

,

协黝
上式中 风。 .)t (

二 ,

力 项相当于 f
:

~ 人 ~

p , ~ 习
声+

二 欢

( Zj ) !

( f
:

+ 1 ) ! f
,

!
刀 ( f

:

+ l
,

人) (S , + 二 。 : + , )

(
x , 夕)

,

i
,

因此
,

, _
、 、 。 。 .

( 2 1) !
、 · , 、 百不丁万万

一 艺 (一 l )
,一 , c飞c ;, l

i + l

因此 (令 .P ~ 1)

全
,
。 , ·

全(息
(一 , ,一 “ “

音 )
t’

(系
`一 ` ,一 c ,

, ·

)合
合

石杀万
,

习ōù

又间ó

一 (
1

一
上一、 女 二型主丫- 」一丫

\ l + t / 不几 介十 1 \ 1 十 t /

~ 1 + 艺 厂
~

些脸 一 止丛一、仁2 二-
丫

+t

\ 及+ 2 旋+ 1 / \ 1 + `
二

~ 1 十 艺

.

旦二生兰仁
一

,一丫
+1

硬+ 2 \ 1十 t ,

一 *

r共一、
.

\ 1
~

t
~ 多 I

又~

数 )
:

这一定理在组合数学的平面配置 ( p l an e p a r it on ) 计数问题中有自己的意义
.

所谓一个
-

(人
,

…
, 耘)

,

人》 … 》 几̀ > 。 型的平面配置
,

是指下述形式的一个排列 (助 为正 整

月 j , ,

刀 2 一 ,

行 ` 一 ,
’

矛+ 一 s

月一2 ,
’ ` ’

, 称一几-

称2 2 , ’

二 刀 2名
-

满足每行
、

每列都是非降的 : 枷 》 街

· ’ , 称` 孟J

, * i ) , , + ` 1
.

如果
, , i > ” , + :

, ,
V i

,

则称为严格列降
:
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:的 (co lu mn一s tri d cy )
.

平面配置的主要问题是
,

满足一定条件的全体平面配置的总数是 多
4

少? 通常所加的条件是给定型号 又 ~ ( 免
: ,

…
,

礼) 和元素 彻 的总和 N ~ 习、
,

或给定元素

钓集合 s ,

使 脚汪 s 等
.

关于平面配置的一般理论见文献 [ 7]
.

现在我们提出如下的平面配置问题
:
给定型号 之。 l(

,

O 和元素集合 S ~ { 1 , 1 , 2 ,

2
,

…
, l ,

1}
.

有多少满足严格列降条件的平面配置?

定理 .2 4
.

记型号 又~ ( l
,

O
,

元素集 S ~ { 1
,

1
, 2 , 2 ,

…
,

l
,

l} 的严格列降的平面

观置的总数为 p , ,

则 p ,
就是定理 2

.

3 中的 p , .

证
.

这里我们要引用关于 s c h盯 函数的组合定义 (见文献【7 D
.

按 s c h ur 函数的组合定

义
,

如果 , 是 (又
, ,

…
,

不) 型
,

以 { 1 , 2 ,

…
,

l} 为元素集
,

严格列降的平面 配置
, 二
中等于 i 的

元素个数记作
a , ,

定义相应的单项式及其次数
:

M (
,

) 一
二

:
! ,

…
, x ,,

,

d (二) ~ d e g r e e M (
二

) ~
a :

+
a Z

+ … +
a , ,

叹J s c h u r
函数 s (: ; ,

…
, ; r 〕

(
: : ,

…
, x :

) 可定义为 (见文献 [ 7 ] )

sl(
1

... ,

x)r (xt
,

…
,

xl) 一 习 M (
, )

,

( 2
.

18 )
,

翻尽挤嘴
.

油 此易见

,了一 ,

{
M (

二
)

, 是 ( l
,

l ) 型
,

,
中

a ;
~ 2 ,

iY

一 1
, 2 ,

… , ,

}
~ S ( , , , , ….

,。 )
(

x : ,

…
, x ,

) 中 (
x . ,

…
, 为 )

2

的系数

~ d e g 。
{ (在 G ( l + 2 , 2 ) 中 ) (由 ( 2

.

1 , )式 )

~ 定理 2
.

3中的 P, 。

当 l 较小时
,

它的值是 八 ~ 。 ,

八 ~ 八 ~ l ,
P’ ~ 3 ,

P, ~ 6
,

.P 0 16
,
介 , 36 等 (见 ( 2

.

1 7 )
一

式 )
。
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