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刚性常微分方程初值问题的一种数值解法

韩 天 敏
( 中国科学院计 算技 术研究所)

摘 要

本文对刚性( st i ff) 常微分方程给出一种数值解法
.

方法的思想是构造一个和

刚性系统等价的常系数线性系统
,

在积分的格子点上
,

联合这两个系统
,

设法求出线

性系统右端 函数的值
,

然后再构造 数值积分格式
.

格式具有隐式恒稳和接近于显式

恒稳的特性
,

作为隐式格式给 出了恒收敛的迭代形式
.

除了刚性系统外
,

若右端 函数

的分母部分有零点
,

在这些零 点上格式也可应用
.

方法 已推广到其他领域
:

( l) 对 m维热传导问题
,

可以构造显式恒稳的差分格式
.

(2 ) 对线性代数方程 A y ~ b ,

当 A 对称正定时
,

可以给 出两类迭代格式
,

数值实

验表明
,

当 A 有较大病态度时
,

格式具有明显的优越性
.

一
、

前 言

很多的自然现象都可以用常微分方程组的初值问题进行描述
,

对复杂的问题解析地求解

几乎是不可能的
,

故必须进行数值求解
.

数值求解对一类所谓刚性 (或病态 )系统有相当的困

难
.

一般的常微分方程组

鲁
一 ,

、
( , ,

,
: ,

…
,

,
。

)

的物理特征
,

通常通过 , a co ib 矩阵 (
·

i)t 一

瓷)

(尺 ~ l
,

z
,

…
, n

)

的特征值 又、 ~ a ` + 矛爪

的实部 R e 又;
~ a K

表示增长 (奴 > 0) 或衰减
一

( a `
< 0) 因子

,

虚部 Im 从

动的频率
,

而 }R
c
板 }就表示物理系统的时间常数

.

通常以刚性比

p ~ m a x

! R e 又`

} / m in 1R
e 又二 l

1 《 K 《 月 l ( 民 ( .

来 表达
.

特 征值

二

夕K
表示周期性振

作为刚性程度的度量
,

当 p 》 1 时
,

系统就称为刚性的或病态的
.

例如在控制系统
、

化学反应
、

电子网络等系统中
,

刚性比可以高达 10 6

以上
,

在热传 导和扩散等过程中
,

把空间变量离散化

后所得到的常微分方程组也是刚性的
.

数值处理这类问题的困难就在于
,

最大时间常数 T 决

定解题总的时限 。毛 : 提 T
,

而最小的时间常数 :
决定积分步

一

长
.

以 R un ge
一

K ut at 法为例
,

积

分步长 人要满足 h < 2
.

7 : ,

如果 T 一 1 而 : 一 1 0一 6 ,

那么积分的步数 M > 卫
一 1 0 6

2
.

7
这样大

的计算量是非常困难的
.

强加给 左的限制并不是物理本质上的原因
,

而仅仅是 为了保证数值

本文 19 7 4 年 10 月 4 日收到
.
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格式稳定性而采取的措施
,

很多的研究工作都是为了放宽稳定性的限制这一 目的而进行的
.

早在五十年代初期
,

人们通过化学反应问题开始认识到刚性系统的特点
,

近十年来才认识

它在实践上的普遍性和重要性
,

特别是 1 9 6 8 年在爱丁堡举行的 IIF P 会议以后
,

这一问题的重

要性和困难性更进一步得到确认
.

本文是作者 1 9 6 6 年工作的继续
『, ’ ,

对资料〔l] 中所提出的格式重新进行推导
,

并对格式的

稳定性进行了论证
.

二
、

方 法 的 推 导
对初值问题

:

万
“ ( `

,

y )夕一 f (
` ·

y )
·

t 夕( 0 ) 一 夕。 ,

( 2
.

1 )

其中 E ( , ,

力 是 , x , 阶矩阵
,

y
,

y0
,

f是 fn 维向量
, ,
是时间

.

引入线性系统

B夕 + y 一
a

( t )
,

( 2
.

2 )

其中 B 是 。 x 。 阶对角型矩阵
,

对角线上为任意指定的正常数
,

使 ( 2
.

2) 和 ( 2
.

1) 式有相同的物

理效果
.

如果经过离散化的处理
,

在
君一 h ,

h2
,

…
,

赫
,

… 的格点上能求出
召

(的
, 。

( 2方)
,

…
, 。

(
n h )

,

… 的值
,

我们便可从 ( 2
.

2 )式出发去构造积分格式
,

从而克服刚性方程 ( 2
.

1) 在数

值求解时的困难
.

将 ( 2
.

1)和 ( 2
.

2 )式相减得

( E 一 B )夕 = g 一
a ,

其中 g 一 f ( : ,

, ) + 夕
,

E 一 石 (
, ,

夕)
, 口 ~

a

( t )
,

使 ( 2
.

1 )和 ( 2
.

2 )式联系起来
.

引人

( 2
.

3 )

为了推演方便
,

z ~ ( E 一 B )
一 , a

后
,

( 2
.

2 )和 ( 2
.

3 )式分别变为
:

夕 = 一 B 一 ,夕 + ( B 一 , E 一 I )
z ,

夕一 ( E 一 B )
一`

g 一
二 ,

( 2
.

4 )

( 2
.

5 )

其中 I 为单位矩阵
.

方程 ( 2
.

斗)
,

( 2
.

劝包含了两个未知数 y 和
z ,

使我们可能在离散格点上用

近似办法把
z

(人)
, z

( 2为)
,

…
, z

(
, h )

,

… 求出来
.

注意到
z

( t ) 一 ( E 一 B犷
` a

(
t )

,

亦即把

a ( h )
, a ( Zh )

,

…
, a

(
, 人)

,

… 求出来
.

为此
,

消去 ( 2
.

4 )和 ( 2
.

5 )式中的 夕,

并用
君 = ` , + :

代人
,

: 一 : ” + :

的函数值以下标表示
,

得恒等式
:

y
。 + ;

+ B ( E
。 + 1

一 B )
一` g

。 + :
= E

。 + 1 2 。 + 1 .

对 ( 2
.

5) 式右端第一项用矩形公式
,

第二项用梯形公式近似积分得
:

夕
, + 1

一 夕
。

+ h [ E
。

一 B ]一
, g

, 人 人
.

_ , , , 、

一 一
z ,

一 一
z 。 + z

十 U 又h ,
。

2 2

或者令
二。

一 主
二 。 ,

并略去 。 ( 护 ) 项
,

以上两式变成
:

+ B ( E
。 + :

一 B )
一`g

。 + ,

一
2 ”

了 气
干 ,
介+1

’

~ y
。

十 人〔E
,

一 B 〕一g
,

一 x ,

一 x , + 1,
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由此得
x 。+ :

一 (
, + 粤

:
, + :

、
一 `

{ 。 ( :
, + :
一 : )一、

。 + :
+ ,

,

+ 人I :
。

一 。 !一 :
。

-

\ 左 /

x 。

}
.

( 2
.

6 )

这样我们的目的已经基本上达到
,

因为有了 介
、 :

之后
,

我们便可以用 ( 2
.

2 )式或等价地用 ( 2
.

4 )

式去构造新的积分格式
.

( 2
.

4 )式真解的解析形式为
:

, (犷)

一
’ (̀

一
,
·

+

{!
。

一
’ `子

一 ( B一 E (一 , (
·

, , 一 ` ,
·

(
·

,` r了
·

( 2
.

7 )

对 ( 2
.

7) 式使用梯形公式
,

则
,
。 + :
一

。 一` 一 ’ ` ,
。

+ 。 一 B一’ `
(刀一

,石
,

一 , )
x 。

+ (刀一
`石

。 + :
一 , )

x 。 + :
.

( 2
.

5 )

把 (2
.

6 )和 ( 2 5) 式联立可得关于
x 。 十 ;

和 y
。 + ,

的联立方程
.

在用迭代法求解这个联立方程时
,

为了获得较好的初值
,

可用 (对 ( 2
.

7 )积分部分用矩形公式 )

,黑
1
一

e一 B一 ’ ` ,
,

+ Z e一 B一 ’`
( 召一

`石
。

一 , )
x 。

( 2
.

9 )

对 y
。 十 ,

进行
“

预估
” .

这样我们就建立了如下的迭代格式
:

( i ) 夕黔
1
一

。一 ” 一 ’ ` ,
。

+ 2巴一 B -

( 11)

( 111)

x

黔
’

夕黯
,

/
二 .

2 , (, 、

\ 一
`

一 、 1
个 — 乙 苏今1 1

\ h /

`
(刀

一 `刀
。

一 I )
x 。 ,

{ B (石黔
:
一 B ) 一

,
g汉

1
+ 夕

。

+ 乃( F
”

一刀 )
一`

g
。

一 x 。

}
,

一
。一 B一 ’ ` ,

。

+ 。一 B一 ’ `
(刀一

`石
,

一 I ) 二
,

+ ( 刀一
`石汉

;

一 z )
二

黯
,

.

!l
/

11
.

、

、

,
矛

甘.Z、̀

三
、

方法的收敛性与稳定性
.

考虑一阶方程 夕一 K y
,

R o K < 0
.

选取 E > 0 为任意常数
,

乘上式两端得
:

￡夕一 ￡K y ,

( 3
.

1 )

对方程 ( 3
.

1 )应用格式 ( I )
,

取常数 夕为 ( I ) 中的 刀 ,

将 ( 11) 代入 ( 151) 得

( 3
.

2 )
其中

y黔
, ~ 洲器

;
十 g x ,

十 夸y
, ,

一

(
1 +

誓)
一 ’

(
S K + , ,

,

一
。 一 ,

一 ,一 (。 一 , ) 一 ,一 (。 一 , ) {
1 + 丝、

一` ,

\ h /
( 3

.

劝

-

一
’ `

+ ,一 (一 , ) (
` +

譬)
一`

〔 1 + 。 (一 口 )一 (· 、 + ; ) ,
.

刃卜̀
才

ó七5

!
/、1

1

由 ( 3
.

2 )式得

夕黔
, ~ 刀夕洪

;
+ 乙x 。

+ 夸,
。

一 协翔
, 十 (刃 + l ) (雪x 。

十 参y
。

)

~ 刀3夕黔
, + (刃

,
+ 刃 + z ) (杏x 。

+ 畜,
。

)

~ 犷+l y黔
:

+ (州 + 丫
一 `

+ … 十 1 ) (互x 。

+ 互y
,

)
.

从 ( 3
.

3) 和 ( 3
.

4 )式看出
,

迭代格式 (I ) 的收敛性条件是

( 3
.

4 )

} ,
卜 1(

l +

背)
一 `

(￡“ + ` ,

{
< , ,
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即当 。 K在复平面上属于以 (一 l
,

o ) 为 圆心
、

(
1 +

勃
为半径的圆时迭代总是收敛的

·

对任何稳定系统 夕一 K夕( eR K < 0)
,

我们总可以选取
6 > 0适 当小

,

使得
。 K 落在上面

所说的那个圆内
,

从而得出了如下的结论
:

即使对于不稳定系统 R e K > o
,

只要步长 左

对母何珍牢不琴 , 一 脚恤
K < “ ), 总可选取适当的

“ > 0 ,

嘻得举华修拳(I )喀举
.

充分小
,

迭代格式仍然是收敛的
.

另外
,

格式 ( l) 中的 ( ii) 和 ( iii ) 迭代到收敛相当于如下的格式
:

{
x 。 + :

一 (
1 + 黔

一`

{ , (。 一 夕)一 (。 、 + 1 ) (卜
: )一 ( ; x 。

+ ; ,
。

)

\ 人 /

+ 夕
。

+ h (
。 一 口)一

,

( 。 K + 1 )夕
。

一 x ”

}
,

夕
。 + :

= ( 1 一 刃) 一
,

[ gx 。

+ 互夕
。

]
.

( 3
.

5 )

对常系数的方程组来说
,

如果相应于 (l 一 动 项的矩阵的求逆是易求的话
,

我们可 直 接把

( 3
.

5) 式作为积分格式
,

而不必借助于迭代过程
.

2
.

在稳定性的讨论中
,

假定

h 《 口
,

0 < ￡ 《 口
,

则
: 一 ( l + 。 、 ) / (

1 + 毕、
,

/ \ h /

( ` 一 ” )一
’
一

(
` +

勃/ (登一劝
,

; 二一 些 (/
l + 黝

,

; 二 红 (/
, 十黝

.

h / \ h / h / \ h /

此时

、
, .

2 。、 一工

!
x , J + l

二 飞 l ----I 一 I 、
\ 无 `

}

2 8

人

一欠艺入 , 卜 1少

—
2 E

— 一 石八

( 一 ` ”

+ 少

一}
一 6 K

(一 x 。

+ 夕
,

)
,

( 3
.

6 )
K

一跳
跳一五

y
。 + i
之

五

丝 一 。 K
( 一 x 。

+ 夕
。

)
.

(3
.

6 )式中二阶矩阵的特征根是零和

巫 + 。 K

五

丝 一 。 K

滩

当 eR K < o 时
,

显然

1 Z E
. , ,

l

}
.

买逻 }
l 艺艺 t 夕 I

, — 一 七八 l
1 L I

< 1 ,

因而得

出结论
:

对拳牢孚攀 (R
e K < “ )

,

在人 《 夕和 0 < 5 《 夕的尽诊丁
,

积分修李是堆对拳牢的
·

由于 夕是任意选取的参数
,

上述稳定性的结论实际上是与 人无关的
,

如果划出在 乃K 平面

上的稳定性区域
,

则该区域就是整个左半平面
.
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3
.

现考虑只进行一次迭代时格式的稳定性
.

仍假设 五 《 夕
,

o < ￡ 《 夕
.

对方程

￡夕一 ￡K y

的计算格式是
:

[ ( 1 + Z o K ) x 。

一 。 K夕
。

]
,

+

了产̀、、
、

一 (

于

勃
一`

` 十

勃 {(
2 + 毕+ 2 。、 、

二 ”

一 (
, + 毕+ 。 、 、

,
。

1
.

L \ 左 / \ 左 / J

( 3
.

7 )

(1)耐l()时X丫.

其特征方程是
:

(含
+ ·

)
;

2

一 【
` + ·

(
, + 3 K h

2

l :
+ 立 ( 。入 + l ) 一 0

.

( 3
.

8 )

, .1.几J、 、,J/

该方程的判别式

行讨论
.

△ 一 2 · K`
之

+ 一

l
( 2 + 3K h )

2

4

一 ZK川
,

以下分 K 为实数和复数两种情况进

( l) 当 K 为实数时
,

我们可以选
￡ > 0 充分小

,

使 △ < 0
,

从而 ( 3
.

5) 式有一对共扼复根
,

它们的乘积等于
l + 6 K

1 十 丝
五

.

当 ￡充分小时
,

由条件 K < 0
,

知

< 1
K一El.+一+

故格式在与步长 人选取无关的条件下是稳定的
.

( 2 ) 当 K 为复数时要复杂一些
.

由 ( 3
.

5) 式

入+ 。 ,
f立

K + 生、
士了云

\ 2 人 /

h 十 2 8
( 3

.

9 )

因为 △ 一 2尺汤, 。 + [… 1。
, ,

故当
。

* o 时
,

了万 一 了丽
方。 , 2/ + o (。 32/ )

,

而 。 一 。时
,

。 一

一 脚 一 1
,

从而 产:

和 灼 在 1近旁可展成
。 12/ 的幂级数

:

产:
一 l + a ; 。功 + u Z: + a 3。 , z/ + o ( 。

,

)
,

拼 2
一 l + b l 。 , / ,

+ b Z。 + b 3 o 3 / ,
+ o (

。 2

)
.

又由关系式

/
, .

3K 石、
月 一 ￡ 气l 十

—
l

\ 2 / 一 :

{
, + 。

`生 + 丛、 (
; + 当

一`

1
,

L \ 左 2 / \ 五 / J
-

6十
人一2

l : 1
十 l ` 2

一

产1
.

产2
一含

( · 、 + ` ,

/ (含
+ ·

)
,

可以定出系数

a x
+ b l

一

_

/ 3 K I 、
U , “ ,

十 ” ,
一 `

长丁 一 下 /
, “ ,

一 口 ,
一 ”

2一h
一Ka :

十
a l b :

+ b :
~ a 3

+
a Z b i

十
a i b :

+ 去
3

= 0 ,
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从而推出

-一l b

~ 1+

一 了五
, 3尺 1

a 孟 ~
D Z
一 — 一 —2 为

故得

丫而
“ `“ 十

二 2
一 1 一 丫万

.

又。功 +

(等
一

音)
· + 。 ( 。 3z/ )

,

(譬
一
资)

E + 。 ( 。
3 / 2

)
.

由此我们看出
,

当 K 为复数时
,

虽然 eR K < o ,

对任意的 人并不能保证 !执
2

} < 1 ,

但是
,

如果

一

。
一滩门é日协“

和 左的比值保持不变
, 。

~ 常数
,

那么当 6 、 o 时
,

格式的稳定性就可得以保证
.

事实上
,

当
a 固定时

,

( 3
.

9 )式可以改写成
:

群 1
,

2
一

2 + 2。 + 3。尺 士 了 ( 2 。 + 3 : 尤 )
,

+ 8 : 尺 ( l 一 。 )

2 + 4 “
( 3

.

1 0 )

当 。 、 O时
,

群飞
,

2

在 R e K < O

2 + 2 “ + 3 e K 士
2 十 4邝 L

的条件下
,

只要

(
2。 十 1 2 “ K + S K ( l 一 a )

4 “

。 + o ( 。 2

)

8 充分小
,

从而 乃也充分小
,

就能保证格式的稳定性条件
:

一: 1 2

} < 1
.

如果选取
a ~ 1

,

即 6
~ 人 ,

则

K8

1一3+1!
、`t

产 z
,
2

~
4 + 3 o K 士 ( 2 + 3 o K )

6

可知当
: K 位于以 ( 一 1) 为圆心

,

以 1 为半径的圆内时
,

格式是稳定的
.

四
、

格式的几种变形
.

假设在 ( 2
.

1) 式中 E ( ,
,

刃 一 E 为对角形常数矩阵
,

矩阵 B 如前所述亦为对角形常数矩

阵
,

令向量 载 )t 一 B一 , 。
(t )

,

矛
。

二 立 :
, ,

则易知

召一`

( E 一 。 ) 二
。

一 召一 ;

( E 一 。 )立
: 。

一 。 一 1

( E 一 。 )互 ( : 一 。 ) 一
` 。 ,

_ B 一 ;

立
。 。

2

人 _ -

~ 一 介 一 介
。

由此
,

格式 ( l) 可以改写如下
:

{
( i ) 夕黔

,
~

( ii) 牙黔
, 一

。 一方一 ’

勺
。

+ 2 。一 B一 ’ 力

几

(
, + 粤

:

丫 { g羚
、 左 /

( 111) ,
黔

, 一
。一 B一 ’ ` ( ,

,

+ 于
二

) +

+ B一 `

( E 一 B )夕
。

+ 入B 一 , g
。

一 荃
,

牙黔
’

.

去掉
“
一

”

这一特殊记号
,

重新定义
: ( t

) ~ 刀一` 。
(

t )
, x 。

z 。 ,

即可得如下的格式 ( n ) :
人一2

ē
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~ 一一一一一一一一一一一一一一一

—
一

—
一

( i) 夕黑
1

-

(11) x

黔
, 一

( 111) )
,

黔
, 一

。 一 B一 ’

勺
。

+ 2` “ 一 ’

`
, ,

(
` +

是
e一 B一 ’ `

( ,

E

)
一`

{。界
1
+ B一 ( “ 一 B ) ,

,

+ ` B一。
。

一
。

十 x ”

) + x
梦刃

)
.

fl.
` l

ee
、

、了甘月Ló..了、

2
.

如果令矩阵 刀 ~ co (即 B 对角线上所有元素 b`

一

汤

一
宕 n

2

一 三
一

( E
。

一 )B
一 ,口 。

一 兰
一

(E
,

co )
,

则根据 ( l) 中的定义有
:

一 刀 )一
,

(召夕
,

+ ,
,

)
,

当 召 。 co 时
, ` 一 一 立 ,

。 ,

同时
, 。一 B一` 一 1

.

由此 l( ) 可改写为
:

2

( i ) ,黑
,
一 ,

。

一 Z x 。 ,

1
了.X

礼一{( 11 ) x

黔
, 一 (

, + 粤
:

川
一 ’

{一 g汉
;
十 夕

。

一

\ 左 /

( 111) 夕黔
’

一 夕
,

一
x 。

一 介 +1
。

若重新定义
, 。

` 立 夕
, ,

则 l( ) 可简化为
:

2

y
。

十 2 尤
。 ,

寻
一

: 湃
1

、
一`

{ g黔
:

一 ,
,

,l /

: 。

十 x

黯
,

.

+十
了通月

了

!
、V

沙

一一一一一一姗谓端
、

、
ó

、
了、 ,/·

1ù11ù川
厂了
、、了`
、了̀、

l̀
..J、、.esr̀

、 月了

l(

顺便指出
,

上面这个格式可 以直接推出
.

3
.

如果在 ( m ) 中只进行一次迭代
,

格式可更进一步简化为
:

( i ) : 黔
1
一

( 11 ) x 。 + :
~

y
。

+ 2刃
。 ,

I 十 鱼 E

( 111) 夕
。 + 1
一 夕

,

+

左

r 。

十

:;
1

)
一

“ ,黔
1
+ 二 ,

,

尤刀 + 一

!
、 ,刃..t

、 ,了

V
一.孟

r

r
、

数值实验表明
,

上述简化格式用于解具有振荡形态的方程时
,

精度比格式 ( )I 差
,

但由于格式

的简单性
,

当它用于其他类型的方程
,

特别是抛物型方程和线性代数方程时
,

格式 ( W ) 具有相

当的优越性
.

(详见第七节应用部分 )

五
、

方法的截断误差

我们以最简单的格式 (I v ) 说明一下格式的截断误差
,

并假定我们所讨论的是单个方程
,

且 F ( : ,

力 一 E 是一常数
.

为此
,

我们重新对格式 ( I v ) 加以推导
,

在推导的过程中即可看出

它的误差估计
.

由梯形公式

y
。 + -
一 y

。
左

十 一 夕
。

左 人3
_ _

十 一 夕
。 千 1

一 二万 y
, + 口

,
,

2 1艺

h
气

一
y

。 + z
一 y

, 月
一

1
一 y

。

Z

h

一 一 夕
,

十
尸

二

万 y
· `氏

又由恒等式 E 夕
。 + :

~ f
。 + : ,

将以上两式左右两端相加
,

并定义 介+l
人

,
; 曰

一 — y
刃 + 1, 1苛
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/ 二Z E \
气l---- t —

】x 。+ 1

~
\ 人/

f
。+ ;

+ y
。+ :

一 y
,

一 x ,

+ 夕
n + e 二

另一方面
,

将

y
。 + l

~

代入上式得
:

一`

{
黑̀

`

y
,

+ 2尤
n

「口子 }
, 卜 l

一
l

L d y 卜

+ 二 夕
。 + e

.

2

y黑
:

+ 上 夕
。 二。

, ,

Z

尸一2
十

X 刀 + !
一

(
` +

一

豹
一

(
, +

等)

十 x ,

+ 二
l 2
夕

” + a
,
。 + 。:

}+e气
月干

óV
J月

一二
.

)
” + I, y = y *

{ f黑
:

+ x 。

} + E R ,

其中

: R 一 `, +
丝、

一`

万}鱼 }
\ 左 / ` L d y 卜= `二 + , ,

y = , *

+

斋
,…

,

+

夸
,…

:

}
.

且 o < 8、 ,
2

< 1
,

,
*

在 ,黔
,

和 ,
” + ,

之间
,

夕
” + e .

和 夕
。 + 。 :

分别为 夕( (。 + 0
2

) h ) 和 夕( ( n + 0 2

) h )
.

以上的 介
、 :

是按定义 介 + ;
一

E R
.

不难指出
:

推导得出的
,

它和按 ( vI ) 中 ( ii) 算 出的 礼十 :

之 差 正是+

·

儿
人一2

若 E ~ O ( l )
,

若 E = o ( h )
,

则 E R = o (人
3

)
,

则 E R = o (人
,

)
.

而 (VI ) 中的 ( iii ) 正是梯形公式
,

如果
x ,

和 心 + 1

都是按定义 介
= 一 夕

。 , x n + l

一
2

立 久 + :

算 出

的
,

则 ( 111) 所引人的误差是 。 ( h 3

)
.

综上所述
,

如果
x 。

精确地由
r 。

一 一 夕
。

给出
,

则格式 ( I v ) 的误差是
:

( l )

( 2 )

其中歹
。

+1

若 E = o ( l )
,

则 x 。 + ;

若 E ~ o (人)
,

则 x , + 1

一 牙
。 、 1

= o ( h 3

)
,

夕
。 + :

尤刀 + -

和 王
。 + :

分别由 ( I v ) 算出 夕
。 + :

和
x 。 + :

六
、

讨

一 。 (人
2

)
,

夕
。十:

的近似值
.

一 歹
。 + :

~ 0 (人
3

) ;

一 夕
, + :
一 。 (人

,

)
.

论

1
.

格式 ( )I 虽然以迭代的形式给出的
,

但在使用时最多只进行两次迭代
,

如果发现精度不

够
,

则缩小步长要比增加迭代效果要好
.

2
.

对任何稳定系统 夕 = s ( t ,

y )
,

总可以选取
￡ > 0充分小

,

使 。夕 = 。 s ( t , y ) 一 f ( t ,

y ) 中

之 f(
, ,

力 的模 !1(j
` ,

力 11适当小
,

以满足稳定性条件
.

但 “ 选的太小
,

精度将受到一定的影响
,

通常选
。 ,

使 jII ( : ,

力 }} < 工 即可
.

最好是对具体的问题进行专门的研究
,

例如对热传导问题

2

和线性代数问题 (见 5 7 )
.

3
.

矩阵 B 一般都取成 B 一 口I 的形式
,

只要 夕 》 人即可
,

但后一条件亦非十分必要
,

故 口

的选取实际上是十分 自由的
.

4
.

开始计算时先根据初始条件算出
x 。 ,

它是依赖于 左的
,

故变步长时要重新计算
x 。 .
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七
、

格 式 的 应 用

1
.

对常微分方程的应用

[例 1 1 :
对初值问题

1o g s i n夕 + o l4 t,

〕
,

0 毛 t 毛 1 0 0

夕
、、2

nU
了.、

公/

.rJ、.̀

使用格式 (I )
,

每一积分步只进行一次迭代 (显式 )
,

取 B 一 100
, ￡ 一 .0 5 火 10一 , ,

即将上述问

题化成
:

一、
.

nUfJ
、

L

在区间 〔0 , 1 0一7

1内用小步长 人

结果
,

见资料 [ 1]
.

【例 2] : 对初值问题

X 1 0一 9夕= 0
.

s s i n y + 0
.

5 X 1 0一 s t ,

夕( 0 ) 一 0
,

0 提 t 毛 10 0
.

一 1 0一 , ,

然后放大到 h ~ 10一 ,

进行计算
,

可以得到十分满意的

{
夕~ 1O Oy

s i n 3 0 o t

( I n 夕)
’

夕( o ) ~
e一 ,

.

通过分析 已知
,

该问题的真解 y 一
e

xP (一 co
s

3 0 0 :
) 13/

,

当 y 一 1 时右端函数分母出现零点
,

且

还具有高频振荡的特性
,

大约在
才
轴上 1 / 1 0 0 的间隔内右端函数的分母就 出现一次零点

,

计算

实践和理论分析
,

都证明古典格式不能处理这类问题
.

用格式 ( l) 进行处理
,

首先将原问题化成如下形式
:

。 ( I n y )
“
夕~ 。 ( 1 0 o y s i n 3 0 0 r )

,

夕( o ) 一
e 一`

.

取一
2一

,

。 一 1 ,

又根据右端函数高频振荡的特性
,

取 ` 一 2一 ; 在积分区间 。 毛 公毛
于

上
, nI y 共有 24 次经过零点

,

用格式 l( ) 在 10 9一乙机上可以得到三位有效数字的数值结果 (该

机字长 32 位二进制 )
.

同类间题的另一个例子是
:

{
z ,

·

、
/

’

厂一万
夕 一 \ 1

一 y / /
。 了 i

一 二一 ,

I V 吕

少( o ) ~ o
,

其真解是

f 「3 了
.

1 \ 刀
3 3 11

一
`
一

e

xP 飞一 厅 又
`

一 万少 一侧介

右端函数分母在
, 一 工 处出现零点

,

其函数值由 一 co 变到 + co
.

8

困难程度将比上例更为严重
.

使用格式 ( l) 将问题化成
:

在
t 一 工

8
近旁这个间题的

{
·

厂誓
夕 -

夕( 0 ) ~

: ( l 一 夕)
,

O
.
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选取 ￡ ~ 2一“
,

B ,

h ~ 2一伙 在
: 一 生 处也能给出具有 2

位有效数字的数值结果
.

l例 3] :
考虑线性常系数初值间题

:

f C 夕~ D 夕 + 孕( t )
,

L 夕( , 。 ) = ,
。 .

其特点是矩阵 C 一 ( c , ,

) 的元素在数量级上有很大的差异
.

按通常的积分方法
,

首先必须对

矩阵 c 求逆
,

因矩阵 c 病态程度比较严重
,

故使求逆过程无法进行
.

但矩阵 D 有很 好 的 性

质
,

使得求逆过程很容易实现
,

因而可把原问题化成 一 D 一` C夕一 一 y 一 D一 1

抓 )t
,

然后用格 式

l()
,

此时格粼 l) 的 ( ii) 中
(

, +

是
: 羚

)
一 ’
一

(
` 一
母

D一

c)
一

气如果 系 统 是 稳 定 的
·

则

(一 D一 。 ) 的全部特征根具有正实部
,

从而 (
, 一 鱼 D一 。 、

一’

的全部特征根的模刁
、

于 1吓口左

一
- -

一 \ 人 /
-

一

无关 )
,

这样就很容易使计算过程稳定
,

一个工程上的 30 阶方程就是用这个办法解决的
.

该问

题用几种古典方法都没有给出结果
.

作为一个具体的例子考虑方程
:

夕l

一 1 0夕
,
一 一夕:

+ 1 0夕2

一 l o r 一 10
,

0
·

0 0 0 1夕2

一 夕

一
1 1夕2

一
。 一`

+ 1 1 2 + 0
.

0 0 0 1
.

、 、万了
2

qq
/

!
、

一一q

、 、

l
/

n”,l

一

、

l
了

n曰,111CU

一00

.0

写成 C夕 ~ D 夕 + 宁( t ) 的形式
:

/ 1

其中 q
,
一 一 1 0t 一 1 0

,

q Z
一 一

e 一`
+ 11 : + 0

.

0 0 01 ; 容易算出该系统一个特征值为一 1
,

另一

个为 一 1 0 00
.

经过计算

C 一 1
1 10 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

如果化成通常首项系数为 1 的方程组
,

则

、

l
才

ql小
/

!
`

、

l
/

(
夕1

卜 (
9 9 9 9 9

\ 夕2 / \ 1 0 0 0 0

一 1 0 9 9 9 9 0

一 1 1 0 0 0 0 ) (::)
十

( ;
10 0 0 0 0

10 0 0 0

从直观上一看就知道这个系统是不便于数值处理的
.

但是如果按照以上的分析
,

首先求出

沪

l
、

一一

一\ 、.,2D 一’
一

(
一

:
l 0

一 1 1

一 11

一 1

一 1 0

一 1

然后将方程化成
:

1 1 一 1 0 9
.

9 9 9

一 9
.

9 9 9 9 ) (:;)一 (::)
一

(:;)
,

其中 李
:
一 1 0 e 一`

+ 1 0 9
.

9 9 9
,

牙
2

~
e 一`

一 + 9
.

9 9 9 9
,

再用格式 ( I )
,

即可顺利求解
.

2
.

对热传导方程的应用

考虑 。 维热传导方程
:
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口口口 ~ ~ ~一 - - - - - - - - - - - - - ~ ~ ~ ~ ~一 - ~一一

一 一 —
-

一—

一
~

一

巫 一 ,

蚤鱼
.

d t 犷二1 d x声
-

在周期性区域上的纯初值问题
.

按传统的办法将空间方向进行离散化的处理
,

例如将右端项

典 用相应格子点上的二阶差分代替
.

我们可以得到一组常微分方程组
: ` 一 A “

.

矩阵 A 由
d x蓄

空间维数及离散化的方式决定
,

例如在 [ 0
,

1] 区间的一维问题
,

将空间方向
`
分为 N 等分

,

并

考虑到周期性条件
,

则 N + l 维矩阵汪有如下形状
:

一 2

一 2

1 0 0 l 一 2 )
产了J矛口...、、、

?

一配一一A

1
、

本 ~ ,

Q x
~ —

, 〕巡 」月又 E 二丈之

N

△尸

4 m叮

,

将方程改写成
:

￡坛 一 ￡刀 u ,

即可严格证明在使用格式 (VI ) 时 (显式 )
,

格式对 0 < △ , < co 是恒稳的
1) .

此时的具休计算

格式是
“
黑

1
~

“ ,

岁 , + 1
~ P [

+ 2 即
, ,

。过 u
黔

;
+ 。 。

其中
。 。

~ A u o

由初值决定
,

P ~

“ n + i

=

△ t

u ,

+ 沙 ,

十 夕 , + i ,

、 .了、J
产、少2.

、了、了、

△ t + Z C
< 1

.

在作者另一文中还指出了上述格式相容

性要求是

的影响
.

△ x
独立地趋于零

,

而和
△ t

△ x
的比值无关

,

同时也分析了加人低阶项后对稳定性

△一2以之一△

[例 4 ] :
除了热传导方程外

,

我们考虑如下的非线性抛物型方程
:

鱼
为

~ a
,

( u ,

)

口; d x Z

在 [ O ,

11 区间上的初
一边值问题 (见资料【2 1)

,

该问题的通解
,

由方程
:

5
, 、 ` .

2 0
, ` : . ,

, , 、 \ , . 。 。

— 戈u 一
u o夕

.
.

t 一
u o气u 一 u o夕

一

十 1 〕 u 6又u

一 “ o少
“ 月尸 乙 Uu 6戈“ 一 u o

4 3

+ 5“ 言I n ( “ 一 “ 。

) ~
。

(
。 t 一 x + 二。

)

以隐函数的形式给出
,

其中
“ 。 ,

x0
, , 都是常数

.

不失一般性
,

可以取
。 。

~ 1 ,

用 少 (约 表示上

式右端的反函数
,

于是
“ ~ 叔

, ( , ` 一 r 十 介 ) ] 便可用 N we
ton

一

aR户
s的 解法而得

,

初始条件

和边值条件由以下给出
:

“ ( x ,

0 ) ~ 必 [ , ( 一 x + x 。
) ]

,

。 ( o , t ) ~ 少 [ , (
, , + x。

) ]
,

。 ( l , r
) ~ 少〔, ( , t 一 l + 二。

) ]

( 7
.

1 )

( 7
.

2 )

如果把原微分方程改写成

1) 韩天敏
,

热传导方程的一个恒稳显式差分格式
,

尚未发表
.



国 科 19 7 6年

au 口
, :

a “

_
~ —

〕 “
’

—o t Ox a x

则相当于扩散常数的量是 5 “ , ,

当 “
本身比较大

,

例如 “
~ 1。 ,

那么 。 将等于 , x 1 0` ,

因而使

用显式格式时 △ t
将有很大的限制

.

资料 〔2 1中用

( u s

)夕+ `
= ( u ,

)夕+ 5 ( u 4

)夕(
u夕+ ,

一 u夕)

进行线性化处理
,

然后使用隐式格式求解
.

为了用格式 ( l)
,

可直接从原微分方程出发
,

将 x
方向分成 20 等分

,

进行差分化处理得
:

蛇一 2u { + “ ;
.

丝些
星 ~

“
l 一 2试 + 诚

(六)”
“ `

(六)
’

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

… …
u l

,

一 Z u

l
,
+ u ;

。

(工、
’

\ 2 0 /

一一ùù丛dtù丛dt

…
了

1
.

|
.

进一步将上式改写成如下的形式
:

含(六)
’

(众)
”

贵
一

含卜
一 2

含(六)
’

(众)
5

贵
一

合卜
一 ,

(劲
’ +

(劲
’

}
,

(劲
’ +

(劲
’

」
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

… …
生 `工丫̀生丫垫 一 生 {

1 一 :

(哟
,
+ (哟月

_

2 \ 2 0 / \ u 15 / d t Z L \ “ z。 / \ u i s / 」-

取
x 。

~ 0 , ,
~ l , 0 0 , B = 2 1 ;初值

u ;

( o )
, u Z

( 0 )
,

…
, u : ,

( 0 )和边值
u 。

( t )
, u Z。

( t ) 分别由 ( 7
.

2)

和 ( 7
.

2 )式用 N c w t on
一

aR p hs o n
法进行求解给出

.

取
`
方向的步长 4 倍于资料 [ 2] 上隐式格式的

步长
,

即 △ t/ △护 一 0
.

00 4
,

迭代次数为 2
,

表 1给出了在 1 0 9一丙机上第 2 0 0 0 步的结果
.

如果

迭代次数改为 1 ,

则稳定性同样得到保证
,

只是精度略有下降
.

3
,

关于求解线性代数方程的应用

考虑线性代数方程
:

A 夕 = b
.

( 7
.

3 )

如果 A 对称正定
,

则伴随它同时引人一个常微分方程
:

C夕~ 一 A y + b
.

( 7
.

4 )

为简单起见
,

假定矩阵 C 为对角线上具有正元素的对角形矩阵
,

则 ( 7
.

D 式便有稳态解存在
,

而

这个稳态解 y ~ A 一 lb 就是代数方程 ( 7
.

3 )式的解
.

事实上
,

aJ co ib 迭代法就是在 ( 7
.

4 )式中取

C 一 D 一 d i a g {
a , , , a 2 2 ,

…
, a 。 ,

}
,

取 △ : ~ l ,

对 ( 7
.

; )式使用 E u le r

折线法进行数值积分的

格式
,

而逐次超松弛 ( s 0 R ) 法也是折线法的改进形式
,

这种改进使用了
“

半隐一半显
”
的技巧

,

从而使积分步长
,

或者叫松弛因子 。 可以扩大到 。 < 。 < 2 的范围
.

大家知道当矩阵 A 病态程度比较严重时
,

上面所提到的这两种格式就会暴露出严重的缺

陷
,

从常微分方程的观点来看
,

就是 当解在向稳态解过渡的后期
,

为了获得较快的收敛速度应

当有更大的积分步长
,

但由于稳定性的限制而作不到这一点
.

使用本文的格式可以克服稳定
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性的束缚
,

因而使积分步长大幅度地扩大
,

这样就获得了很好的收敛速度
.

在方程 ( 7
.

劝两端乘以常数
。 > o :

“ C夕 = “ ( 一 A夕 + b )
,

并改写上式为
:

8 夕- 一 6 C 一 I A 夕 + ￡ C 一` b
,

对它套用格式 l( v )
,

即可得到一类求解线代数方程 ( 7
.

3 )式的迭代格式
:

{ ( i ) y黑
1
一 y吧+ 2…

仁“
。
,
( (竺{

`

一
户 L一 “ “ 一

`·
` y器

1

、

又
一1 1

) y
二 + z

~ y
。

十
x ,

十 x 。 + ,

十 ￡ C 一`b + x 二 ]
,

其中
汤

h + 2 6

x 。
一 粤

。一 `
(一 、 ,

。
+ 石)

,

Z

人为参数 (即积分步长 )
,

给出 y。
和 左之后即可算出 x0

,

然后利用 ( B0 ) 即可逐次进行迭代
.

可

以证明
,

当 C ~

敛的
.

I 为单位矩阵时
,

取 。 蕊 生
孟

凡为矩阵 A 的最大特征值
,

迭代格式 ( B0 ) 是收

如果在 ( B 。

) 中使用 se ide l 技巧
,

则可得另一类求解线性代数方程 ( 7
.

3 )的迭代格式
:

{ ( i ) y黑
!
一 y ·

+ ZX一
_ 、

( ”
1

,
1 (竺)

` · + !

一 户 (“ “ 一
` F y器

1

一 “ ` 一 ` D ,器
!

+ “ ` 一 ’ “ ,一 + “ ` 一
`

b + ` ·

’ ,

、

戈i五 ) y
, + ,

= y
,

十 二 ,

十 x 。 + i ,

其中 E 和 F 为 A 的下三角形和上三角形矩阵
,

分别取相应位置 A 中元素的负值
,

D 的意义如

前
.

可以证明
,

取 C ~ I 为单位矩阵
,

当 “
充分小时格式 (凡 ) 是收敛的

.

在格式 (凡 ) 中取

~ 0
.

5 D一
`
( 一 A y 。

十 b )
,

则可得如下一个具体的格
滩一2

ōXc 一 ZD
, ￡ 一 l ,

此时 P 一

式 :

人

h + 2

( i ) ,黔
:

~ ,
,

+ 2 , , ,

( 11) x 。 + ,
~ 户【0

.

SD 一 , F ,黔
:

一 0
.

5 ,黔
:

+ 0
.

5 D一
, E ,

, + :

+ o
.

SD 一 , b + x 。

]
,

( 111) 夕
, + :

~ 夕
。

+ x ,

+ x , + 1.

r̀J.、

L
、 .少ù

B
J
了、
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格式 ( B) 的收敛性有待更进一步的研究
,

在实用上它的优点是
:
除了 五之外没有其他的参数

需要确定
,

存储量方面除了矩阵 A 和向量 B 之外
,

只需两个向量场 (而格式 ( B 。
) 则需要三个向

量场 ) ; 在运算量方面
,

每迭代一步比 s 0 R 法只多 4 个向量加法
.

人的大小 (从而月 可以根

据余量 (或者说导数 )的大小进行选择
,

经验规则是
: H 起始时小

,

例如一开始置 h。
~ 4 (相当

于 s 0 R 法 中 。 ~ 2 的情形 )
,

然后根据余量下降的情况逐步加大 h , 五一直加到余量不再下降

时为止
,

此时再用较小的 人,

例如 h 一 无。 十 △h 重新重复上一过程
.

用公式表示
:

人 = h o
十 劝必 h

,

价 ~ 0
,

l , 2 ,

…
,

M
,

l
,

2
,

…
,

M
, l , 2

,

…
,

M
, l , 2

,

…
,

对具有 10
`

条件数的病态矩阵
,

△ h 二 30
,

M 二 2 0
,

即 汤可以大到 6 00 左右
.

用格式 ( B ) 对 iH lbe rt 矩阵 (最高到 10 阶 )
,

由杆问题形成的矩阵 (最高到 88 阶 )以及重

调和方程离散化后所形成的矩阵 ( 96 1 阶 )进行了大量的试算
,

数值结果表明无论在精度方面
,

还是收敛速度方面
,

格式 ( B ) 都比已有的方法要好
`

.)
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