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近似指数型神经网络的本质逼近阶*

王建军  徐宗本** 

(西安交通大学信息与系统科学研究所, 西安 710049) 

摘要    针对一类比 Sigmoid 更为宽泛的指数型激活函数, 证明了三层前向神经网

络的本质逼近阶. 特别地证明了对于定义在 Rd中紧子集上的任意连续函数 f, 存在隐层

单元数为 (其中
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为 f的二阶连续模, n为不小于 1/ε 的任意正整数)的近似指数型神经网络 使

其逼近 f 的精度与速度满足 
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同时, 当 f 属于α -Lipschtz 函数类时, 网络达到其本质逼近阶 n−α(0<α ≤2), 所获

结果较完整地刻画了该类神经网络的逼近特征, 并揭示了该类神经网络逼近性

态与网络拓扑之间的相依关系.  
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近年来, 人工神经网络已广泛应用于科学与工程的各个领域. 之所以如此, 
其主要原因是神经网络具有一定意义上的万有逼近性[1~9]. 所有这些研究的一个

典型推论是: 定义在Rd上的任何一个连续函数可以通过一个三层前向神经网络任

意逼近. 一个含d个输入, 1 个输出的三层前向神经网络数学上可表示为  
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元的连接权, ic ∈R 是隐层与输出层之间的连接权, σ 是隐层节点的激活函数(传

递函数). 通常情况下, 激活函数σ 取为 sigmoid 型, 即满足 ( ) 1tσ → ( ), t → +∞

( ) 0tσ → ( t ). 用向量形式表示, (1)式可进一步表示为    → −∞

1
( ) ( ),  .

m
d

i i i
i

x c w x x Rσ θ
=

= ⋅ + ∈∑N  

多年来, 人们一直致力于研究神经网络的可逼近性或稠密性. 文献[7,8,10~12]

等先后证明: 在 sigmoid 型激活函数等弱型条件下, 对任何定义在 中紧子集 K
上的连续函数, 存在一个形式如(1)式的三层前向神经网络, 它以任意精度逼近该

函数. 此后, 许多学者建立了各种各样的有关(1)式逼近多元函数的稠密性和复杂

性结果.  

dR

从应用角度看, 人们更为关心神经网络逼近的定量性质, 特别如希望知晓人

工神经网络的拓扑结构(如网络隐层单元数)与网络的逼近能力及逼近速度之间有

何种关系? 文献[3,13~21]等对多种激活函数(包括 logistic, Heaviside阶梯函数等)
研究了这一问题. 他们构造性地给出了网络逼近的上界估计, 即网络逼近连续

函数的误差上界; 同时他们还在固定误差容限下估计了神经网络所需的隐单元

个数.  
我们看到, 已有的这些定量研究基本上都限于对网络逼近速度的上界估计. 

然而, 仅有上界估计对于刻画神经网络的逼近能力来说还是远远不够的, 如它仍

不能正确反映一个神经网络的本质逼近阶(即一个网络能够达到且仅能够达到的

逼近程度[22]). 因此, 为了准确地刻画所构造网络的逼近性能, 应该不仅要对网络

逼近速度的上界作出估计, 而且更重要的是应对其下界也作出估计. 特别地, 我
们希望获得一个神经网络逼近速度的上下界具有相同阶的估计, 从而精确刻画

网络的本质逼近阶, 以从根本上澄清网络的逼近性态与网络隐层单元数之间的

关系. 文献[22]对一类满足sigmoid函数的神经网络给出了这样的本质逼近阶估计. 
本文将推广上述工作到更广泛类型的神经网络 . 我们注意到 , 在文献[29]中 , 
Ritter引入了一类所谓的近似指数型函数的概念, 一个实函数 : R Rσ → 称为是近

似指数型的, 如果它在原点经过适当的仿射变换, 可在负半轴上任意逼近指数型

函数(确切定义见下一节). 这类函数包含通常的sigmoid型及指数型函数. 在文献

[23]中, 作者对近似指数型前向网络的逼近给出了一个上界估计, 但没有给出下

界. 考虑到这一类网络的广泛性, 我们希望获得该网络逼近的下界估计, 从而获

得其本质逼近阶. 本文将构造性地证明该类神经网络对任意连续函数或可积函数

逼近的上、下界及本质逼近阶估计. 所获结果不仅更为精确化了文献[23]的上界估

计, 给出了本质逼近阶估计, 而且给出了网络逼近阶与网络隐层单元数之间的明

确关系.  
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1  记号及主要结果 

本文采用如下记号: 分别表示非负整数, 实数和非负实数, 表示

d 维实 Euclid 空间(d≥1). 对任何  

, , +N R R dR
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的函数全体记为 . 用( )nR dσ || ||∞⋅ 表示 中的范数,即 dR

sup ( ) ;
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对任何连续函数 f 和有界实函数集 , 用 表示S ( , )d f S∞ f 与 的距离, 即 S
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对任意定义在 上的光滑函数dR ,f  其|m|-阶偏导数表示为 
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连续模是刻画函数连续性和光滑性程度的一种度量, 在逼近论定量研究中

有着基本的重要性, 它常被用于刻画某些重要函数类的数量特征, 假定 Q 是一个

距离空间, 是其上的距离, 我们用 表示 上连续函数的全体.  d ( )C Q Q

定义 1  设 ( )f C Q∈ , 函数 f的连续模 ( , )f tω 是如下定义的由 [0

的一个映射: 

, [0,∞ → ∞） ）

1 2

1 2( , ) sup ( ) ( ) .
x x t

f t f x fω
−

= −
≤

x  

设 e 是 d 维 Euclid 空间中的任一向量, 函数 f 在方向 e 上以 h 为步长的 r-阶对称
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差分定义  

0
( ) ( 1) ;

2

r
r r i
h

i

r rf x f x
i

−

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞Δ = − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ i he  
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如果  则称 f 属于 α 阶 Lipschitz 函数类 . 记作2 ( , ) ( ),  (0, 2],f t tαω Ο α= ∈

2( ) .f Lip α∈  

定义 2[23]  一个函数 :σ →R R称为是近似指数型的, 如果对任意 > 0,ε  存

在实数 , , ,β γ ρ τ 使得 ( + ) + <tt eγσ β τ ρ ε− ( 0t∀ ≤ ).  

从几何上看, 定义 2 意味着: 一个近似指数型函数σ 在 和原点经过适当的

伸缩、旋转变换, 它在负半轴上可以任意逼近指数函数. 例如, 通过取

R
1,  0,β ρ= =  

γ =1 后, 可看出指数函数 et 是近似指数型函数. 而对于函数
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而对任何 , (2)式收敛到0(0t ≤ τ → −∞ ), 由此可见, 它也是一个近似指数型函数. 
进一步, 容易验证, 大多数 sigmoid 型函数都是近似指数型函数.  

在文献[23]中, Ritter 利用连续模得到了如下关于近似指数型神经网络逼近 
的上界估计: 

命题  1  对任何连续函数 和任意[0,1]df C∈ n ∈N , 存在隐层单元数大于

(其中
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本文将应用高阶连续模从多个层面推广与深化上述结果. 首先, 我们用二阶

连续模取代上述命题中的一阶连续模, 给出该类网络逼近的一个新的更为严格

的逼近上界. 然后我们建立网络逼近的一个下界估计. 所给出的网络逼近上、下

界估计具有相同阶, 因而我们进一步导出对应神经网络的本质逼近阶. 我们所获
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得的主要结果如下:  

定理 1  对于定义在 中紧子集V 上的任何连续函数dR f 和容许误差ε, 存在隐

层单元数大于或等于 (其中
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n 为不小于1/ ε 的任意正整数)的三层近似指数型神经网络 , 使满足 ( )nR dσ

1) 逼近上界估计: 
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3) 本质逼近阶估计; 当且仅当于 2( )f Lip α∈ 时, 有 

  (5) ( , ( )) ( ).nd f R d nσ Ο −
∞ = α

其中 C, C1, C2, C3 均是与 n, f, x 无关的正常数, 但其值可能在上下文中不同.  
上述定理中的(3)式是对网络逼近精度和速度的上界估计, 反映了网络逼近

速度上界与隐层神经元个数之间的关系. 它说明网络逼近速度的上界受控于被

逼近函数的二阶连续模及隐层神经元个数  显然当 时 , 
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定理 1 中的(4)式是网络逼近精度与速度的平均下界估计, 它表明该类神经网

络的逼近速度与精度随隐层元个数变化之平均值
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这说明该类神经网络能达到的最高逼近精度为 2
1, .

2
f

n
ω ⎛ ⎞

⎜ ⎟+⎝ ⎠
 

定理 1 中的(5)式刻画了神经网络的本质逼近阶. 它说明: 当被逼近函数 f 属

于α-Lipschitz 类时, 该类神经网络的本质逼近阶为 n α− . 该估计与(3), (4)式一起

说明被逼近函数的光滑性越高, 网络逼近速度越快, 逼近精度也越高; 反之亦然. 
我们将在下节证明一些预备结果, 而在第 3 节给出定理 1 的完整证明. 

2  代数、三角及指数多项式对连续函数的一致逼近 

逼近论中的Jackson’s定理[9]是利用连续模刻画定义在区间上的连续函数被多

项式逼近速度的一种估计 . 文献[24~26]等将其推广到多元情况 . 特别地 , 文 
献[27]通过引进新的连续模(即现在为人们熟知的 Ditzian-Totik 模)研究了相关问

题. 文献[24,26]曾得到如下重要的命题, 它构成了文献[23]的基础.  

命题 2  设对任何连续函数 , : [0,1]df → R n ∈N , 有 
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我们将通过应用更为精确的二阶连续模, 深化上述定理而获得一个更为精确的

结果:   

定理 2  对任何连续函数 , : [ , ]df a b → R n ∈N , 有 
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我们将在本文附录中给出该定理的证明. 

定理 3  对任何连续函数 , : [ , ]df a b → R n ∈N , 有 
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证  我们假设 [ , (一般情况利用简单的线性变换即可证明), 由 ] [0,1]da b =
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对 > 0ξ , 我们定义函数 
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则显然当 0ξ → 时, ( )xξρ 收敛于恒等函数 0 1 2( ) ( , , , ).dx x x x xρ ≡ =  因此, 通过

对ξ 做合适的选择, 可以使得 
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注意到 , 由(9)和(10)式, 我们获得估计  ( ) ( )E
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( ) ( ) ( ) ( )

1 11 ,
2 2 2

p f p f

p p p f

d f
n

ξ ξ

ξ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ω ε

∞ ∞

0

2 .

∞∞

− = −

− + −

⎛ ⎞π ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ +⎝ ⎠⎝ ⎠

≤

≤

 

由 ε 的任意性, 即知定理 3 成立.  
我们将在下节应用定理 2 与 3 来证明我们的主要结论.  

3  定理 1 的证明 

我们先证明(3)式. 让 τ 表示 [0  ,1] .d dV R→ ⊆ f 是定义在紧集V 上的多元

函数, 于是 ( )f τ 是 f 在 V 上的连续延伸, 且它们具有相同的连续模. 由定理 3, 存

在一个指数多项式 

(0,1,2, , )
( ) ,

d

x

n
p x a eλ

λ
λ

⋅

∈

= ∑  

使得 
22

2[0,1]
1 1| ( ) | 1 ,
2 2 2

dCf p f p d f
n

.τ ω ε∞ ∞

⎛ ⎞π ⎛ ⎞− − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ +⎝ ⎠⎝ ⎠
≤ ≤ +  

由指数型激活函数σ 的定义, 指数函数 xe 可以被 ( )xγσ β τ ρ+ + 在负半平面所逼

近, 且误差不超过 / a .λε ∑  于是和式  

{ } { }
0

(0,1,2, , ) \ 0 (0,1,2, , ) \ 0
( ) ( )

d dn n
a x a aλ λ

λ λ
γσ β τ γ σ τ ρ

∈ ∈

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑  

属于  因此它与( ).nR dσ f 的距离不超过

22

2
1 11 , 2 .
2 2 2

d f
n

ω ε
⎛ ⎞π ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ +⎝ ⎠⎝ ⎠

 由 ε 的

任意性, (3)式得证.  
下面我们证明(4)式. 先证明一个引理: 
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引理 1  对任意 n ∈N , 若序列{ } { },n na b 满足  ( > 0)p

  (1 ),
p

n k k
ka a b k
n

⎛ ⎞ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ ≤ n≤

Ν

 (11) 

则有 

1
1

1
.

n
p p

n p k
k

a C n k b a− −
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证  对于 , 选择 N 使得2n≥ 12 2Ν n +<≤ , 则存在 ,  1km k N∈ ≤ ≤N 且

12 2kk k
n nm
+

≤ ≤ , 满足 12 2km j k k
n na a j
+

⎛ ⎞
⎟⎜

⎝ ⎠
≤ ≤ ≤ 1 1Νm +, 置 = , 则由(11)式可得 

0 0
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1
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+

+
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+
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∑

≤ ≤

≤  

引理 1 得证. 
我们现在证明(4)式. 对任意1 q ∞≤ ≤ 和卷积算子 

[ , ]
( , ) (2 ) ( ) ( )d ,     .d

d d
n nL v f f x t v t t x R−

−π π
= π − ∈∫  

显然,  

[ , ]
( , ) (2 ) ( ) ( )d ,     .d

d d
n nD L v f D f x t v t t x Rν ν−

−π π
= π − ∈∫  
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由于 且
[ , ]

(2 ) ( )d 1d
d

nv t t−
−π π

π =∫ 1( , )n nqqL v f f v≤ , 故有 

 ( , ) ,v v
n qq

D L v f D f≤  (12) 

进一步由 Bernstein 不等式, 我们可导出    

 ( , ) .v v v
n qq

D L v f Cn D f≤  (13) 

令 2
1 ( , ) ,v

n n
q

a D L v f
n

=  2v = , ( , )n n qb L v f f= − . 于是由(12), (13)式 , 

我们得出 

2 2

2

2

1 1( , ( , )) ( , ( , ))

1 ( , ) ( , )

,

v v
n n k n k

q q

v
k k qq

k k

a D L v L v f D L v f L v f
n n

D L v f C f L v f
n
k a Cb
n

+ −
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⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤

≤  

根据引理 1 

2
2 1

1
,

n

n k
k

a C n kb a−

=

⎧ ⎫⎪ +⎨ ⎬
⎪ ⎭⎩
∑≤  

有 

 2
2 1

sup ( , ) ( , ) .
n

v
n k qqqv k

D L v f C k L v f f f
= =

⎧ ⎫⎪ − +⎨
⎪ ⎭⎩
∑≤ ⎬  (14) 

再者, 对 , 存在2n≥ m N∈ , 使
2
n m n≤ ≤ 且  

 ( , ) ( , ) ,   .
2m kq q
nL v f f L v f f k n− −≤ ≤ ≤  (15) 

由(12)~(15)式, 我们构造如下 K-泛函: 

2 2
2 . .loc 2
( , ) inf sup .m

qg A C qm
K f t f g t D g

∈ =

⎧ ⎫⎪ ⎪= − +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

由文献[28], 函数 f 的连续模与 K-泛函有如下等价关系(其中 C′是正常数): 

  (16) 1 2
2 2 2( , ) ( , ) ( , ).C K f t f t C K f tω−′ ≤ ≤ 2′

于是 

2 2
1,

( 2)
K f

n

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠
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由(16)式及类似于定理 3 和(3)式的证明, 我们得到 

2

2
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2
1
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由 ε 的任意性, (4)式得证.  
定理 1 的 3)可由 1)和 2)直接推出.  

为了获得神经网络隐层节点数的估计. 我们令
1n
ε

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥

≥ (即大于
1
ε
的最小正

整数), 则由定理 1 中的(3)式得 

( , )
min ( 1)

d

d
B f n

m n
ε<

= + , 

( , )dB f n =
22

2
1 11 ,
2 2 2

d f
n

ω
⎛ ⎞π ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ +⎝ ⎠⎝ ⎠

,  

于是定理 1 得证.  

4  评注 

有关神经网络的定量研究, 近年来受到广泛关注, 但已有研究基本上仅限于

网络逼近的上界估计, 从而不能完全刻画所对应网络的本质逼近阶及揭示网络逼近

精度与网络拓扑之间的关系. 本文从理论上证明了, 对任意给定的精度 ε 和任何定

义在紧集上的多元连续函数 f, 存在隐层单元个数为 (其中 为不小

于1/

( , )
min ( 1)

d

d
B f n

n
ε<

+ n

ε 的任意正整数, 
22

2
1 1( , ) 1 ,
2 2 2dB f n d f

n
ω

⎛ ⎞π ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ +⎝ ⎠⎝ ⎠
⎟ )的三层近似指数型
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前向神经网络, 使它能在给定精度下逼近该函数. 我们不仅给出了该类神经网络

逼近速度与精度的上界和下界估计, 而且揭示了该类神经网络的本质逼近阶. 我
们也具体地阐明了网络逼近阶与网络隐层单元个数之间的关系. 所获结果对于

澄清近似指数型神经网络的本质逼近性态与拓扑构造有重要意义与参考价值.  
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附录 A 

在本附录中我们给出定理 2 的证明, 我们先做一些预备工作. 
对 1,  n n ∈≥ N , 令 

( ) ( )( )
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n n
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x
 

是 Korovkin核, 它是一元次数不超过 n的三角多项式, 其中 是 Chebyshev 多项式, 即
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π ∫ . 根据文献[21], 也可表

示为 

( )nu x

 ( )

2
2

2

2 cos cos .
2 2

n

n
n

ku x kx
n n−

⎧ ⎫
π⎪= ⎨

+ +⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ⎪

⎬

( )n

 (A1) 

多元情形的 Korovkin 核可通过 d 个一元的乘积来定义, 即 

( )1, 2, , ( ) ( ) ( )
d

n d n n nv x x x u x u x u x T d⋅ ⋅⋅ = × × ⋅ ⋅ ⋅ ∈  

显然,  0,nv ≥
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(2 ) d 1.d
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nv x x−
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引理 A1  设函数 是一个以 2: df R → R π 为周期的函数. 则对任意 n ∈N , 我们有 
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将 写成三角形式  则由(A1)式我们可得( )nu x
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−π ππ ∫  

[ ] ( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

2
,

2

1

2
2

4

2

sin d
2 2

1
2

2sin
2 2 2

.
4 2

n
t u t t

c

n

n

−π π

π

π
= −

π π
=

+

π

+

∫≤

≤

 

于是 

( )( ) ( )
22

2
1 1, 1
2 2 2n

dL v f x f x f
n

ω
⎛ ⎞π ⎛ ⎞− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ +⎝ ⎠⎝ ⎠

≤ , .  

由于 ( )( ) ( ), ,n nL v f x T d∈  引理得证. 

现在我们来证明定理 2. 不妨设 (一般情况可类似证明 ). 记1,  1a b= − = cos x =  

1, 2(cos cos , ,cos ).dx x x⋅ ⋅ ⋅  设 则[ ]1,1 ,df C∈ − ( ) ( )cosh x f x= 是周期为 2π 的连续函数, 由

Weierstrass 定理, 存在三角多项式 ( ) (nT x P d∈ ) 使得 

,     0,h T ε ε∞− < ∀ >  

我们可写 T(x)为 

( ) 10,1,2, ,

cos ,
d

d

i i
in

a xλ
λ

λ
=∈ ⋅⋅⋅

∑ ∏  

由 Chebychev 多项式 tk
 (x), 我们构造如下代数多项式: 

( )
( ) ( ) [ ]1,

10,1,2, ,

( ) ,     , 1,1 .
i

d

d
d

i d
in

p y a t y y y yλ λ
λ =∈ ⋅⋅⋅

= = ⋅ ⋅⋅∑ ∏ ∈ −  

则显然有 ,p f T h ε∞ ∞− = − ≤  因此 

( )( ) ( )( ), ,n nd f P d d h T d∞ ∞= .  

由于 cos cos ,x y x y− −≤  故 2 2( , ) ( , ).h fω δ ω δ≤  于是定理 2 得证. 
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