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有限长正弦地形上的波浪传播问题研究

滕　 斌，崔　 杰

（大连理工大学 海岸和近海工程国家重点实验室，辽宁 大连　 １１６０２４）

摘　 要：应用基于势流理论的频域边界元方法，研究了波浪在有限长正弦周期地形上的传播问题。 开展了网格收敛性分析，
并与物理模型试验结果做了对比，验证了数值方法的准确性。 研究了正弦地形长度和幅度对水波反射率的影响，以及波浪在

周期性地形上传播时的沿程波幅变化。 研究发现，波浪反射系数随波数的变化及波浪幅值沿程的变化均呈包络状；当频率处

于布拉格共振区域边缘且反射率为零时，周期地形上会出现极大的波幅；随海床波幅增大，第一布拉格共振带变宽且向低频

移动。
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有限水深下波浪传播过程会受到海底地形的影响。 周期性的沙纹和沙坝是常见的海岸地形，这些

周期地形在很大程度上会影响水波在海岸上的传播。 因此，探究周期地形对水波的作用是非常有意

义的。
Ｄａｖｉｅｓ［１］应用摄动展开法研究了有限长正弦周期地形对水波的反射，发现当水波波长是地形波长的两

倍时波浪反射率会显著增加。 Ｈｅａｔｈｅｒｓｈａｗ［２］通过物理模型试验证实了这一现象。 因其类似于固体物理中

的布拉格共振现象，故将该现象称为水波的布拉格共振。 布拉格共振现象有助于解释沙纹和沙坝的生成机

理［３⁃４］，一些文献［５⁃６］还提出了运用人工潜堤来防护海滩的建议。
为探究水波的布拉格共振现象，许多方法被用来研究周期地形对水波的反射问题。 对于规则的周期地

形，Ｄａｖｉｅｓ和 Ｈｅａｔｈｅｒｓｈａｗ［７］利用关于地形的摄动展开方法研究了小幅度起伏周期地形对水波的反射和透射
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问题。 该理论可以预测布拉格共振频率，但其计算的反射率在共振点处大于模型试验值，同时存在波能流不

守恒的缺陷。 Ｍｅｉ［３］利用多尺度展开法研究了沙坝诱发的布拉格共振现象，计算的反射率与模型试验结果

吻合良好。 Ｄａｖｉｅｓ等［８］还利用马修方程研究了长波在周期地形上的传播问题，发现当海床波数近似等于水

面波数的两倍时，水波与海床发生强烈的相互作用，这时反射系数最大。
对于任意变化的地形，可采用数值方法进行研究。 Ｏ􀆳Ｈａｒｅ和 Ｄａｖｉｅｓ［９］、Ｃｈｏ 和 Ｌｅｅ［１０］将连续的曲面海底

地形近似为高度变化的台阶地形，然后将台阶上的速度势按特征函数进行展开，运用传输矩阵和旋转矩阵联

立相邻台阶的波浪场，以此求解了水波在周期地形上的传播问题，计算了周期地形对水波的反射。 Ｋｉｒｂｙ［１１］

推导出一种扩展的缓坡方程，以此研究了带有坡度的海底起伏地形上的水波现象。 Ｈｓｕ 等［１２］利用一种新的

缓坡方程方法（ＥＥＭＳＥ），研究了人工系列潜堤引起的水波布拉格共振现象。 Ｌｉｕ 等［１３］采用修正缓坡方程方

法（ＭＭＳＥ）研究了正弦地形上的波浪反射问题。 Ｄａｌｒｙｍｐｌｅ 等［１４］ 采用边界元方法计算了 Ｄａｖｉｅｓ 和

Ｈｅａｔｈｅｒｓｈａｗ［１， ７］试验中周期地形对水波的反射，研究了正向和斜向波浪入射下周期地形上的反射系数，该方

法不受海底地形坡度和起伏高度的限制，计算结果与 Ｍｅｉ［３］的多尺度展开法和试验结果吻合良好。 Ｌｉｕ
等［１５］采用高阶谱方法研究了布拉格共振下的波—波间的相互作用，给出了布拉格共振发生的三种波浪与海

底间的非线性相互作用条件。
下文应用基于势流理论的频域高阶边界元方法［１６］，计算了正弦周期地形对水波的作用。 该方法以拉普

拉斯方程为控制方程，对地形不做任何近似简化，准确描述海底地形变化，可应用于任意的海底坡度和起伏

高度。 应用该方法系统地研究了正弦周期地形个数、地形高度对反射系数的影响，以及对应于高反射率和低

反射率波浪频率下波面高度的沿程分布，发现了一些新的波浪特征和现象。

１　 数学模型与方法

考虑水波在多个正弦周期地形上的传播问题，如图 １所示。 建立笛卡尔坐标系，ｘ 轴位于静水面上，ｚ 轴
垂直向上，ｘ 坐标零点位于周期地形的起始位置。 地形的前后两侧为水平海底，水深分别为 ｄ１ 和 ｄ２，海底方

程为

ｚ ＝ ｆ（ｘ） ＝

－ ｄ１ 　 　 　 　 　 　 　 　 ｘ≤ ０

－ ｄ１ ＋ ａｓｉｎ ２πｘ
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 　 　 ０ ＜ ｘ ＜ ＸＲ

－ ｄ２ 　 　 　 　 　 　 　 　 ｘ≥ ＸＲ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１）

式中：局部地形幅度为 ａ，周期地形波长为 λ，总的地形长度为 ＸＲ。 为描述方便，图 １中只绘出了两个周期的

地形。 假设流体不可压缩且无黏无旋，有速度势函数 Φ（ｘ，ｚ，ｔ）存在。 在小波幅近似下，速度势满足的控制

方程和线性边界条件：
Ñ
２Φ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ０，　 　 ｆ（ｘ） ＜ ｚ ＜ ０ （２）
∂２Φ
∂ｔ２

＋ ｇ ∂Φ
∂ｚ

＝ ０，　 　 ｚ ＝ ０ （３）

∂Φ
∂ｎ

＝ ０， 　 　 ｚ ＝ ｆ（ｘ） （４）

式中： ｇ 为重力加速度，ｔ 为时间，∂Φ
∂ｎ

为速度势在边界处的方向导数，边界法向量指出域外为正。 考虑左侧入

射、频率为 ω 单色波浪的传播问题，速度势中可分离出时间因子 ｅ －ｉωｔ，而将其写为

Φ ＝ Ｒｅ［ϕ（ｘ，ｚ）ｅ －ｉωｔ］ （５）
　 　 复速度势 ϕ（ｘ，ｚ） 满足的控制方程和边界条件为

Ñ
２ϕ（ｘ，ｚ） ＝ ０，　 　 ｆ（ｘ） ＜ ｚ ＜ ０ （６）

∂ϕ
∂ｚ

＝ ω２

ｇ
ϕ，　 　 ｚ ＝ ０ （７）

∂ϕ
∂ｎ

＝ ０，　 　 ｚ ＝ ｆ（ｘ） （８）
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　 　 采用二维边界元模型［１６］求解该问题。 取图 １中所示的流域为研究对象，其中 ＳＬ、ＳＲ、ＳＦ、ＳＢ 分别表示上

游辐射边界、下游辐射边界、水面边界和海底边界。 上、下游辐射边界 ＳＬ、ＳＲ 离开海底地形的距离为 ＬＨ。

图 １　 水底地形示意
Ｆｉｇ． １　 Ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ｔｗｏ ｐｅｒｉｏｄｓ ｏｆ ｕｎｄｅｒｗａｔｅｒ ｔｅｒｒａｉｎ

在左端立面 ＳＬ 处分解速度势为入射势 ϕＩ 与反射势 ϕＲ：

ϕＩ（ｘ，ｚ） ＝ －
ｉｇＡ
ω
ｃｏｓｈ［ｋ１（ ｚ ＋ ｄ１）］
ｃｏｓｈ（ｋ１ｄ１）

ｅｉｋ１ｘ （９）

ϕＲ（ｘ，ｚ） ＝ －
ｉｇＡ
ω Ｒ０

ｃｏｓｈ［ｋ１（ ｚ ＋ ｄ１）］
ｃｏｓｈ（ｋ１ｄ１）

ｅ －ｉｋ１ｘ ＋∑
∞

ｊ ＝ １
Ｒ ｊｃｏｓ［μ１ｊ（ ｚ ＋ ｄ１）］ｅμ１ｊｘ{ } （１０）

式中： Ａ 为入射波波幅， ｋ１ 为水深 ｄ１ 处的波数，即色散关系 ω２ ＝ ｇｋ１ ｔａｎｈ（ｋ１ｄ１） 的实根； μ１ｊ（ ｊ ＝ １，２，……） 为

色散方程 ω２ ＝ － ｇμ１ｊ ｔａｎ（μ１ｊｄ１） 的实根； Ｒ ｊ（ ｊ ＝ ０，１，２，……） 为待定系数，波浪反射系数为 ＫＲ ＝｜ Ｒ０ ｜ 。
取 ＳＬ 远离海底起伏段，可忽略掉反射速度势的非传播模态，而将其写为：

ϕＲ（ｘ，ｚ） ＝ Ｒ０ϕ１（ｘ，ｚ） （１１）

式中： ϕ１（ｘ，ｚ） ＝ －
ｉｇＡ
ω
ｃｏｓｈ［ｋ１（ ｚ ＋ ｄ１）］
ｃｏｓｈ（ｋ１ｄ１）

ｅ －ｉｋ１ｘ。 反射速度势的舍弃部分为

εＲ（ｘ，ｚ） ＝ －
ｉｇＡ
ω∑

∞

ｊ ＝ １
Ｒ ｊｃｏｓ［μ１ｊ（ ｚ ＋ ｄ１）］ｅμ１ｊｘ （１２）

由式（９）和（１１），可得 ＳＬ 处的边界条件：
∂ϕＩ
∂ｎ

＝ － ｉｋ１ϕＩ （１３）

∂ϕＲ
∂ｎ

＝ ｉｋ１ϕＲ （１４）

　 　 同样，取 ＳＲ 远离海底起伏段，忽略非传播模态，可将透射速度势近似表示：
ϕＴ（ｘ，ｚ） ＝ Ｔ０ϕ２（ｘ，ｚ） （１５）

式中： ϕ２（ｘ，ｚ） ＝ －
ｉｇＡ
ω
ｃｏｓｈ［ｋ２（ ｚ ＋ ｄ２）］
ｃｏｓｈ（ｋ２ｄ２）

ｅｉｋ２ｘ，ｋ２ 为水深 ｄ２ 处的水波波数，满足色散关系 ω２ ＝ ｇｋ２ ｔａｎｈ（ｋ２ｄ２），

Ｔ０ 为待定系数，透射系数为 ＫＴ ＝｜ Ｔ０ ｜ 。 同样，透射势的舍弃部分为

εＴ（ｘ，ｚ） ＝ －
ｉｇＡ
ω∑

∞

ｊ ＝ １
Ｔ ｊｃｏｓ［μ２ｊ（ ｚ ＋ ｄ２）］ｅ

－μ２ｊｘ （１６）

式中： μ２ｊ 为色散方程 ω２ ＝ － ｇμ２ｊ ｔａｎ（μ２ｊｄ２） 的实根， Ｔ ｊ（ ｊ ＝ １，２，……） 为待定系数。 由式（１５），可得 ＳＲ处的边

界条件：
∂ϕＴ
∂ｎ

＝ ｉｋ２ϕＴ （１７）

　 　 选取 Ｒａｎｋｉｎｅ源为格林函数：

Ｇ（ｘ；ｘ０） ＝
１
２π
Ｉｎ（ ｜ ｘ － ｘ０ ｜ ） （１８）

式中： ｘ ＝ （ｘ，ｚ） 和 ｘ０ ＝ （ｘ，ｚ） 分别为格林函数的场点和源点。 对格林函数和速度势应用格林第二定理，得
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到边界积分方程：

αϕ（ｘ０） ＝ ∫
ＳＦ＋ＳＢ＋ＳＬ＋ＳＲ

∂Ｇ（ｘ；ｘ０）
∂ｎ

ϕ（ｘ） － Ｇ（ｘ；ｘ０）
∂ϕ（ｘ）
∂ｎ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｓ （１９）

式中： α 为固角系数。 将边界条件代入式（１９）后，可得：

αϕ（ｘ０） － ∫
ＳＢ＋ＳＦ

∂Ｇ（ｘ；ｘ０）
∂ｎ

ϕ（ｘ）ｄｓ ＋ ω２

ｇ ∫ＳＦＧ（ｘ；ｘ０）ϕ（ｘ）ｄｓ －
Ｒ０∫

ＳＬ
ϕ１（ｘ）

∂Ｇ（ｘ；ｘ０）
∂ｎ

－ ｉｋ１Ｇ（ｘ；ｘ０）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｓ － Ｔ０∫

ＳＲ
ϕ２（ｘ）

∂Ｇ（ｘ；ｘ０）
∂ｎ

－ ｉｋ２Ｇ（ｘ；ｘ０）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｓ

＝ ∫
ＳＬ
ϕＩ（ｘ）

∂Ｇ（ｘ；ｘ０）
∂ｎ

＋ ｉｋ１Ｇ（ｘ；ｘ０）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｓ

（２０）

　 　 将边界离散为三节点单元。 使用多项式函数插值三节点上的速度势，然后运用高斯积分法求式（２０）中
的积分。 未知量为：水面和水底的 Ｎ 个节点处的速度势，另外加上反射系数 Ｒ０ 和透射系数 Ｔ０。 将源点分别

布置在水面和水底的各个节点上，以及左、右边界的任一节点上，可建立（Ｎ＋２）个线性方程：

［Ａ］ （Ｎ＋２） ×（Ｎ＋２）

｛ϕ｝ Ｎ

Ｒ０
Ｔ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＝ ｛Ｂ｝ （Ｎ＋２） （２１）

由此可求得水面、海底边界节点处的速度势，以及反射系数 Ｒ０ 和透射系数 Ｔ０。

２　 数值研究

２．１　 数值模型的验证

首先以图 １所示的地形为例，检验边界单元数量和计算域尺寸对计算结果的影响。 水底地形由三部分

组成：中间为正弦周期地形，前后两侧为等深的水平地形。 正弦地形的平均水深和前后水平地形的水深均为

ｄ ＝ ０．３１２ ５ ｍ，正弦地形波幅为 ａ ＝ ０．２ ｍ，正弦地形波长为 λ ＝ １ ｍ，正弦地形总长度为 ＸＲ ＝ １０ ｍ（波形个数

为 ｎ ＝ １０）。
表 １是单元尺度对反射系数 ＫＲ 影响的研究。 计算中采用了四种网格，网格单元的密度分别为：网格一，

３０单元 ／ ｍ；网格二，６０单元 ／ ｍ；网格三，１２０单元 ／ ｍ；网格四，２４０单元 ／ ｍ。 正弦地形前后水平地形的长度与

水深比均为 ＬＨ ／ ｄ ＝ １６。 可以发现，当 ｋｄ≤２．５时由网格二和网格三计算的结果与网格四的结果直到小数点

后第四数字都是相同的。 而当 ｋｄ ＞ ２．５时，计算结果的相对误差则明显增加。 误差增加的主要原因是：随
ｋｄ 增加，水波波长减小，在网格尺寸不变的情况下计算精度下降。 文中， ｋλ ／ π 的最大取值为 ２．５，水深为 ｄ
＝ ０．３１２ ５ ｍ，正弦地形波长为 λ ＝ １ ｍ，此时 ｋｄ ＜ ２．５。 所以下文的算例均使用网格二。

表 １　 各网格下的波浪反射率 （ａ ／ ｄ＝０．６４， ｎ＝１０）
Ｔａｂ． １　 Ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｂｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｓｈｅｓ （ａ ／ ｄ＝０．６４ ａｎｄ ｎ＝１０）

ｋｄ 网格一 ３０单元 ／ ｍ 网格二 ６０单元 ／ ｍ 网格三 １２０单元 ／ ｍ 网格四 ２４０单元 ／ ｍ

０．２ ０．００４ ０２ ０．００４ ０１ ０．００４ ０１ ０．００３ ９１

０．４ ０．０１５ １４ ０．０１５ １３ ０．０１５ １３ ０．０１５ ０５

０．６ ０．０３９ ７４ ０．０３９ ７１ ０．０３９ ７２ ０．０３９ ６７

０．８ ０．１１７ ６０ ０．１１７ ５０ ０．１１７ ４９ ０．１１７ ４８

１．０ ０．６７６ ５０ ０．６７６ ８０ ０．６７７ ０９ ０．６７７ ２９

１．５ ０．０３７ ７１ ０．０３７ ６６ ０．０３７ ６４ ０．０３７ ６３

２．０ ０．０１２ ９１ ０．０１２ ９１ ０．０１２ ９１ ０．０１２ ９１

２．５ ０．００４ ８８ ０．００４ ８９ ０．００４ ９０ ０．００４ ９１

３．０ ０．０００ ７６ ０．０００ ７３ ０．０００ ７１ ０．００１ ５４
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　 　 表 ２是计算域大小对反射系数影响的研究。 计算中分别选取了水平地形长度与水深比 ＬＨ ／ ｄ ＝ １．０，２．０，
５．０和 １０．０ 的四种情况。 网格密度采用上述网格二的划分方式，即 ６０ 单元 ／ ｍ。 可以发现，当 ｋｄ ≤ ２．５ 时，
ＬＨ ／ ｄ ＝ ５下的计算结果与 ＬＨ ／ ｄ ＝ １０的结果直到小数点后四位数字都是相同的；当 ｋｄ ＞ ２．５时， ＬＨ ／ ｄ ＝ ５ 的

计算结果与 ＬＨ ／ ｄ ＝ １０的结果相比直到小数点后三位数字都是相同的。 在本文的计算中，考虑到要分析水

平地形上的水波，故将前后水平地形的长度设置为 ＬＨ ＝ ５ ｍ（ ＬＨ ／ ｄ ＝ １６．０），此时水平地形长度已经可以满足

计算精度的需求。

表 ２　 水平段长度对波浪反射系数的影响 （ａ ／ ｄ＝０．６４， ｎ＝１０）
Ｔａｂ． ２　 Ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｅｎｇｔｈｓ ｏｆ ｌｅｆｔ ａｎｄ ｒｉｇｈｔ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｓｅｃｔｉｏｎｓ （ａ ／ ｄ＝０．６４ ａｎｄ ｎ＝１０）

ｋｄ ＬＨ ／ ｄ ＝ １ ＬＨ ／ ｄ ＝ ２ ＬＨ ／ ｄ ＝ ５ ＬＨ ／ ｄ ＝ １０

０．２ ０．００４ ００ ０．００４ ０１ ０．００４ ００ ０．００４ ０１

０．４ ０．０１５ １０ ０．０１５ １２ ０．０１５ １３ ０．０１５ １２

０．６ ０．０３９ ６８ ０．０３９ ７１ ０．０３９ ７１ ０．０３９ ７１

０．８ ０．１１７ ５３ ０．１１７ ５１ ０．１１７ ４９ ０．１１７ ５０

１．０ ０．６７６ ７６ ０．６７６ ７９ ０．６７６ ８１ ０．６７６ ８１

１．５ ０．０３６ ８２ ０．０３７ ６２ ０．０３７ ６４ ０．０３７ ６６

２．０ ０．０１１ ３２ ０．０１２ ９６ ０．０１２ ９１ ０．０１２ ９０

２．５ ０．００３ １８ ０．００５ ０９ ０．００４ ８６ ０．００４ ８７

３．０ ０．０００ ５３ ０．０００ ７７ ０．０００ ６８ ０．０００ ８２

最后，将本模型结果与 Ｈｅａｔｈｅｒｓｈａｗ［２］的物理模型试验结果做了对比，以验证本模型的正确性。 正弦地

形的平均水深和前后水平地形的水深为ｄ＝ ０．３１２ ５ ｍ，正弦地形波幅为 ａ ＝ ０．０５ ｍ，正弦地形波长为 λ ＝ １ ｍ，
正弦地形总长度为 ＸＲ ＝ １０ ｍ（波形个数为 ｎ ＝ １０）。 计算网格采用上述网格二的方式划分，地形前后的水平

段长度均为 ＬＨ ＝ ５ ｍ。 图 ２为计算与试验结果的对比。 可见，本文边界元法计算的结果与物理模型试验吻

合良好，可用于研究周期地形上的波浪传播问题。

图 ２　 与 Ｈｅａｔｈｅｒｓｈａｗ物理模型试验结果的对比 （ ａ ／ ｄ ＝ ０．１６， ｎ ＝ １０）
Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ Ｈｅａｔｈｅｒｓｈａｗ􀆳ｓ ｍｏｄｅｌ ｔｅｓｔ （ ａ ／ ｄ ＝ ０．１６ ａｎｄ ｎ ＝ １０）

２．２　 正弦地形幅度对波浪反射的影响

图 ３是正弦地形幅度对波浪传播影响的对比研究。 正弦地形的平均水深和前后水平地形的水深为 ｄ ＝
０．３１２ ５ ｍ，正弦地形波长为 λ ＝ １ｍ，正弦地形总长度为 ＸＲ ＝ ２０ ｍ（波形个数为 ｎ ＝ ２０），正弦地形波幅分别为

ａ ＝ ０．０５ ｍ，０．１０ ｍ和 ０．２０ ｍ （ ａ ／ ｄ ＝ ０．１６，０．３２，０．６４）。
由图 ３中的 ＢＥＭ法的结果可以看到，反射系数随波数呈周期性的波动，存在着多个零反射系数的波数

点，反射系数的包络线随地形波动幅度的增大而上升。 在相对波数 ｋλ ／ π ＝ １．０ 附近存在一较宽的波数带，
带内反射系数接近于 １。 另外，从图 ３（ｃ）（ ａ ／ ｄ ＝ ０．６４ 算例）可以明显看出在 ｋλ ／ π ＝ １．８ 附近，还存在反射
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系数较大的波数带。 这些波数带对应于无限长正弦地形上的第一和第二布拉格共振区。 当波动地形幅度增

大时，高反射系数区域的宽度增加，中心频率向低频区移动，这与 Ｌｉｕ 等［１５］指出的随海底波动幅度增强而出

现的共振频率下移现象是一致的。 当地形波幅为 ａ ／ ｄ ＝ ０．１６ 时（图 ３（ａ）），高阶的布拉格共振区域没有出

现。 其原因是当波浪频率较大时，水波波长变短，海底地形处于深水区，对波浪传播不再有影响。

图 ３　 地形幅度对波浪反射的影响 （ ｎ ＝ ２０）
Ｆｉｇ． ３　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｓｅａ ｂｅｄ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｏｎ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ （ ｎ ＝ ２０）

图 ３中同时绘制了按照 Ｍｅｉ［３］的理论解计算得到的结果。 从图中可以看到，当地形波幅较小 ａ ／ ｄ ＝ ０．１６
时（图 ３（ａ）），ＢＥＭ的结果与Ｍｅｉ的理论解吻合良好；而当波幅增大为 ａ ／ ｄ ＝ ０．３２和 ０．６４时（图 ３（ｂ）、（ｃ）），
Ｍｅｉ的理论解无法计算出布拉格共振带下移、以及第二共振区的结果。 由此可以发现，对于地形波幅较大的

情况，Ｍｅｉ的理论解有一定限制。 而本文的 ＢＥＭ 法可以用于计算任意的水底地形，对地形波幅的大小没有

限制。
２．３　 正弦地形个数对波浪反射的影响

图 ４是正弦地形个数对水波反射率的影响。 正弦地形的平均水深和前后水平地形的水深均仍为 ｄ ＝
０．３１２ ５ ｍ，正弦地形波长为 λ ＝ １ ｍ，正弦地形波幅为 ａ ＝ ０．２ ｍ（ ａ ／ ｄ ＝ ０．６４）。 图 ４ 分别为波浪在长度分别

为 ５ ｍ、１０ ｍ和 ２０ ｍ正弦地形（波形个数为 ｎ ＝ ５、１０和 ２０）上反射系数随相对波数 ｋλ ／ π的变化关系。 从三

种情况的对比中可以看出，在第一个布拉格共振带附近，反射系数的外包络基本一致，第一个布拉格共振带

的宽度和反射系数大小基本上不随海床地形长度而变化，但反射系数波动周期随海底地形长度而变化。 海

底地形较长（个数较多）的情形，反射系数的波动周期较短，反射系数的波动周期与海底周期地形长度成倒

数关系（ ∝ １ ／ ＸＲ ）。 第二个布拉格共振带的宽度随海床地形长度的减少而变宽，反射系数随海床地形长度

的减少而减小。

图 ４　 正弦地形个数对波浪反射的影响
Ｆｉｇ． ４　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｓｅａ ｂｅｄ ｔｅｒｒａｉｎ ｎｕｍｂｅｒ ｏｎ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ
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２．４　 波幅的沿程分布

对波浪在正弦地形上传播过程中的波幅分布进行分析。 波浪从左侧入射，正弦地形的平均水深和前后

水平地形的水深均为 ｄ ＝ ０．３１２ ５ ｍ，正弦地形波幅为 ａ ＝ ０．２ ｍ（ ａ ／ ｄ ＝ ０．６４），正弦地形波长为λ＝ １ ｍ，正弦

地形总长度为 ＸＲ ＝ ２０ ｍ（波形个数为 ｎ ＝ ２０）。 设入射波的波幅为 Ａ０，沿程的波动幅值为 Ａ（ｘ）。
２．４．１　 布拉格共振区域内的波浪传播

图 ５为 ｋλ ／ π ＝ ０．８６０位于第一共振区域内，波幅 Ａ（ｘ） ／ Ａ０ 的沿程变化。 如图 ３（ｃ）所示，该频率下反射

率为 １。 因反射系数为 １，在上游的水平地形上形成了由入射波与反射波叠加而成的驻波，其波节的间距为

入射波波长的一半；在下游地形上，波幅为零，没有波浪通过。 在正弦地形上，波幅 Ａ（ｘ） ／ Ａ０ 也呈立波状，存
在多个波幅为零的节点，波幅 Ａ（ｘ） ／ Ａ０ 的包络沿程从 １衰减到 ０。 同时应该注意到，波幅在周期地形上并非

呈线性衰减。

图 ５　 ｋλ ／ π ＝ ０．８６０下波面幅值的沿程分布
Ｆｉｇ． ５　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｗａｖｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｘ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ （ ｋλ ／ π ＝ ０．８６０ ）

２．４．２　 布拉格共振区域外高反射区的波浪传播

图 ６是布拉格共振区域外高反射区 ｋλ ／ π ＝ ０􀆰 ６９６，０．７２１，１．００７，１．０３５处， Ａ（ｘ） ／ Ａ０的沿程变化。 ｋλ ／ π ＝
０．６９６和 ０．７２１为第一布拉格共振区左侧的第二和第一个反射率为峰值的位置； ｋλ ／ π ＝ １．０３５ 和 １．００７ 为第

一布拉格共振区右侧的第一和第二个反射率为峰值的位置，如图 ３（ｃ）所示。

图 ６　 波面幅值沿水平空间 ｘ 的分布 （ ｋλ ／ π ＝ ０．６９６， ０．７２１， １．００７， １．０３５ ）
Ｆｉｇ． ６　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｗａｖｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｘ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ （ｋλ ／ π＝ ０．６９６， ０．７２１， １．００７， １．０３５）
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可以发现，由于反射系数小于 １，左侧水平地形上的波浪为入射波浪与不完全反射波浪的叠加，右侧水

平地形上为波幅减小了的稳定透射波浪。 在正弦地形上，波幅 Ａ（ｘ） ／ Ａ０ 除了自身波动外，还存在波动的包

络。 在左、右第一个反射率峰值处，存在 １个包络；而在左、右第二个反射率峰值处，存在 ２个包络。
２．４．３　 布拉格共振区域外低反射区的波浪传播

图 ７是布拉格共振区外低反射区 ｋλ ／ π ＝ ０．７０８，０．７２９，０．９９９，１．０２１ 处， Ａ（ｘ） ／ Ａ０ 的沿程变化。 ｋλ ／ π ＝
０．７０８和 ０．７２９为第一布拉格共振区左端第二和第一个反射率为零的位置； ｋλ ／ π ＝ ０．９９９ 和 １．０２１ 为第一布

拉格共振区右侧第一和二个反射率为零的位置（如图 ３（ｃ）所示）。

图 ７　 波面幅值沿水平空间 ｘ 的分布 （ ｋλ ／ π ＝ ０．７０８， ０．７２９， ０．９９９， １．０２１ ）
Ｆｉｇ． ７　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｗａｖｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｘ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ （ ｋλ ／ π ＝ ０．７０８， ０．７２９， ０．９９９， １．０２１ ）

在低反射区，反射系数接近于零。 左侧和右侧水平地形处的波幅近似为 １，正弦地形上（０≤ｘ≤２０）波幅

Ａ（ｘ） ／ Ａ０ 呈现出包络形状，并在包络线内振荡。 在第一个布拉格共振区左、右侧第一反射率为零的频率处，
出现 １个包络，最大波幅为入射波幅的 ６倍左右。 而在第一个布拉格共振区左、右侧第二反射率为零的频率

处，最大波幅为入射波幅的 ３倍左右。
当入射波波幅不是很小时，上述的周期地形上的波幅增大现象可能导致强烈的水面波动，以及波浪的破

碎，实际计算中需加以注意。

３　 结　 语

利用基于势流理论的频域边界元方法，对正弦地形上的波浪传播问题做了数值计算研究，得到如下

结论：
１） 边界元方法可以被用来研究任意周期地形上的水波传播问题，对水底地形的波动幅度没有限制。 当

水底地形幅度较小时，边界元方法得到的结果与 Ｍｅｉ的理论解较为吻合。 随海底地形波动幅度的增加，边界

元方法得到的布拉格共振区域明显向低频移动，这是 Ｍｅｉ的理论所无法准确预测的。
２） 海底地形长度（或个数）对反射系数的外包络影响不大，但对反射系数的振荡周期有显著的影响，反

射系数的振荡周期与海底地形长度成倒数关系。
３） 在非布拉格共振区域，周期地形上的波浪高度沿程空间分布呈现包络形状。 当频率位于布拉格共振

区域边缘且反射率为零时，包络中的最大波幅远大于入射波波幅。 在文中的算例计算中，最大波幅可达到入

射波幅的 ６倍左右。

８ 海　 　 洋　 　 工　 　 程 第 ４０卷



参考文献：

［１］　 ＤＡＶＩＥＳ Ａ Ｇ． Ｔｈｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｗａｖｅ ｅｎｅｒｇｙ ｂｙ ｕｎｄｕｌａｔｉｏｎｓ ｏｎ ｔｈｅ ｓｅａｂｅｄ［Ｊ］． Ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ Ａｔｍｏｓｐｈｅｒｅｓ ａｎｄ Ｏｃｅａｎｓ， １９８２，６
（４）： ２０７⁃２３２．

［２］　 ＨＥＡＴＨＥＲＳＨＡＷ Ａ Ｄ． Ｓｅａｂｅｄ⁃ｗａｖｅ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ａｎｄ ｓａｎｄ ｂａｒ ｇｒｏｗｔｈ［Ｊ］． Ｎａｔｕｒｅ， １９８２，２９６（５８５５）： ３４３⁃３４５．
［３］　 ＭＥＩ Ｃ Ｃ． Ｒｅｓｏｎａｎｔ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｅ ｗａｔｅｒ ｗａｖｅｓ ｂｙ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓａｎｄｂａｒｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９８５，１５２： ３１５⁃３３５．
［４］　 ＨＥＡＴＨＥＲＳＨＡＷ Ａ Ｄ， ＤＡＶＩＥＳ Ａ Ｇ． Ｒｅｓｏｎａｎｔ ｗａｖｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｂｙ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｂｅｄｆｏｒｍｓ ａｎｄ ｉｔｓ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｔｏ ｂｅａｃｈｅｓ ａｎｄ ｏｆｆｓｈｏｒｅ

ｂａｒｓ［Ｊ］． Ｍａｒｉｎｅ Ｇｅｏｌｏｇｙ， １９８５，６２（３）： ３２１⁃３３８．
［５］　 ＭＥＩ Ｃ Ｃ， ＨＡＲＡ Ｔ， ＮＡＣＩＲＩ Ｍ． Ｎｏｔｅ ｏｎ Ｂｒａｇｇ ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ ｏｆ ｗａｔｅｒ ｗａｖｅｓ ｂｙ ｐａｒａｌｌｅｌ ｂａｒｓ ｏｎ ｔｈｅ ｓｅａｂｅｄ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｌｕｉｄ

Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９８８，１８６： １４７⁃１６２．
［６］　 ＢＡＩＬＡＲＤ Ｊ Ａ， ＤＥＶＲＩＥＳ Ｊ Ｗ， ＫＩＲＢＹ Ｊ Ｔ． Ｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｕｓｉｎｇ Ｂｒａｇｇ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｓｔｏｒｍ ｅｒｏｓｉｏｎ ｐｒｏｔｅｃｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ

Ｗａｔｅｒｗａｙ， Ｐｏｒｔ， Ｃｏａｓｔａｌ， ａｎｄ Ｏｃｅａｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， １９９２，１１８（１）： ６２⁃７４．
［７］　 ＤＡＶＩＥＳ Ａ Ｇ， ＨＥＡＴＨＥＲＳＨＡＷ Ａ Ｄ． Ｓｕｒｆａｃｅ⁃ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｏｖｅｒ ｓｉｎｕｓｏｉｄａｌｌｙ ｖａｒｙｉｎｇ ｔｏｐｏｇｒａｐｈｙ ［ Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｌｕｉｄ

Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９８４，１４４： ４１９⁃４４３．
［８］　 ＤＡＶＩＥＳ Ａ Ｇ， ＧＵＡＺＺＥＬＬＩ Ｅ， ＢＥＬＺＯＮＳ Ｍ． Ｔｈｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｏｆ ｌｏｎｇ ｗａｖｅｓ ｏｖｅｒ ａｎ ｕｎｄｕｌａｔｉｎｇ ｂｅｄ［Ｊ］． Ｐｈｙｓｉｃｓ ｏｆ Ｆｌｕｉｄｓ Ａ：

Ｆｌｕｉｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， １９８９，１（８）： １３３１⁃１３４０．
［９］　 Ｏ􀆳ＨＡＲＥ Ｔ Ｊ， ＤＡＶＩＥＳ Ａ Ｇ． Ａ ｎｅｗ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｏｖｅｒ ｕｎｄｕｌａｔｉｎｇ ｔｏｐｏｇｒａｐｈｙ［Ｊ］． Ｃｏａｓｔａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，

１９９２，１８（３）： ２５１⁃２６６．
［１０］ ＣＨＯ Ｙ Ｓ， ＬＥＥ Ｃ． Ｒｅｓｏｎａｎｔ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｗａｖｅｓ ｏｖｅｒ ｓｉｎｕｓｏｉｄａｌｌｙ ｖａｒｙｉｎｇ ｔｏｐｏｇｒａｐｈｉｅｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏａｓｔａｌ Ｒｅｓｅａｒｃｈ， ２０００，

１６（３）： ８７０⁃８７６．
［１１］ ＫＩＲＢＹ Ｊ Ｔ． Ａ ｇｅｎｅｒａｌ ｗａｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｗａｖｅｓ ｏｖｅｒ ｒｉｐｐｌｅｄ ｂｅｄｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９８６，１６２（１）： １７１⁃１８６．
［１２］ ＨＳＵ Ｔ Ｗ， ＴＳＡＩ Ｌ Ｈ， ＨＵＡＮＧ Ｙ Ｔ． Ｂｒａｇｇ ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ ｏｆ ｗａｔｅｒ ｗａｖｅｓ ｂｙ ｍｕｌｔｉｐｌｙ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ ｂａｒｓ ［ Ｊ］． Ｃｏａｓｔａｌ

Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｊｏｕｒｎａｌ， ２００３，４５（２）： ２３５⁃２５３．
［１３］ ＬＩＵ Ｈ Ｗ， ＬＩ Ｘ Ｆ， ＬＩＮ Ｐ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｔｕｄｙ ｏｆ Ｂｒａｇｇ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｂｙ ｓｉｎｇｌｙ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｉｎｕｓｏｉｄａｌ ｒｉｐｐｌｅｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｍｉｌｄ⁃

ｓｌｏｐｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｃｏａｓｔａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１９，１５０（ＡＵＧ．）： １２１⁃１３４．
［１４］ ＤＡＬＲＹＭＰＬＥ Ｒ Ａ， ＫＩＲＢＹ Ｊ Ｔ． Ｗａｔｅｒ ｗａｖｅｓ ｏｖｅｒ ｒｉｐｐｌｅｓ［ Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｗａｔｅｒｗａｙ， Ｐｏｒｔ， Ｃｏａｓｔａｌ ａｎｄ Ｏｃｅａｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，

１９８６，１１２（２）： ３０９⁃３１９．
［１５］ ＬＩＵ Ｙ， ＹＵＥ Ｄ Ｋ Ｐ． Ｏｎ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｒａｇｇ ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｅ ｗａｖｅｓ ｂｙ ｂｏｔｔｏｍ ｒｉｐｐｌｅｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９９８，

３５６： ２９７⁃３２６．
［１６］ 滕斌， 侯志莹． 变化地形上波浪传播模拟的二维 ＢＥＭ模型［Ｃ］ ／ ／第十九届中国海洋（岸）工程学术讨论会文集． 北京：

海洋出版社， ２０１９． （ ＴＥＮＧ Ｂ， ＨＯＵ Ｚ Ｙ． Ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ＢＥＭ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｏｎ ｃｈａｎｇｉｎｇ ｔｅｒｒａｉｎ ［ Ｃ］ ／ ／
Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ １９ｔｈ Ｃｈｉｎａ Ｏｃｅａｎ ａｎｄ Ｃｏａｓｔａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ａｃａｄｅｍｉｃ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｏｃｅａｎ Ｐｒｅｓｓ， ２０１９． （ ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ））

９第 １期 滕　 斌，等：有限长正弦地形上的波浪传播问题研究




