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摘要: 用任意的一元函数代替常数作为线性自回归滑动平均( ARMA)模型中自回归项的系数, 提出并研究一类新的非

参数 ARMA 模型. 首先研究该模型的概率性质,获得了该模型的平稳性条件.分别用局域线性回归和全局的最小二乘方

法估计模型中的函数系数和参数,在函数系数的局域线性估计中, 推广了一个 GCV 准则以选择最优的窗宽.为了检验特

殊的参数化模型是否已经足够描述实际数据的动态结构, 提出了一个 Bootstr ap 检验方法.随机仿真的例子表明本文的估

计和检验方法是正确的和可行性的.进一步,用该模型成功地分析了一个实际数据集.
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  在时间序列分析中, Box 和 Jenkins 提出的线性

自回归滑动平均( ARMA)模型
[ 1]
已经形成了相当完

善的理论.然而,实际中出现的一些非线性现象却不能

由该模型得到合理解释. 为了得到更完美的结果, 一些

参数化的非线性模型继而被提出, 比较典型的有门限

自回归( T AR)模型
[ 2, 3]
、指数自回归( EXPAR)模型

[ 4]

和双线性( BL)模型 [ 5] 三种. 问题在于, 与线性函数相

对应的非线性函数有无穷多种形式, 要全部研究是不

可能的,事实上也是不必要的. 随着计算能力的提高,

人们更多地采用非参数模型,即并不假定函数的具体

形式,而由数据自动去寻找. 最近这方面的工作主要

有,函数系数自回归( FAR)模型 [ 6, 7]、自适应函数系数

自回归( AAR)模型
[ 8]
等.当然, 上述模型, 无论是参数

的,还是非参数的, 均是在最经典的 ARMA 模型, 特

别是自回归模型的基础上推广得到的.

本文建议一类新的非参数时间序列模型

X t = E
p

m= 1
f m( X t- d ) X t- m + Et + E

q

m= 1
bmEt- m (1)

其中{Et } 是均值为 0、方差有限的独立同分布序列, 正

整数 d 称为延迟参数, f 1 (#) , ,, f p ( #) 是任意的一元

函数. 把模型 (1) 称为函数系数自回归滑动平均

(FARMA) 模型, 记为 FARMA( p , q, d) 模型. 事实

上,若 f 1( #) , ,, f p ( #) 均为常数, 则就是 ARMA 模

型,因此, FARMA 模型是 ARMA模型的直接推广.

FARMA( p , q, d) 模型包含了许多已经被研究过

的非线性和非参数模型. 若 q = 0, 则就是函数系数自

回归模型,进一步取特殊的函数形式,分段常数或指数

函数,则分别对应于门限自回归模型和指数自回归模

型.

1  概率性质

首先讨论 FARMA模型的概率性质. 对于模型的

平稳性条件,有以下定理.

定理1  对于FARMA模型(1) , 假定 | f j ( #) | [
cj , j = 1, ,, p , Et 绝对连续且其密度函数在实轴上处

处为正. 如果特征函数Kp
- c1Kp- 1

- ,- cp = 0所有的

根都在单位圆内,则 FARMA模型( 1) 是平稳的.

证明  令 Xt = ( X t , ,, X t- p+ 1 )
T
, Ȩt = ( Et , ,,

Et- q )
T
,

A( X ) =

 

f 1 ( X ) f 2 ( X ) , f p- 1( X ) f p ( X )

1 0 , 0 0

s s s s s

0 0 , 1 0 p @p

,

B =

1 b1 , bq

0 0 , 0

s s w s

0 0 , 0 p@ q

,

则模型(1) 可以表示为

Xt = A( X t- d)X t- 1 + B Ȩt (2)

下面只需证明模型(1) 的序列{ X t } 是几何遍历.

首先,由于 Et 绝对连续且其密度函数在实轴上处处为

正, | f j ( #) | [ cj , j = 1, ,, p , 所以{ X t } 是非周期、U-

不可约的.设矩阵



C=

c1 c2 , cp- 1 cp

1 0 , 0 0

s s s s s

0 0 , 1 0 p @p

.

先给定 C
n 一个上界, 设 I p 为 p 阶单位阵,考虑 KI

- C的行列式.注意到

| KI - C | = Kp
- c1Kp- 1

- ,- cp ,

因此,特征函数的根即矩阵C的特征根.设 Kmax 为 C的

最大特征根.由 +Cn +1/ n →| Kmax | < 1,知存在一正常

数 D< 1和一整数 m ,使得 +C
m + < D.

对于序列 X t 的子序列 X mt , t = 1, 2, , ,利用

递推公式(2) ,有

Xm( t+ 1) = F
m- 1

i= 0

A( X m( t+ 1) - i- d )Xmt +

 E
m

i= 1
F
m- 1

j= i

A( X mt+ j+ 1- d ) B Ȩmt+ i (3)

注意到, 对任意向量 k = ( k1 , ,, kp )
T
, ( d1 , ,,

dp )
T

= A( X )k,均有

| d1 | = | f 1( X ) k1 + ,+ f p ( X ) kp | [

 c1 | k1 | + ,+ cp | kp | ,

且 | d i | = | ki- 1 | , i = 2, ,, p .因此,

+A( X )k+ [ +C | k | +,

其中 | k | = ( | k1 | , ,, | kp | )
T
.重复对式(3) 应用上

述方法,可以得到

+Xm( t+ 1) + [ +Cm
| Xmt | + +

 + E
m

i = 1
C

m- i
B | Ȩmt+ i | +,

由于

+Cm + +Xmt + [ D+Xmt + ,

因此

E{ +Xm( t+ 1) + | Xmt = x} [

 D+x + + E + E
m

i= 1
C

m- i
B | Ȩmt+ i | + .

注意到第 2项是有界, 并且不依赖于x,设其界为D.则

E{ +Xm( t+ 1) + | Xmt = x} [ D+x + + D,

令 Q I ( D, 1) 且设 M = D( Q- D)- 1
. 则对于所有的

+x + \ M ,

E{ +Xm( t+ 1) + | Xmt = x} [ Q+x +.

因此,根据 T w eedie准则, 对于 K = { x : +x + [

M} , 序列{ Xmt } 是几何遍历的, 进而由 T jstheim 准

则,模型( 2) 的序列{X t } 是几何遍历的. 从而 FARMA

模型(2) 是平稳的.证毕.

容易看出, FARMA 模型的可逆性条件与 MA 模

型的可逆性条件是一样的,即 Kq
+ b1Kq- 1

+ ,+ bq = 0

的根都在单位圆内.

2  估  计

2. 1  参数和非参数的估计
对于 FARMA模型(1) ,需要估计的不仅有参数 H

= ( b1 , ,, bq )
T
和 R

2
, 还有系数函数{ f m( #) }

p
m= 1 .估计

通常通过最小化残差平方和来获得. 设{ x t , 1 [ t [
N } 为模型(1) 的一列观察值,则残差平方和为

E
N

t= pc+ 1
Ê2t = E

N

t= pc+ 1
[ x t - E

p

m= 1
f m ( x t- d) x t- m -

 E
q

m= 1
bmÊt- m ]

2
(4)

式中 pc = max ( p , q, d) ,等号右边的 Êt 由

Êt = x t - E
p

m= 1
f m( x t- d) x t- m - E

q

m= 1
bmÊt- m (5)

递推得到,初值设为 x t = Êt = 0, t [ 0.这是一个典型

的非线性优化问题. 为叙述方便, 假定( 4) 中等号右边

的 Êt- m 已知. 采用条件估计的方法, 即固定

{ f m (#) }
p
m= 1 , 全局估计 H= ( b1 , ,, bq )

T
;固定 H= ( b1 ,

,, bq )
T
,局域估计{ f m( #) }

p
m= 1 .

( i)固定{ f m( #) }
p
m= 1 ,对H= ( b1 , ,, bq )

T 进行全局

估计.

给定{ f m (#) }
p
m= 1 ,残差平方和式(4) 简化为

E
N

t= pc+ 1
[ y

( 0)
t - E

q

m= 1
bmÊt- m]

2
,

这里 y
( 0)
t = x t - E

p

m= 1
f m ( x t- d ) x t- m. 由最小二乘原理, H

= ( b1 , ,, bq )
T
的估计为

Ĥ= ( X
T
0 X 0)

- 1
X

T
0 Y 0 (6)

其中 Y 0 = y
( 0)
pc+ 1 , ,, y

( 0)
N

T
,

X 0 =

Êpc , Êpc+ 1- q

s w s

ÊN- 1 , ÊN- q ( N- pc) @q

.

( ii) 固定 H= ( b1 , ,, bq)
T

, { f m( #) }
p
m= 1 的局域线

性估计.

给定 H= ( b1 , ,, bq )
T
,采用局域线性回归方法来

估计{ f m (#) }
p
m= 1 . 假定每一个 f m( #) 均具有连续的二

阶导数,则对于任意给定的 z 0 ,设 z 为 z 0 邻域内一点,

由 Tay lor展开, 有

f m( z ) U f m ( z 0) + fcm ( z 0 ) ( z - z 0) S

 cm + dm ( z - z 0 ) ,

据此,为估计 f 1( z 0) , ,, f p ( z 0 ) ,极小化

E
N

t= pc+ 1
[ y t - E

p

m= 1

( cm + d m( x t- d - z 0) ) x t- m]
2 #

 K h( x t- d - z 0 ) ,

式中 y t = x t - E
q

m= 1

bm̂Et- m , K h( #) = K ( # / h) / h为给定
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的核函数, h > 0为给定的窗宽. 设 5 = ( c1 , ,, cp , d1 ,

,, dp )
T

,则由广义最小二乘理论,得到

  5̂( z 0) =

 [ X
T
( z 0 ) w ( z 0) X ( z 0 ) ]

- 1
X

T
( z 0) w ( z 0) Y (7)

式中 Y = ( y pc+ 1 , ,, y N )
T
, w ( z 0) = diag( K h ( x pc+ 1- d -

z 0) , ,, K h( x N- d - z 0 ) ) ,

  X ( z 0 ) =

x pc , x pc+ 1- p ( x pc+ 1- d - z 0) x pc , ( x pc+ 1- d - z 0) x pc+ 1- p

s s s s s s

x N- 1 , x N- p ( x N- d - z 0 ) x N- 1 , ( x N- d - z 0) x N- p ( N- pc) @ 2p

,

取 5̂( z 0) 的前 p 个元素ĉ 1 , ,, ĉp 分别作为 f 1( #) , ,,

f p ( #) 在 z 0 的估计值, z 0 = x 1 , ,, x N- d .

( iii) 具体算法

由于 Êt 是未知的, 一旦得到 H或{ f m ( #) }
p
m= 1 的

新的估计值,均需要重新由式(5) 来递推计算, 因此估

计模型中的参数和非参数的过程事实上是一个复杂的

迭代过程.具体步骤如下:

1) 设定H和{ f m (#) }
p
m= 1的初值Ĥ( 0)

, { f̂
( 0)
m (#) }

p
m= 1 .

2) 假设得到了 H和 { f m ( #) }
p
m= 1 的第 i 步迭代值

Ĥ( i)
, { f̂

( i)
m (#) }

p
m= 1 .

a) 递推计算

Êt = x t - E
p

m= 1
f̂

( i)
m ( x t- d ) x t- m - E

q

m= 1
b̂

( i)
m Êt- m,

 t = 1, ,, N ,

初值取 x t = Êt = 0, t < 1,由式( 6) 计算 Ĥ
( i+ 1)

;

b) 重新计算

Êt = x t - E
p

m= 1
f̂

( i)
m ( x t- d ) x t- m - E

q

m= 1
b̂

( i+ 1)
m Êt- m ,

 t = 1, ,, N ,

由式(7) 得到{ f m( #) }
p
m= 1 的第 i + 1 步估计值

{ f̂
( i+ 1)
m (#) }

p
m= 1 .

3) 重复第 2) 步直到收敛.

最后,用

R̂2 = E
N

t = pc+ 1
Ê2t / ( N - pc)

作为 R2的估计.

2. 2  窗宽的选择
在估计系数函数 f 1(#) , ,, f p ( #) 时,选择一个合

适的窗宽 h是至关重要的, 因为小的窗宽虽然能够使

被估的函数值有较小的偏差, 但相应的方差通常比较

大;反之, 大的窗宽虽然有效地减少了被估的函数值的

方差,却造成大的偏差. 用 GCV 准则选择最优的窗宽

h.具体地, 在由式( 7) 得到 f̂ 1( x t- d) , ,, f̂ p ( x t- d ) 后,

用

ŷ t = E
p

m= 1

f̂ m ( x t- d ) x t- m =

 ( x t- 1 , ,, x t- p , 0, ,, 0) 5̂( x t- d)

来预测 y t , t = pc+ 1, ,, N ,写成矩阵形式, 即( ŷ pc+ 1 ,

,, ŷ N )
T

= H ( h) Y , 这里 H ( h) 为一个( N - pc) @ ( N

- pc) 矩阵.选择使

GCV( h) = R̂
2
/ {1 - ( N - pc)

- 1
t race( H ( h) ) }

2

达到最小值的 h作为最优的窗宽.

2. 3  延迟参数的选择
在实际问题中, 延迟参数 d通常也是未知的. 当然

可以通过给定数据的实际物理背景来选择.但是, 如果

没有任何信息可以利用, 最直接的方法就是利用数据

本身获得.通过比较不同的 d 相对应的最小 GCV 值,

再从中选择最小者, 所对应的 d 作为延迟参数.

3  检  验

非参数模型的重要作用之一是用来检验一个参数

模型是否已经足够描述给定数据的结构.相对应地,当

拟合好一个FARMA模型后,自然会问同线性 ARMA

模型或其它特殊的参数非线性模型是否已经足够了

呢?这导致下面的假设检验.

H 0 : f m( z ) = Bm ( z , Cm) ,  m = 1, ,, p (8)

这里Bm( z ,Cm ) 为给定的特殊形式的函数, Cm为其中的

参数向量.

检验统计量取广义似然比

T N , pc =
N - pc
2

log R̂
2
0 / R̂

2
1 (9)

其中 R̂20和 R̂21 分别为零假设和FARMA模型下 R2 的估

计,即

R̂20 = E
N

t = pc+ 1
[ x t - E

p

m= 1
Bm ( x t- d , Ĉm) x t- m -

 E
q

m= 1

b̂mÊt- m ]
2
/ ( N - pc) ,

R̂
2
1 = E

N

t = pc+ 1
[ x t - E

p

m= 1
f̂ m ( x t- d ) x t- m -

 E
q

m= 1

b̂mÊt- m ]
2
/ ( N - pc) ,

这里 Ĉm为Cm的估计.若T N , pc值比较大时,则拒绝零假

设.

下面用非参数Bootstr ap方法来获得检验的 p 值:
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( i) 从 FARMA 模型(1) 得 到的残差{ Êt }
N
t= 1 中抽

取 Bootst rap残差{ E
*
t }

N
t= 1 ,由初值 x

*
t = E

*
t = 0, t < 1

递推

x
*
t = E

p

m= 1
Bm( x

*
t- d , Ĉm ) x

*
t- m + E*t +

 E
q

m= 1

b̂mE*t- m ,  t = 1, 2, ,, N ;

获得 Bootst rap样本{ x
*
t }

N
t= 1 ;

( ii) 利用Bootstr ap样本{ x
*
t }

N
t= 1 ,分别重新拟合两

个模型并计算出各自的的残差方差估计 R
2( * )
0 和 R

2( * )
1 .

令

T
*
N , pc =

N - pc
2

log R̂
2( * )
0 / R̂

2( * )
1 .

( iii) 重复上面两步 B 次,用{ T
*
N , pc} 的经验分布作

为广义似然比检验统计量(9) T N , pc 的近似分布函数;

( iv) 取 B 次中{ T
*
N, pc} 大于 T N , pc的频率作为检验

的 P 值的估计.

为简单起见, 在估计{ T
*
N, pc} 时,使用和估计 T N , pc

时一样的窗宽
[ 9, 10]

.

4  数值演示

在估计过程中, 使用 Biw eight核

K ( x ) =
15
16

(1 - x
2
)
2
I ( | x | [ 1) .

最优窗宽在 h j = 1. 1- j @ (样本极差的一半) , j =

0, 1, 2, ,, 20上选. H和{ f m( #) , 1 [ m [ p } 的初始值

均取 0. 当残差平方和 (RSS) 的相对误差小于 0. 5 @
10- 4 或 RSS在最近的 10次迭代中都没减小时终止迭

代.

4. 1  仿  真
首先,用两个仿真的例子来验证本文所提出方法

的有效性和可行性. 用平方误差的平方根(RASE)

RASEm = E
n

k= 1
[ f̂ m ( z k ) - f m ( z k ) ]

2
/ n

1/ 2

RASE = E
p

m= 1
RASE

2
m

1/ 2

(10)

来衡量{ f̂ m( #) } 的效果,这里{ z k , k = 1, ,, n} 为所有

离均值的长度小于 1. 5个样本标准差的观察值.

例 1  考虑 FARMA(2, 1, 1) 模型

X t = f 1( X t- 1) X t- 1 + f 2( X t- 1) X t- 2 + Et - 0. 5Et- 1 ,

其中{ Et } 独立同服从 N( 0, 0. 152) ,两个系数函数分别

为 f 1 ( u) = 0. 138+ (0. 316+ 0. 982u) e
- 3. 89u2 和 f 2 ( u)

= - 0. 437- (0. 659 + 1. 260u) e
- 3. 89u2

.

每次随机产生 400个观察值, 利用不同的随机种

子,重复200次试验.图1概括了模拟结果.从图 1中可

 图 1 例 1的模拟结果

( a) 参数 R2 的估计和最小 GCV 的箱形图; ( b) 参

数 b1估计的箱形图; (c) RASE的箱形图; ( d) 所选

窗宽 h 的箱形图.

 F ig . 1  Simulation results for example 1

以发现,模型的两个参数 b1和 R
2
的估计值与真实值非

常接近,建议的窗宽选取方法运行的也相当稳定.

 图 2 例 1中估计的函数(点线) 与实际函数(实线)

( a) f 1( u) = 0. 138 + (0. 316 + 0. 982u) e- 3. 89u
2
;

( b) f 2 ( u) = - 0. 437- ( 0. 659+ 1. 260u) e- 3.89u2

 F ig . 2  The plot s o f the lo cal linear estimator s ( do t

cur ve) and the r eal funct ional coefficients( so lid

cur ve) fo r ex ample 1

为进一步说明系数函数的估计效果, 图 2刻画了

真实的曲线和利用一个典型样本得到的估计曲线

f 1( u) , f 2( u) .该样本取自 200次模拟中估计的 RASE

在最中间的一个, 相应的窗宽为 hopt = 0. 323. 从图 2

中可以看出,估计的曲线完全描述了真实曲线的非线

性特性.总的来说,建议的估计方法性能优良.

为了检验第 4节描述的 Bootstr ap 检验方法的功

效,用上面的典型样本来检验假设

H 0 : x t 来自 ARMA(2, 1) 模型.

利用 ARMA 模型的参数估计方法,得到:

X t = 0. 21X t- 1 - 0. 885X t- 2 + Et - 0. 241Et- 1 ,

相应的 R20 = 0. 04.由此得到 T n, pc = 124. 26.在 1 000
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 图 3 例 2的模拟结果

( a) 参数 R2 的估计和 200 次模拟中相应的最小

GCV 的箱形图; ( b) 参数 b1 估计的箱形图;

( c) RASE 的箱形图; ( d) 所选窗宽 h 的箱形图

 F ig . 3  Simulation results for example 2

个Bootst rap样本下, p 值的估计为 0,图 5的左图给出

了{ T
*
N , pc} 的经验分布. 这提供了强烈的证据, 说明

ARMA(2, 1) 模型是极不合适的, 表明该样本包含了

非常强的非线性动态特性.

例 2  对于模型

X t =
cos(1. 5X t- 2)

(1 + X
2
t- 2)

X t- 1 - exp(-
1
2

X
2
t- 2) X t- 2 +

 Et - 0. 2Et- 1 ,  {Et } i. i. d ~ N (0, 0. 32) .

这是一个 FARMA(2, 1, 2) , 相应的

f 1( u) =
cos( 1. 5u)
1 + u

2 , f 2( u) = - exp(-
u
2

2
) .

与例1一样,模拟200次,每次取 400个样本. 模拟

的结果如图3.图4同样刻画了一个由典型样本得到的

f 1( u) , f 2( u) 的估计曲线,相应的RASE在200个值中

处于最中间,最优窗宽 hop t = 0. 705.

对于零假设

H 0 : x t 来自 ARMA(2, 1) 模型,

相应的广义似然比统计值T n, pc = 86. 34.在1 000

个Bootst rap样本下, p 值的估计也为0.同样说明了利

用线性模型建模是不够的.

4. 2  实际数据
南方涛动( The Southern Oscillat ion) 现象是气候

学中一个令人关注的现象, 一些学者希望通过对它的

研究来揭示最近几十年来气候变化的规律. 考虑南太

平洋的塔希提岛( T ahit i) 和澳大利亚北部海滨城市达

尔文( Darw in) 两地从1950年到1995年每月海平面平

均压力之差数据集, 共 540个观察值.

 图 4 例 2中估计的曲线(点线) 与实际曲线(实线)

( a) f 1( u) =
cos(1. 5u)

1 + u2 ;

( b) f 2 ( u) = - exp(-
1
2

u2)

 F ig . 4  The plot s o f the lo cal linear estimator s ( do t

cur ve) and the r eal funct ional coefficients( so lid

cur ve) fo r ex ample 2

 图 5 广义似然比统计量{ T *
N , p c} 的经验分布

( a) 例 1; ( b) 例 2

 F ig . 5  Empirical dist ribution function of { T *
N, pc }

   
表 1 延迟参数 d 为 1 到 5 对应的最小 GCV 的值

Tab. 1  Minimum GCV cor respond to parameter d fr om 1 to 5

d 1 2 3 4 5

GCV 1. 656 1. 627 1. 611 1. 623 1. 644

窗宽 1. 338 2. 869 2. 869 2. 371 2. 371

利用标准的 ARMA 模型建模技术,在 Bayes信息

准则下, ARMA( 1, 1) 模型

X t = 0. 878X t- 1 + Et - 0. 44Et- 1 (11)

是最 优 的, 相 应的 方 差 为 1. 651. 进 一步 用

FARMA(1, 1, d ) 模型

X t = f 1( X t- d) X t- 1 + Et + b1Et- 1

来对该数据集进行建模. 限定1 [ d [ 5,从表1可以看

到,在 GCV准则下,最优的延迟参数应该是 d = 3,由

此得到模型

X t = f 1( X t- 3) X t- 1 + Et - 0. 487Et- 1 (12)

其中的系数函数 f 1( #) 见图 6 左半部分, 相应的残差

方差 R2 = 1. 577,比 ARMA(1, 1) 模型(11) 的方差减

少了大约 4. 5% .
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 图 6 南方涛动现象的建模研究

( a) 估计的系数函数 f 1 ( #) ; ( b) 广义似然比统计

量{ T *
N , pc } 的经验分布

 F ig . 6  The research of T he Southern Oscillat ion

不仅要问, ARMA( 1, 1) 模型(11) 是否足以描述

了南方涛动现象?由广义似然比统计量( 9) 得到 T n, pc

= 12. 411. 在 1 000 个 Bootstap 样本下, p 值为 0,

{ T
*
N , pc} 的经验分布见图6右半部分.因此,几乎可以肯

定地说, ARMA( 1, 1) 模型( 11) 是不可行的, 并没有完

全捕捉到南方涛动现象的非线性特性, 相比之下,

FARMA(1, 1, 3) 模型( 12) 更合理.

A Class of Nonparametric ARMA Models

WANG Shao- feng , WANG H a-i bin, CAI Jun- juan
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Abstract: A new class of nonparametr ic autor egr essive moving aver age models, in which a rbitr ary univar iate funct ions act as the

coefficients of auto reg ressive terms instead of const ants, is propo sed and discussed. The probabilistic pr operty o f the models is

investig ated and a stationay condit ion is deriv ed. It prov ides g loba l estimate fo r the parameters and local linear smoot her for the

functional co eff icient s in the models respectively . In particular, the opt imal bandw ith is selected via a modified gener alized

cr oss- validation criterion. A bootstr ap test is applied to test w het her the functional co efficients a re some specified par ametric forms.
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