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摘要 本文先介绍积分几何与凸几何的历史、发展、研究现状和中国学者的一些工作. 然后介绍我们

在不变运动公式和弦幂积分不等式方面的一些最新工作,还介绍与积分几何密切相关的凸体类上的仿

射等周不等式.
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1 引言

积分几何起源于几何概率,可追溯到 1777年的蒲丰 (Buffon)投针问题.庞加莱 (Poincaré)提出了

几何概率需满足某种变换群下的不变性, 因此避免了几何概率中的贝特朗悖论 (Bertrand’s paradox),

为积分几何的建立奠定了基础思想. 1935至 1939年间,布拉施克 (Blaschke)和他的学生陈省身、吴大

任、桑塔洛 (Santaló) 等在德国汉堡 (Hamburg) 大学组织讨论班系统地探索了利用几何概率思想研究

几何问题, 一系列的研究论文以 “积分几何” 为标题发表, 积分几何随之建立 [6, 50,51].

Blaschke 率先将 Poincaré 公式推广到平面及 3 维 Euclid 空间 R3 空间 [51], 即 Blaschke 基本运动

公式. 陈省身和韦伊 (Weil) 将局部紧群上不变测度引入积分几何, 奠定了齐性空间积分几何学, 对积

分几何的发展作出了卓越的贡献. 陈省身将 Blaschke 基本运动公式推广到 n 维 Euclid 空间 Rn 中,

并率先研究齐性空间的积分几何 [11, 12,14]. Santaló 毕生致力于发展积分几何, 是随后 40 余年世界积

分几何的领袖; 他总结了截至当时的主要理论和应用成果 [51]. Blaschke-Santaló 时期的积分几何主要

研究几何测度 (截面测度或投影测度) 之间的关系.

积分几何是具有浓浓中国传统和色彩的数学分支. Blaschke在文献 [6]中用施泰纳 (Steiner)对称

化的方法解决了经典的等周问题,并进一步用此方法证明了等周不等式的重要推广—Brunn-Minkowski
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不等式. 该文献对中国学者学习和研究帮助极大.任德麟在中国本土从事积分几何研究,著有《积分几

何学引论》[49],总结了中国学者的重要工作,并培养了中国最早的积分几何研究生.吴大任、任德麟关

于弦幂积分不等式的工作达到当时国际前沿水平, 最近 10多年来, 中国学者在积分几何、凸几何与几

何不等式等领域取得一系列重要结果.

凸几何与积分几何同宗同源, 可追溯到柯西 (Cauchy) 的均质积分 (也称为内蕴体积, 光滑凸体时

为平均曲率积分) 以及 Steiner 几何对称化. Cauchy 投影公式以及 Crofton 积分公式的发现、Erlanger

纲领的提出、Poincaré 关于 Bertrand 悖论的修正、Riemann 几何的诞生、Kolmogorov 关于概率论

的公理化构造等是凸几何的早期基础. 积分几何与凸几何中 Brunn-Minkowski 理论 (也称为凸体的

混合体积理论) 的主要研究对象是凸体与星体 (流形), 其内容包括几何测度论、几何截片 (geometric

tomography)、随机几何等 [24, 50,52]. 积分几何与凸几何研究凸体的基本方法和手段是, 将凸体向低维

线性子空间投影 (均值积分), 将超平面运动与凸体相截, 将所有低维平面运动与凸体相截 (Crofton 运

动公式), 将一凸体运动与另一凸体相交 (principal kinematic formula), 凸体 Steiner 对称化等. 盖尔范

特 (Gelfand) 创建的另一积分几何主要研究流形上函数集合的积分变换 (拉东 (Radon) 变换和傅里叶

(Fourier) 变换等), 如今发展为函数集上的 Brunn-Minkowski 理论 [13, 27,30].

凸几何是研究 Rn中凸体 “集合”的几何 (在赋予了Minkowski加法、数乘的结构后,这类凸体集合

构成了一个锥),是以 (整体)微分几何、泛函分析、偏微分方程和拓扑学为基础的现代数学中一个非常

重要的研究领域. Buffon、Blaschke、Chern、Crofton、Gelfand、Minkowski、Poincaré、Rota、Santaló、Weil

和 Lutwak等对积分几何与凸几何的发展做了开创性的工作. Klain和 Rota [36] 详细解释了积分几何与

凸几何、概率论的联系. Gardner [24] 和 Schneider [52] 的论著及 Grinberg等编著的论文集 [29] 包含了当

时积分几何与凸几何的最新成就及综述性论文. 周家足和任德麟 [73] 介绍了积分几何与几何不等式的

重要联系及中国数学家的一些新的工作.经典的 Brunn-Minkowski理论,即混合体积理论由Minkowski

开创, Lutwak 开创了 Lp Brunn-Minkowski 理论, Lutwak 等 [42, 43] 开创了 Orlicz-Brunn-Minkowski 理

论, Ludwig和 Reitzner [38] 开创了赋值 Orlicz-Brunn-Minkowski理论, Zhu等 [74] 首先研究对偶 Orlicz-

Brunn-Minkowski 理论, Gardner 等 [25] 深化了对偶 Orlicz-Brunn-Minkowski 理论. Fang 和 Zhou [18, 19]

在中国开始了函数集上 Brunn-Minkowski 理论研究, Fang 等 [17] 在混合索伯列夫 (Sobolev) 不等式取

得进展.

积分几何中最重要的两类不变运动公式是基本运动公式 (fundamental kinematic formula) 和克罗

夫顿 (Crofton) 公式.

基本运动公式 设 G为李群 (微分流形并附有群结构), H ⊂ G为闭子群,设 Mp 和 Nq 为齐性空

间 G/H 中维数分别为 p 和 q 的紧子流形. dg 为齐性空间 G/H 的不变密度 (测度论中的 Haar测度).

对于任意 g ∈ G,设 I(Mp ∩ gN q)为交子流形 Mp ∩ gN q (维数为 p+ q−n > 0)的几何不变量, 则估计

积分
∫
G
I(Mp ∩ gNq)dg, 并表示为与 Mp 和 N q 有关的几何不变量 Ii(M

p) 和 Ii(N
q) 的线性组合, 即∫

G

I(Mp ∩ gNq)dg =
∑
i

c(i, p, q)Ii(M
p)In−i(N

q), (1.1)

其中 c(i, p, q) 为与指标 i、p 和 q 有关的常数.

计算这些常数 c(i, p, q) 是积分几何学中一个非常复杂而困难的问题. 对于不同空间 (如常曲率空

间)和相应各种子流形 (如可取曲线、超曲面和连通域等),令 I(Mp ∩ gNq)为交子流形 Mp ∩ gNq 的体

积、表面积、曲率或其他不变量就导致了著名的 Poincaré、Blaschke、Crofton、Santaló、Chern、Federer、

Shifrin、Howard、Chen-Zhou 基本运动公式 [10,31,51,69].
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Crofton 公式为 (1.1) 中当 Nq 为随机平面时的情形, 即紧致流形与随机平面相交不变量的测度:

设 G̃k,n (0 6 k 6 n)为仿射 Grassmann流形, Mp 为 Rn 中 p-维紧子流形, dξk 为 G̃k,n 中的规范测度,

则 Crofton 公式为 ∫
G̃k,n

I(Mp ∩ ξk)dξk =
∑
i

c(i, p, k)Ii(M
p). (1.2)

这类公式始于 Crofton 研究的弦长积分, Crofton 公式蕴涵了著名的 Santaló 公式和 Crofton-

Hadwiger 公式等. Crofton 公式与几何测度论、赋值理论联系密切并广泛应用在几何概率中 (参见文

献 [1, 3, 16, 36,51,53]).

不变运动公式的经典应用之一是解决 Euclid空间中一域包含另一域的充分条件.哈德威格 (Had-

wiger) 首先利用平面中的 Poincaré 运动公式和 Blaschke 基本运动公式给出平面上一域包含另一域的

充分条件 [51]. 任德麟运用等周亏格给出了更具几何直观的平面上一域包含另一域的充分条件 [13,50,51].

而空间中一域包含另一域的充分条件, 即高维 Hadwiger 包含问题很久没有解决. 陈省身预测空间中

一域 K1 包含另一域 K2 的充分条件是与域 K1 和 K2 的积分不变量有关的几何不等式 (组). 张高勇

最先得到了 3 维空间中一个凸体包含另一凸体的充分条件 [50]. Zhou [68–71] 利用 Chen-Zhou 不变运动

公式及关于两超平面交的中曲率运动公式得到了高维空间中光滑域包含另一域的充分条件,后来又得

到了常曲率平面以及 3 维常曲率空间一域包含另一域的充分条件.

积分几何中基本运动公式和 Crofton 公式已经被推广到常曲率空间, 积分不变量也被推广为各

种测度. 复空间中的积分几何和不变运动公式以及应用问题很多. 积分几何与整体微分几何、微分方

程和随机几何等密切相关, 已被广泛应用于医学 (肿瘤)、金属学、采矿学 (探针搜索) 和信息科学等

领域 [51, 53].

弦幂积分是关于凸体的一类特殊的 Crofton 型公式, 是凸体体积与面积泛函的推广. Blaschke、

Santaló、吴大任、任德麟、张高勇等得到了蕴涵经典等周不等式的弦幂积分不等式 [50, 51], Zhang [64, 65]

应用弦幂积分不等式证明了逆 Petty 投影不等式的猜想, 即张投影不等式.

本文先介绍积分几何中不变运动公式的起源、发展、研究现状, 以及在 Bonnesen 型不等式和弦

幂积分不等式等方面的应用及研究进展.然后介绍积分几何中的仿射等周不等式. 最后证明 Blaschke-

Santaló 不等式 (4.15) 的一个新的推广, 即弦幂积分不等式 (5.4).

2 预备知识

设 Sn−1 为 n 维 Euclid 空间 Rn 中的单位球面, B 为 Rn 中的单位球体. 对于任意 x, y ∈ Rn, x · y
表示 Rn 中标准内积. 记 Kn 为 Rn 中所有凸体 (具有非空内点的紧凸集) 构成的集合, Kn

s 为 Rn 中

所有关于原点对称的凸体构成的集合. 以 Vi(K) 表示凸体 K 的 i 维体积 (Lebesgue 测度). 记 S(K)

为凸体 K 的表面积, Vn(B) = ωn, 单位球面 Sn−1 的表面积为 αn−1, 则有 αn−1 = nωn. 记 χ(·) 为
Euler-Poincaré 示性数, 当 K ∈ Kn 时, χ(K) = 1, χ(∅) = 0. 凸体 K 的极体 K∗ 定义为

K∗ = {x ∈ Rn : x · y 6 1, y ∈ K}.

Rn 中凸集 K 和 L 的 Minkowski 和定义为

K + L = {x+ y : x ∈ K, y ∈ L}.
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凸集 K 的数量积定义为

λK = {λx : x ∈ K,λ > 0}.

设 K,L ∈ Kn, 若存在 λ > 0 和 x ∈ Rn 使得 K = λL+ x, 则称 K 与 L 位似. 对于任意 K ∈ Kn,

其支撑函数 hK : Rn → R 定义为

hK(x) = max{x · y : y ∈ Rn}, x ∈ Rn\{0}.

凸体 K 的投影体 ΠK 由支撑函数

hΠK(u) = Vn−1(K | u⊥), u ∈ Sn−1

定义, 其中 K | u⊥ 是 K 在 u⊥ 上的正交投影. ΠK 是关于原点对称的凸体, 其极体 (ΠK)∗ 通常记为

Π∗K.

Grassmann 流形 Gn,i 为 Rn 中 i 维子空间构成的集合, 仿射 Grassmann 流形 G̃n,i 是 Rn 中所有

i 维随机平面构成的集合. 对于 ξi ∈ Gn,i, K ∈ Kn, 记 Vi(K | ξi) 为 K 在 ξi 上投影体的 i 维体积. 凸

体 K 的第 n− i 阶均值积分 (quermassintegral) 定义为

Wn−i(K) =
ωn

ωi

∫
G(n,i)

Vi(K | ξi)dξi, 0 6 i 6 n, (2.1)

其中 dξi 为 Gn,i 上的 Haar 测度. 特别地, W0(K) = V (K), nW1(K) = S(K), Wn(K) = ωn.

与凸体 K 的均值积分密切相关的是内蕴体积 Ṽi(V ), 其定义为

Ṽi(K) =

(
n
i

)
ωn−i

Wn−i(K), 0 6 i 6 n.

赋值 (valuation)是定义在 Kn 上的函数 φ,对于所有的 K,L ∈ Kn 且 K ∪L ∈ Kn, K ∩L ∈ Kn 时

φ(K ∪ L) + φ(K ∩ L) = φ(K) + φ(L).

若集 K 与过原点的任意直线相交为线段, 则称 K 为星型集. 紧的星型集 K 的径向函数 ρK(·) :
Rn\{0} → [0,∞) 为

ρK(x) = max{c > 0 : cx ∈ K}.

若 K 的径向函数是连续的, 则称 K 为星体. 星体 K 的第 (n− i)- 阶对偶均值积分 W̃n−i 定义为

W̃n−i(K) =
ωn

ωi

∫
G(n,i)

Vi(K ∩ ξi)dξi, 0 6 i 6 n.

设 Rn 中光滑超曲面 Σ 的 n − 1 个主曲率为 κ1, . . . , κn−1, 则 Σ 的 r- 阶中曲率 Hr(Σ) 是 Σ 的

n− 1 个主曲率 κ1, . . . , κn−1 的 r- 阶初等对称函数规范化:

n−1∏
r=1

(1 + tκr) =
n−1∑
r=1

(
n− 1

r

)
Hr(Σ)t

r,
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即

Hr(Σ) =

(
n− 1

r

)−1

{κi1 , . . . , κir}, r = 1, . . . , n− 1,

其中 {κi1 , . . . , κir} 为主曲率 κ1, . . . , κn−1 的 r 阶初等对称函数. Σ 的平均曲率为

H1 =
1

n− 1
(κ1 + · · ·+ κn−1),

Σ 的 Gauss-Kronecker 曲率为

κ1 · · ·κn−1dA = dS,

其中 dS 为 Σ 的 Gauss 映照象 ⊆ Sn−1 的密度.

Σ 的 r- 阶中曲率积分是

H̃r(Σ) =

(
n− 1

r

)−1 ∫
Σ

{κi1 , . . . , κir} dA, r = 1, . . . , n− 1.

若凸体 K 的边界 ∂K 为 C2 的, 则记 K 的 r- 阶平均曲率积分为 Mr(K), 即 Mr(K) = H̃r(∂K).

3 不变运动公式

Poincaré 公式和 Blaschke 基本运动公式是平面积分几何中两个最重要的运动公式. Blaschke 进

一步将平面的 Blaschke 基本运动公式推广到 R3 中. 陈省身、严志达进一步将它推广为 Rn 中的陈省

身 - 严志达基本运动公式 [14, 50,51]:

定理 3.1 设 K 和 L 为 Rn 中的二区域, 它们的边界 ∂K 和 ∂L 是 C2 类超曲面, K 和 L 的第 i

阶平均曲率积分分别为 Mi(K) 和 Mi(L). 设 dg 为 Rn 中刚体运动群 Gn 的运动密度, 则

∫
Gn

χ(K ∩ gL)dg = χ(K)V (L) + χ(L)V (K) +
1

n2ωn

n−2∑
i=0

 n

i+ 1

Mi(K)Mn−i−2(L), (3.1)

其中 χ(·) 表示相应区域的 Euler-Poincaré 示性数.

若限制在凸体上, 即 K,L ∈ Kn, 则 χ(K ∩ gL) = χ(K) = χ(L) = 1, 从而陈省身 - 严志达基本运动

公式 (3.1) 有如下简洁形式 [53, 66]:∫
G

χ(K ∩ gL)dg =
1

ωn

n∑
i=0

(
n

i

)
Wi(K)Wn−i(L). (3.2)

陈省身 - 严志达基本运动公式 (3.1) 可推广为关于两凸体相交内蕴体积的基本运动公式 [53]: 设

K,L ∈ Kn, j ∈ {0, . . . , n}, 则有∫
G

Ṽj(K ∩ gL)dg =

n∑
i=j

ci,j Ṽi(K)Ṽn−i+j(L), (3.3)
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其中常数为

ck,j =
Γ(k+1

2 )Γ(n+1
2 )

Γ(n−k+j+1
2 )Γ( j+1

2 )
.

当 j = 0 时, (3.3) 即为陈省身 - 严志达基本运动公式的简洁形式 (3.2).

基本运动公式还有一些重要推广. 其中一个推广是从两个凸体相交的情形到多个凸体相交的情

形. 另一个是将运动群限制为平移群, 则得到平移不变运动公式, 关于平移不变运动公式有更加广泛

的应用 [53]. Luo 等 [39] 给出了平面平移不变运动公式, 并应用它得到了一系列平移 Bonnesen 型不

等式. Böröczky 等 [7] 应用平面平移 Bonnesen 型不等式证明了 log-Minkowski 不等式并解决了 log

Brunn-Minkowski 问题的唯一性. 关于凸体的基本运动公式 (3.3) 涉及 Brunn-Minkowski 理论中的内

蕴体积, 即均值积分, 在对偶 Brunn-Minkowski 理论中是关于星体的对偶均值积分, Zhang [66] 得到了

陈省身 - 严志达基本运动公式 (3.2) 的对偶形式, 即张高勇对偶基本运动公式:

定理 3.2 设 K 和 L 为 Rn 中关于原点的星体, Ng 为连接原点 O 与 gO 的线段, 则有∫
Gn

χ(K ∩ gL ∩Ng)dg =
1

ωn

n∑
i=0

(
n

i

)
W̃i(K)W̃n−i(L).

Crofton 公式是另一类重要的不变运动公式. 当不变运动公式 (1.1) 中 N 为 q- 维随机平面 ξq 时,

即得到 Crofton 运动公式 ∫
G̃n,q

I(Mp ∩ ξq)dξq =
∑
i

c(i, p, q)Ii(M
p). (3.4)

经典的 Crofton 公式是平面凸体 K 与随机直线 ξ1 相交的测度为该凸体的周长 L, 即∫
G̃2,1

χ(K ∩ ξ1)dξ1 = L.

设 K ∈ Kn. 当 k ∈ {1, . . . , n} 和 j ∈ {0, . . . , k} 时, 则有关于内蕴体积 Ṽj(K) 的广义 Crofton

公式: ∫
G̃n,k

Ṽj(K ∩ ξk)dξk = ck,j Ṽn−k+j(K).

当 j = 0 时, 上式化成

Ṽk(K) = c0,k

∫
G̃n,k

Ṽj(K ∩ ξk)dξk,

给出内蕴体积的一种积分几何解释, 即不计一个常数因子, 内蕴体积 Ṽk(K) 为 n− k 维仿射平面与凸

体相交的不变测度.

赋值理论中最著名的结果是 Hadwiger特征定理,此定理被 Hadwiger推广为关于凸体类上泛函的

广义运动公式 [53].

Hadwiger 积分几何定理 设 K,L ∈ Kn, φ : K → R 为连续的赋值, 则有∫
Gn

φ(K ∩ gL)dg =
n∑

i=0

φn−i(K)Ṽi(L), (3.5)
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其中

φn−i(K) =

∫
G̃n,i

φ(K ∩ ξi)dξi.

积分几何中除了基本运动公式和 Crofton 公式外, 还有关于曲率测度、Gauss 测度、两凸体边

界的相交测度等广义测度的不变运动公式 [53, 56]. 凸体类上的积分几何与赋值理论已被推广到流形

上 [2, 54]. 关于复空间上积分几何问题很多, 最新进展可参见文献 [4, 5, 15].

4 等周问题与 Bonnesen 型不等式

4.1 等周问题

经典的等周问题是数学的起源,可追溯到古希腊时期:平面上固定周长的所有闭曲线中圆所围成的

区域面积最大.但其严格的数学证明直到微积分完善很久后的 20世纪才由魏尔斯特拉斯 (Weierstrass)

给出, 在 Weierstrass 证明之前, 伯努利 (Bernoulli)、欧拉 (Euler)、拉格朗日 (Lagrange) 都曾声称证明

了经典的等周问题, 但不久后发现证明有瑕疵. 后来赫尔维茨 (Hurwitz) 在证明中去掉了曲线光滑性

条件 (在这之前的证明都要求曲线具有一定的光滑性), 利用 Fourier 级数给出一个简短的证明. 施密

特 (Schmidt) 把闭曲线所围区域直接与相同周长的圆盘比较给出了一个优美的证明, 他的证明仅应用

了弧长公式、平面区域面积的格林定理和柯西 - 施瓦茨 (Cauchy-Schwarz) 不等式, 并孕育了数学中应

用最多的 “比较定理”. 后来陆续发表的很多证明都非常直接和简单. 经典的等周问题很自然地被推广

到曲面和高维空间.

经典的等周问题等价于平面等周不等式: 设 K 为 Euclid平面 R2 中周长为 L、面积为 A的域,则

L2 − 4πA > 0,

其中等号成立当且仅当 K 为圆盘.

高维的等周问题是,空间中具有给定表面积的几何体中球的体积最大.设 K 为 Euclid空间 Rn 中

体积为 Vn(K)、表面积为 S(K) 的凸体, 则

S(K)n − nnωnVn(K)n−1 > 0, (4.1)

等号成立当且仅当 K 为球.

等周不等式的研究延续千年仍是一个历久弥新的问题,文献 [46]详细介绍了截至当时等周不等式

的发展及与分析不等式 (Sobolev不等式、Wirtinger不等式和 Poincaré不等式等)、积分几何、Minkowski

理论、物理等的广泛联系. 2 维黎曼流形上的等周不等式是 Hsiung [32] 的贡献. 等周不等式的一些研

究进展可参见文献 [21, 23, 35, 45, 55]. 最近的一个重大突破是 Euclid 空间中的极小子流形上的等周不

等式 [8]. 等周不等式的自然推广 Brunn-Minkowski 不等式对解决 Minkowski 问题的唯一性至关重要.

4.2 Bonnesen 型不等式

1924 年前后, Bonnesen 发现了关于平面上的凸体 K 成立形如

L2 − 4πA > BK
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的不等式, 其中, BK 是与 K 有关的几何量, 是非负的且当 K 为圆盘时为 0. 此类不等式给出了平面

凸域与圆盘的接近程度, 称为 Bonnesen 型不等式. Bonnesen 利用域的最大内接圆半径 ri 和最小外接

圆的半径 re 给出了著名的 Bonnesen 等周不等式

L2 − 4πA > π2(re − ri)
2, (4.2)

其中等号成立当且仅当 ri = re, 即 K 为圆盘.

高维 Bonnesen 型不等式刻画空间中域与球体的接近程度:

S(K)n − nnωnVn(K)n−1 > BK , (4.3)

其中 BK 是与 K 有关的非负几何量, 当 K 为球时为 0.

Bonnesen 自己从未得到过任何高维 Bonnesen 型不等式. 后人都把类似 (4.3) 的不等式称为 Bon-

nesen型不等式. 在之后的百年间,发现了很多 Bonnesen型不等式,其中 Figalli、Fusco、Maggi、Osser-

man、Pratelli、周家足、张高勇等做了一些非常重要的工作 (参见文献 [21–23,46,47,51,52,65,73]). 周

家足利用一域包含另一域的包含测度方法给出了平面 Bonnesen 型不等式的统一证明. 周家足等还得

到了平面两凸域对称混合等周不等式、Bonnesen 型对称混合不等式、Bonnesen 型对称混合等似不等

式的统一证明 (参见文献 [39, 60,62,63,72]).

设 g ∈ G 为 R2 中任一等距, Kk (k = 0, 1) 为连通且道路连通、面积为 Ak 的域, 其边界 ∂Kk 是

周长为 Lk 的简单光滑闭曲线, dg 为 G 的不变运动密度. 则有 Blaschke 公式∫
{g:K0∩gK1 ̸=∅}

χ(K0 ∩ gK1)dg = 2π(A0 +A1) + L0L1.

如果记 ∂K0 ∩ g∂K1 的交点数为 ♯{∂K0 ∩ g∂K1}, 则有如下 Poincaré 基本运动公式:∫
{g:∂K0∩g∂K1 ̸=∅}

♯{∂K0 ∩ g∂K1}dg = 4L0L1. (4.4)

因域 Kk 为连通且道路连通,其边界 ∂Kk 为逐段光滑闭曲线,所以 χ(K0 ∩ gK1) = n(g)为交 K0 ∩ gK1

的连通分支, Blaschke 基本运动公式可改写为∫
{g:K0∩gK1 ̸=∅}

n(g)dg = 2π(A0 +A1) + L0L1. (4.5)

如果记 µ 为所有满足 gK1 ⊂ K0 或 gK1 ⊃ K0 的 g 的集合, 则 (4.5) 可写为∫
µ

dg +

∫
{g:∂K0∩g∂K1 ̸=∅}

n(g)dg = 2π(A0 +A1) + L0L1. (4.6)

当 ∂K0 ∩ g∂K1 ̸= ∅ 时, K0 ∩ gK1 的每个连通分支至少由 ∂K0 和 g∂K1 的一段弧组成, 因此

n(g) 6 ♯{∂K0 ∩ g∂K1}
2

.

结合 (4.4) 和 (4.6) 可得 ∫
µ

dg > 2π(A0 +A1)− L0L1. (4.7)
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根据 (4.7) 可得一域包含另一域的一个充分条件为

2π(A0 +A1)− L0L1 > 0.

设 K1 ≡ K, K0 为半径为 r 的圆盘 B(r), ri 为 K 的最大内接圆半径, re 为 K 的最小外接圆半

径, 则当 ri 6 r 6 re 时, B(r) 与 K 不能相互包含, 即 m{g ∈ G : gK ⊂ B(r) 或 gK ⊃ B(r)} = 0. 由

(4.7) 立即可得以下 Bonnesen 不等式 [46, 50,73]:

定理 4.1 [47,49–51,73] Euclid 平面 R2 中由简单闭曲线围成的面积为 A、周长为 L 的域 K 满足

不等式

πr2 − Lr +A 6 0, ri 6 r 6 re, (4.8)

当 K 为圆盘时等号成立.

由不等式 (4.8) 可得到比 (4.2) 更强的如下 Bonnesen 型不等式:

定理 4.2 设 K 为 Euclid 平面 R2 中面积为 A、周长为 L 的域, 对 ri 6 r 6 re, 有

L2 − 4πA > π2(re − ri)
2 + (L− πre − πri)

2,

L2 − 4πA > A2

(
1

re
− 1

ri

)2

+A2

(
1

re
+

1

ri
− L

A

)2

,

L−
√
L2 − 4πA

2π
6 ri 6

L

2π
6 re 6

L+
√
L2 − 4πA

2π
,

L2 − 4πA > A2

(
1

ri
− 1

re

)2

, L2 − 4πA > A2

(
1

r
− 1

re

)2

,

L2 − 4πA > A2

(
1

ri
− 1

r

)2

, L2 − 4πA >
(
A

r
− πr

)2

,

L2 − 4πA > L2

(
re − ri
re + ri

)2

, L2 − 4πA >
(
L− 2A

r

)2

,

L2 − 4πA > L2

(
r − ri
r + ri

)2

, L2 − 4πA > L2

(
re − r

re + r

)2

,

等号成立当且仅当 K 为圆盘.

Grinberg 等 [29] 和 Zhang [65] 利用高维空间中的包含测度得到高维空间中的 Bonnesen 型不等式.

定理 4.3 设 K ∈ Kn, 则有(
S(K)

nωn

)n/(n−1)

− V (K)

ωn
>

((
V (K)

ωn

)1/n

− ri

)n

.

更多高维的 Bonnesen 型不等式参见文献 [47, 52,73].

4.3 仿射等周不等式

仿射等周不等式是仿射几何中一类重要的不等式, 主要研究仿射表面积、体积等仿射不变量的

极值问题. 球刻画了等周不等式的极值情形, 椭球或单形刻画仿射等周不等式的极值情形. 经典的

Brunn-Minkowski 理论起源于 Brunn 的博士论文 [9] 及 Minkowski 在凸集的集合上定义加法与数乘.

Brunn-Minkowski 不等式是 Brunn-Minkowski 理论的基石, 它表明体积泛函在 Minkowski 加法下的

凹性:
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Brunn-Minkowski 不等式 设 K,L ∈ Kn, 则

V (K + L)1/n > V (K)1/n + V (L)1/n, (4.9)

等号成立当且仅当 K 与 L 位似.

由凸体 K 和 L 的体积变分定义 K 与 L 的混合体积 V1(K,L) 为

V1(K,L) =
1

n
lim

ε→0+

V (K + εL)

ε
=

1

n

∫
Sn−1

hL(u)dSK(u),

其中 SK(·) 为 K (定义在球面 Sn−1 上) 的表面积测度, 即

SK(ω) =

∫
x∈∂K,v(x)∈ω

dHn−1(x), ω ⊂ Sn−1,

其中 Hn−1 是 (n− 1)- 维 Hausdorff 测度.

Brunn-Minkowski 不等式 (4.9) 等价于如下 Minkowski 混合体积不等式:

V1(K,L)n > Vn(K)n−1Vn(L), (4.10)

等号成立当且仅当 K 与 L 位似.

当 L 为单位球 B 时, nV1(K,B) 为凸体 K 的表面积 S(K), 上式为经典的等周不等式 (4.1).

Lutwak在 Firey [20] 的凸体类上的 Lp 加法基础上建立了 Lp Brunn-Minkowski理论. 2010年前后,

Lutwak 等引入了 Orlicz 投影体 [43] 和 Orlicz 质心体 [42], 建立了 Orlicz Brunn-Minkowski 理论. 相应

地, Lp Brunn-Minkowski 不等式、Blaschke-Santaló 型不等式、Petty 投影不等式、Busemann-Petty 质

心不等式和 Alexandrov-Fenchel 不等式等对解决凸几何中 Minkowski 问题的解的唯一性至关重要. 中

国学者做了很多重要工作 (参见文献 [33, 37,58,59,75,76]).

凸体的 Cauchy 表面积公式由凸体投影面积的积分给出, 但该公式不是仿射不变量, 要将其仿射

化: 设 K ∈ Kn, 称

Φ(K) =
(nωn)

1+ 1
n

ωn−1

(∫
Sn−1

Vn−1(K | u⊥)−ndu

)−1/n

为凸体 K 的积分仿射表面积, 上式积分中仅 −n 次方是仿射不变的. 凸体的积分仿射表面积与其投

影极体的体积满足关系

Φ(K) =
nω

1+ 1
n

n

ωn−1
Vn(Π

∗K)−1/n. (4.11)

凸几何中另一个基本的几何不等式是著名的 Petty 投影不等式, 具有给定积分仿射表面积的凸几

何体中椭球具有最大的体积 [28]

Vn(K)n−1Vn(Π
∗K) 6

(
ωn

ωn−1

)n

, (4.12)

等号成立当且仅当 K 为椭球.

Petty 投影不等式等价于关于凸体积分表面积的仿射等周不等式, 即由 (4.11) 和 (4.12) 可得积分

仿射等周不等式

Φ(K)n > nnωnVn(K)n−1, (4.13)
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等号成立当且仅当 K 为椭球.

凸体的积分仿射表面积比其表面积小, 即 Φ(K) 6 S(K), 故积分仿射等周不等式 (4.13) 是比经典

的等周不等式 (4.1)强的不等式. Lutwak [40] 考虑了更一般的情形,即推广积分仿射表面积为仿射均值

积分, Grinberg [28] 证明了其仿射不变性, Lutwak关于仿射均值积分的等周性质的猜想最近被 Milman

和 Yehudayoff [44] 解决. 借助于球面 p- 余弦变换, 凸体的积分仿射表面积被推广到 Lp (p > 1) 的情形

并得到相应的 Lp 积分仿射等周不等式,它与 Lp Sobolev不等式密切相关,并广泛应用于概率论中 [67].

积分仿射等周不等式另一个重要特点是存在逆不等式, 它刻画了单形的等周性质 [67].

设 K 为具有光滑边界 ∂K 的凸体, 经典的微分仿射表面积定义为

Ω(K) =

∫
∂K

G(K,x)1/(n+1)dS(x),

其中 G(K,x)和 dS(x) 分别为点 x ∈ ∂K 处的 Gauss曲率和表面积微元. 定义中的光滑性的条件可以

去掉, 即可由多种不同方法推广到任意凸体的情形, 仿射微分几何中经典的仿射等周不等式如下:

微分仿射等周不等式 设 K ∈ Kn, 则

Ω(K)n+1 − nn+1ω2
nVn(K)n−1 6 0, (4.14)

等号成立当且仅当 K 为椭球.

当 K 为光滑凸体时, Blaschke 证明了平面及 3 维空间的情形, Santaló [51] 证明了高维情形. 当 K

为任意凸体时, Petty [48] 和 Lutwak [41] 分别给出了不同的证明及推广. 微分仿射等周不等式与如下

Blaschke-Santaló 不等式等价.

Blaschke-Santaló 不等式 设 K 为质心在原点的凸体, 则 K 与它的极体 K∗ 的体积满足

Vn(K)Vn(K
∗) 6 ω2

n, (4.15)

等号成立当且仅当 K 为椭球.

微分仿射表面积及微分仿射不等式被推广到 Lp、Orlicz混合的情形. 由于凸体的微分仿射表面积

分具有上半连续性, 因此它在赋值理论中非常重要.

微分仿射等周不等式或 Blaschke-Santaló不等式的逆不等式是积分几何和凸几何中尚未解决的问

题之一.

Mahler 猜想 设 K ∈ Kn
s , 则 K 和 K 的极体 K∗ 的体积满足

Vn(K)Vn(K
∗) > 4n

n!
, (4.16)

当 K 为平行多面体时等号成立.

上述 Mahler 猜想的平面和 3 维情形已解决, 高维中仅解决了一些特殊情形 [34].

5 弦幂积分不等式

弦幂积分是一类特殊的 Crofton 运动公式, 是凸体 K 的表面积和体积的推广: 设 K ∈ Kn, p > 0,

σ 为随机直线 ξ1 与 K 相交的弦长, 即 σ = V1(K ∩ ξ1), 则弦幂积分定义为 [66]

Ip(K) =
2αn−1

n

∫
G̃1,n

σpdξ1,

1717



徐文学等: 积分几何不变运动公式与弦幂积分不等式

其中

I0(K) =
ωn−1

n
S(K), I1(K) =

αn−1

n
Vn(K). (5.1)

当 p = n+ 1 时, 则有著名的 Crofton-Hadwiger 公式

In+1(K) = (n+ 1)V (K)2. (5.2)

文献 [66] 研究了凸几何中对偶均质积分与积分几何中弦幂积分的联系:

Ip+1(K) = (p+ 1)

∫
z∈K

W̃n−p(K, z)dz, −1 < p < ∞.

当 p = n 时, 上式为 Crofton-Hadwiger 公式.

弦幂积分序列 {I0, I1, I2, . . .} 之间的关系蕴涵丰富的几何不等式, 如 I0 与 I1 之间的关系为经典

的等周不等式 [50,51,53,66].

弦幂积分不等式

Ip(K)

Ip(B)
−
(
Vn(K)

Vn(B)

) p+n−1
n



> 0, p = 0, 等周不等式,

> 0, 0 < p < 1, 等号成立当且仅当 K 为球,

≡ 0, p = 1, Santaló 公式,

6 0, 1 < p < n+ 1, 等号成立当且仅当 K 为球,

≡ 0, p = n+ 1, 推广的 Crofton-Hadwiger 公式,

> 0, p > n+ 1, 等号成立当且仅当 K 为球.

(5.3)

当 p为非负整数时, Blaschke首先得到了平面中的弦幂积分不等式,吴大任 [57] 得到了空间 R3 的

情形, 任德麟 [49] 得到了 Euclid 空间 Rn 的情形. 张高勇将弦幂积分不等式推广为对任意非负实数 p

的情形 [50]. Zhang [64] 应用弦幂积分证明了 Ball 猜想: 固定积分仿射表面积的凸几何体中单形体积最

小, 即逆 Petty 投影不等式:

Zhang 投影不等式 设 K ∈ Kn, 则

1

nn

(
2n

n

)
6 Vn(K)n−1Vn(Π

∗K),

其中等号成立当且仅当 K 为单形.

Zhang [65]利用两凸体的包含测度估计给出了 Zhang投影不等式一个新证明. Gardner和 Zhang [26]

通过构造径向平均体 (radial mean body) 再次给出以上 Zhang 投影不等式一个不同的证明.

以下弦幂积分不等式是经典的 Blaschke-Santaló 不等式 (4.15) 的一个推广:

定理 5.1 设 K ∈ Kn
s , 1 6 p 6 n+ 1, 则

Ip(K)Ip(K
∗) 6 Ip(B)2, (5.4)

当 1 < p < n+ 1 时, 等号成立当且仅当 K 为球; 当 p = 1, n+ 1 时, 等号成立当且仅当 K 为椭球.
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证明 当 1 < p < n+ 1 时, 由弦幂积分不等式组 (5.3) 可知

Ip(K) 6 Ip(B)

(
Vn(K)

Vn(B)

) p+n−1
n

, Ip(K
∗) 6 Ip(B)

(
Vn(K

∗)

Vn(B)

) p+n−1
n

. (5.5)

以上两式左右两边分别相乘可得

Ip(K)Ip(K
∗) 6 Ip(B)2

(
Vn(K)Vn(K

∗)

Vn(B)2

) p+n−1
n

, (5.6)

由 K ∈ Kn
s 及 Blaschke-Santaló 不等式可得 (5.4). (5.5) 中等号成立当且仅当 K 为球, (5.6) 中等号成

立当且仅当 K 为椭球, 故当 1 < p < n+ 1 时, 等号成立当且仅当 K 为球. 当 p = 1, n+ 1 时, 由 (5.1)

及 (5.2) 立即得到 (5.4), 即关于弦幂积分的 Blaschke-Santaló 不等式.

经典 Brunn-Minkowski 不等式表明泛函 I0(·)1/(n−1)、I1(·)1/n 和 In+1(·)1/(2n) 在 Minkowski 加法

下具备凹性. 而一个长期未解决的问题是,一般弦幂积分 Ip(·)1/(n+p−1) 是否在 Minkowski加法下具有

凹性, 即是否成立如下弦幂积分的 Brunn-Minkowski 型不等式?

猜想 5.1 设 1 < p < n+ 1, 对 K,L ∈ Kn, 是否成立

Ip(K + L)1/(n+p−1) > Ip(K)1/(n+p−1) + Ip(L)
1/(n+p−1)?

等号成立当且仅当 K 与 L 位似.

设 K ∈ Kn, 最近定义了一类新的弦长分布

dξK =
2σ

Vn(K)
dξ1.

这是一个概率分布, 由此可以定义弦熵 [61]

E(K) = −
∫
G̃1,n

log σdξK = − 2

Vn(K)

∫
G̃1,n

σ log σdξ1.

有别于 Rn 中的经典的 Shannon熵, 弦熵定义在仿射 Grassmann 流形上, 研究与凸体相交的随机

弦长分布问题, 故弦熵具有几何与概率意义. 它具有刚性性质, 当 c > 0 时, 有

E(cK) = E(K)− log c. (5.7)

文献 [61] 证明了弦熵具有极值性质, 即弦熵在球时取得极小值.

定理 5.2 设 K ∈ Kn, BK 为与 K 等体积的球体, 则

E(K) > E(BK) = E(B) +
1

n
log

(
Vn(B)

Vn(K)

)
,

等号成立当且仅当 K 为球.

致谢 作者对审稿人的审稿意见和评论表示衷心感谢.

参考文献

1 Abardia J, Gallego E, Solanes G. The Gauss-Bonnet theorem and Crofton-type formulas in complex space forms. Israel

J Math, 2012, 187: 287–315

2 Alesker S. Valuations on manifolds and integral geometry. Geom Funct Anal, 2010, 20: 1073–1143

1719

https://doi.org/10.1007/s11856-011-0083-8
https://doi.org/10.1007/s11856-011-0083-8
https://doi.org/10.1007/s00039-010-0088-1


徐文学等: 积分几何不变运动公式与弦幂积分不等式

3 Bernig A. Valuations with Crofton formula and Finsler geometry. Adv Math, 2007, 210: 733–753

4 Bernig A, Fu J H G. Hermitian integral geometry. Ann of Math (2), 2011, 173: 907–945

5 Bernig A, Fu J H G, Solanes G. Integral geometry of complex space forms. Geom Funct Anal, 2014, 24: 403–492

6 Blaschke W. Kreis und Kugel. Berlin: De Gruyter, 1956 [W. 布拉施克.圆与球. 苏步青,译.北京: 高等教育出版社,

2015]
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Invariant kinematic formulas and inequalities for chord power
integrals in integral geometry

Wenxue Xu & Jiazu Zhou

Abstract In this paper, we first introduce the history, developing process, recent progress, and works contributed
by Chinese researchers in integral and convex geometry. Then we show our recent works in invariant kinematic
formulas and chord power integrals. The affine isoperimetric inequalities on the set of convex bodies, closely
related to integral geometry, are also addressed.
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