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为精确的估计
.

文献【1
,

2] 只对于 (i) N = 0 或 M = 0 和 (11) 0 = 0 或少= 0 这两种特殊情形给出了 T

的整体维数的估计
.

所用的工具分别 为范畴论和谱序列
,

其方法则是将 T 看作一种平凡扩
-

张
.

但对于一般的情形
,

至今儿乎没有什么进展
.

其主要困难在于平凡扩张这种方法似乎很

难用来解决这个一般的问题
.

另外
,

一般情形的结果是出人意料的
.

本文采 用了一种不 同的

方法
,

即构造 出一个新的四项正合列
,

从而以经典的维数转移公式作工具
,

给出了环 T 的整体

维数的一个上下界估计
.

1 定义和记号

本文中的环均指带恒等元的左 N o e t he
r 环

.

设 R
,

S 为环
,

M 为左 R
、

右 S 模
,

N 为左 从

右 R 模
,

且有双 R 模同态 获 M ⑧:
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在文献【3] 中
,

称 T 为一个 M or i at 系统环
.

并给出了它的许多性质和例子
,

其中之一为
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下面将 口阿吼的 简记为叼刃
,

少何吼M )记为 八
r

材
.

; J
叼 (材刃表示 M 为左 (右 ) R模

.

p d(
:

M)
表示左 R 模 M 的投射维数

,

GL
D ()R

= s u p {p d以M )} 为环 R 的左整体维数
.

Z T 模的分解
令 ( ;

,
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川 ) ( r · ,
,
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·
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,
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.
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,

M )成为一个右 T模
.

若令
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( r ,
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川 )
,

则 ( R
,

M )成为一个左 R 模
.

同理 ( N, )S 也可定义为左 S
、

右 T模
.

若 L为任一左 T模
,
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M )⑧
:

L
,
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,
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,
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.
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容易验证 f, g分别为左 R模 同态
、

左 s 模同态
,

且满足交换图 1
.
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〔(刹期
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·

反过来
,

若给出了

区刹约卜
中

P,Q
分 别 “ 左 “ 模

、

左 “ 模
,

:f

M⑧sQ 一尸
,

g : N吼尸 ~ R 分别为左 R 模同态
、

左 S 模 同态
,

且满足交换图 l
,

则 由定义

(黑掀 ) (期
一

区;品筑嗯幼 (期
可知

〔( ;),( 川
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·
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,
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下面我们给出一个关于左 : 模「 r叭 r
了

)飞
的四项正合列

,

本文将利用这个正合歹。来

L \ U / \ g / 」

估计环 T 的整体维数
.

命题 2 设 「̀八厂了、] 为左
: 模

,

则有图 : 所示的正合列
.

其中 ,为嵌入同态
,

,为投

L \ U Z \ g /」

射同态
.
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图 3

证 只需逐项证明四项 中的每一项均为左 T 模
,

且在连接处的同态定义合理且正合即

在开始计算投射维数前
,

我们还需要给出一些特殊的左 T模
.
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,
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、

, .
,

l 一 川 刀左 1 侯
,

具甲 了
,

刀反甘
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同态 M⑧ 、
N

。

巴 ( M扔
附 、 p

,

。 ,

为复合同态 N⑧ R尸
嗯
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m

导 N
。 ,

证 只需验证 fP
,

g 尸满足交换图 1
.

引理 2 若

区川刊
“ 左 T 模

,

则 尸 “ 左

~
“

·

证 由交换图 1 即知 (材 N )尸 = 0 (M吼扔氢尸 =八 (l ⑧
*

功(N吼 )P] 二 0
,

其中 f = 0
,

g 二 o 为已

知
,

故 尸 为左 R / M N 模
.

推论 1 在命题 2 的条件下
,

ke
r
( f) 和 p j/ 飞M o

s

)Q 均为左 卿MN 模
.

引理 3
” 尸为左
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“ 模

,

则
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·
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本节将逐一估计正合列 (图 3) 中每一项的投射维数
.

首引给出一个熟知的引理 (见文献回
,

P
.

24 2
,

P
.
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.

引理 4( 维数转移公式 ) 若有左 R 模正合列 O ~ A ~ B ~ C ~ 0
,

则
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·
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。
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事 “ 上
,

这可由

区州二
命题 3 设 M 为平坦右 S模

,

且 Q为左 S 模

证 若 p d众)Q 二 的
,

则不等式显然成立
.

,

则

呵
:

仄
“

洲
,

(
g( l

战
。

刀)
(

、 。 .)

下设 p d(
s
)Q = 。 < 的

,

即有左 s 模投射分解 。一 Q
。

乌
T “

区
…乌 Q

,

九 Q
O

聋 Q ~ 0
.

由引理

5 与 M 的平坦性
,

我们得到 M吼Q

Q )
,

(
*

武
,
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,

)})
` 一 p d s( Q,

·

“ 由” 图 , ” 沙吼 ,一` ,吼力
,

珊
题得证

.

引理 6 若 尸,
为有限生成投射左 R / M N 模

,

且 M 为平坦右 S 模
,

则

p d

(
:

区乞
1

)
,

( ; )〕)
` p d (

S

。 · `
·

证 由 尸,
为有限生成投射左 R /材 N 模知

,

即有左 R 模正合列
存在投射左 R协 f N 模凡使得尸

1①凡之 (R / M叼
’ ,

召卜产刁召厂

o ~ (材叼
。

~ R
’

~ 尸
l①尸2

~ .0

令 :PI R
’

~ 凡和 :zP R
,

~ p ,
分别为满同态 R

。

~ 尸1
0 凡 ~ o 与相应标准投 射 的复 合 同态

,

峨 二 ke
r
( l)P

,

叽 = ke r( 对
.

这样我们获得一个左 R 模正合列
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数
,

注意到 评
1十城二 R

爪 ,

城自哄 =
(M叼

爪

为 R
阴

的子模
,

即有左 R 模正合列
`

_ _ _ _
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儿 _
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U
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(
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)]丛 }(券)
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·
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,

(尖)]
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,
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簇

乙 ~ d
,

其中 』
,

乙
`

由 0 ~ N
m

~ N
爪

出N
川

~ N
爪

一 0 给出
.

左 T模
,

故

区斜(刊
亦 ”

·

由引” ` 的证 明知
,

区:),( 刊
为“ 射

因此由上面的正合列知

c(tP
:

区:), (翩 )
簇

域
:

「(黝 (洲
①

〔(:), (刹 )
-

p d

(
二

〔(嘿 )
,

(
*

截
,

)])
`

Pd (
s

叼
·

由正合列 (图 l) 和引理 4可得

p d

(
:

〔(乞
1

)
,

( ; )」)
`

’

` · p d (
`

。
·

命题 4 若 尸为有限生成左 R / M N 模
,

且 M 为平坦右 S 模
,

则

p d

(
二

}(言)
,

( ; )」)一
(
·

扔 + p d ` /二乃
`

证 若 p d蜘。 )P 二 的
,

则不等式显然成立
.

因此下设 p d蜘NM)P = 。 < 的
,

即 尸有左 R /M N

模投射分解

o 一 凡五
· ·

一
尸 ,

乌 0P 儿
尸
一 。

其中 只为有限生成投射左 R / M N 模
.

这个分解可提升为左 T模长正合列

。 一

〔(粼别以一 区:0)
,

( :)] 以〔(:), (别
一 。

将长正合列分解成一些短正合列
,

并陀

由引理 5
,

p d

(
T

〔(含)
,

(; )」)
“ · p d (

,

、
,

艺一 0
,

利用引理 4
,

即得

一

(
:

〔(言)
,

(g)」)一
“扔 + 一 ` 十 p d (

·

的 + p d以
/“ “

)P
’

由命题 3 和命题 、
,

可以估计「厂约
,

r
了、飞投射维数的上界

.

L \ 兑 / \ g / 」
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定理 , 设 T一

(
为左 T模

,

则

、
、 ,

_
_ , 、

一 。
, ,

二 二 , 、 。 、 , 「了尸 、 了f 、〕
少
。 * ,刀左 俐 oe m er 月

、 ’

且
“” 刀下坦们

“

价 石 L长创
,

长
。 少」

MsRN

习

p d

(
,

}(名)
,

(二)」)一
。̀d`

S

。 ,
,

’ 十 p d“ . 十 p d` /
二 k e r

溯
’

p d G劝 + p d铁
/、
尸 f/ (M O

、

Q)) }
·

证 将命题 2 中的正合列 (图 3) 折成两个短正合列
,

记为

“ 一

([
k

甲 )
,

(别
一

区
0 一` 一

〔( ;),( ;)]
一

〔(

对⑧
s

Q

Q )
,

(
。 ( 1

昌
*

。

)}
一 K

一
`1 ,

尸 /f (M⑧ s
Q)

O )
,

( ; );
一 O

·

(2)

由引理 4
,

命题 3
,

4 知
,

由正合 lPJ ( l )可得 p d (
:

幻 蕊 l + m a x

{p d (
s

Q )
,

l 十 p d (
s

叼 + p d仅
/、 N k e r ( f ) )

·

再应用引理 4
、

命题 4 于正合列 ( 2 )即得

p d

厂「(炙、
,

(石)))
、 am

·
{p d (

:
,

、 )
,

1 + 。 d (
s

。 + p d。 /M· p

f(M/
⑧ `

Q , ,“
\
了 L \ 侧 / 、 g / J /

1+ m a x

毛p d (
s

Q)
,

l + p d (
s

均 + p d铁
/、 、

ke
r

(f ”
,

p d (
、

N) + p d吸
/、 N p厅(叼⑧ s

Q)) }
·

4 主要结果及应用

MsRN
Z了l、、

一一T设定理 2 )
(队 , ) “ 左 N O e t h e r 环

,

“ “ “ 平” “ ` 模
,

贝”

am
x

{L G D (R )
,

L G D (S ) } ( LC D (乃成 l + m a x

{L G D (S )
,

证 由定理 1 与推论 1知
,

不等式的第二个不等号成立

,

1 + p d心的 + L G D (R / M的 }
·

.

下面只需再证其第一个不等号

也成立
.

不妨设 。 为任一左 、 模
,

贝”

〔(
(N

,

、 )。 ·

}(
注意到 ( N

,

)S 为投射右 T 模
,

故有

M⑧ sQ 、
Q 2

T 模
,

且有左 S 模同构

M⑧·

Q 、
Q 了

(
*

截
,

){
“ 左

(
*

截
,

){
! 。

·

d(P
·

。 )落

域
了

,

以
“

含
。

)
,

(
*

会
、 ,

)〕)
,

由此即得 L G D (S ) 毛L G D (刀
.

同理可得 L G D (R ) 毛 L G D (刀
,

故有

m a x

{L G D (R )
,

L G D (S )}簇 L G D (刀
·

推论 2 在定理 2 的条件下
,

(i )若 N 二 0
,

则

m a x

{GL
D ()R

,

( 11)若 口= 0
,

则

L G D (S)} ( L G D (乃蕊 l +
am

x {L G D (S )
,

1 + L G D (R ) };

母网帐
`

汾户札

m a x件G D ()R
,

L G D (S )}毛 L G D (乃簇 l + m a x L G D (S )
,

1 + P d几必 + L G D (R )}:
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) ( ii i若 : 0M O
、

N ~R为满同态
,

则

m a x

{L G D (R )
,

L G D ()S }蕊 L G D (刀簇 l + m
a X

{L G D ()S
,

l + p d (
s
N )

、 。 、 。 二 n 、 、 、 、 、 二 。 、、 。 * * ha 品 。 : _ _ _ _

八 、 厂eR
o e

fR 、 、
r ; , 二

_
、 _

、

石
`

八 ZJ 少 }、 , e 习 八 阴一 !
~

石下节口匕 ,
火 lJ 八 旧 只钧 办目 口 U l l以 “ 7 J 用千 l , n f n , ,

, 夕弋 甲 j 一 l 匕

\ J八e J脚 /

这时我们有

命题 5 若 。
为左 N oe t h er 环 R 的幂等元

,

且 e

叮是一个平坦右了双了模
,

则

m a x

{L G D (e R e
)

,

L G D口双厂)}毛 L G D (R )簇 l + m
a x

{L G D (了双厂)
,

l + p d呱jfR
e
)+ L G I洲e R e

/
e R了R c )}

由文献【51 中 11
.

定理 3
.

4 知
,

若
e R 。 = e只j R e ,

则 e

fR 为有限生成投射右 了只厂模
,

fR
。 为有限

生成投射左 了只了模
,

故有

推论 3 若
` 为左 N oe t h er 环 R 的幂等元

,

且 e R 。 = e
jR R e ,

则有

、

l
AR!月

;L了卜R
一曰日/了l、、

m a x

{L G D (e R e
)

,

L G D (了双乃}毛 L G D (R )毛 l + am
x

{L G D (了双门
,

l }
,

若 A 为环 R 的一个右理想
,

记口(A ) = {所州 rA 互 A }
,

则由文献 31[ 中 1
.

I H 知
,

为一个 M o r i t a 系统环
.

据此
,

我们有

命题 6 设 A 为左 N oe t h er 环 R 的一个右平坦理想
,

口()A 定义如前
,

则
_ _ _ _ _

_

` ,

。 n
, 。 , 』 、 、 ,

。 。
, n , 、 了

,

。 。 了了口(通 ) 月 、、了
, . _ _ _ _ _ ,

。 ;

。 。
, 。 、 , . ,

。 。
,。

_ _
」 , 。 , 月、 、 、

1 l l d 入 i L 气〕 L 声 L日 L入 ) )
,

七气
.

J 工少叹八 )矛义七气J l 夕 1 1 _ 一 J I义 l 卞 1 11改入 下L 气J l 少 t八 )
, 1 卞 L 气」」少气E l l U t八 /入 ) )子

.

\ \ 入 K / /

证 注意山文献 !3 1中 1
.

1
.

1 1知口(A ) /A二 E n d (R / A )
,

即可得证
.

致谢 对周伯博教授的指导和审稿人提出的修改建议
,

均表示感谢
.

"乙卜
r飞`
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