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摘要: 简单介绍统计物理与纽结理论中的一些组合问题,包括反射对称图的 dimer 问题与支撑树的计数问题, D imer 问

题的熵与边界的关系,计数平面图的完美匹配数的图压缩方法, 链环多项式的计算以及 Jones 多项式的零点的分布问

题,主要综述近年来我们在这些问题中得到的部分结果.
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1  导  引

统计物理大系统的研究中, 从 20世纪 40 年代以

来就出现了组合学方法的踪影,如 1944年数学家 On-

sager对二维 Ising 模型的求解, 1960 ) 1961 年期间

Kasteleyn, F isher, Temperley 对二维格子(见图 1( a) )

上的 Dim er 问题的求解都反映出组合方法的影响,特

别是后者所引入的 Pfaf fian方法
[ 1-2]
成为数学家与统

计物理学家的热门研究对象, 2006年 Fields奖获得者

Okounko v的获奖成果之一(见文献[ 3] )就与这方面

的工作密切相关.

纽结(更一般地,链环)本身具有丰富的组合性质.

纽结的早期研究虽然与物理学家 Kelvin有关, 但他所

期望建立的用以表达原子的以太中的纽结状漩涡并不

存在.纽结理论与统计物理的本质联系建立于 20世纪

80年代, Jo nes在研究 Von Neum ann代数时偶然发现

了纽结的新的多项式不变量, 即 Jo nes多项式[ 4-5] , 他

因此获得 1990年的 Fields奖,在此基础上建立了纽结

理论与统计物理的新联系.

统计物理研究大量粒子的集合, 为了描述其中的

相变现象,物理学家定义了图(以各种二维网格为特

例)上的自旋模型, 从而给出系统的配分函数.纽结理

论与统计物理的联系是建立在链环投影图(即把三维

空间中的链环投影到一个二维平面上的结果)与平面

上的符号图的对应上(见图 2的例子) , 即把链环投影

图的各个区域以黑白二色作棋盘式着色, 以黑面为顶

点,用边表示黑面之间的交叉关系,用边的符号表示交

叉点的上下跨越情况, 得到一个符号平图; 反之,从一

个符号平图出发可以通过中间图( medial graph)构造

得到一个链环的投影图. 进而, 对某些自旋模型而言,

人们发现了链环的 Reidemeister III 型变换与顶点模

型的由 Onsag er 引入的星-三角变换相吻合(见图 3) ,

在此基础上建立了统计物理与纽结理论之间的联系.

图 1  统计模型中出现的平面,柱面, 环面, M Ê bius 带,

K lein 瓶上的格子

F ig. 1 L attices embedded in the plane, cylinder , to rus,

MÊ bius str ip, K lein bott le in statistical models

图 2 链环投影图与符号平图的一一对应的一个例子
F ig . 2  T he co rr espondence bet ween link diagr ams and

sig ned plane gr aphs- an ex ample



图 3 R eidemister III变换(上)和星- 三角变换(下)

Fig . 3  Reidemeister III move and star- triang le tr ansfo rmation

近年来我们的主要工作之一即围绕统计物理与纽

结理论中的组合问题而展开.以下将对我们近期得到

的一些结果做简单介绍.

2  Dim er 问题与支撑树的计数问题

Dimer 问题源于双原子分子在固体表面的吸附模

型, 支撑树问题则源于 Kir kchhof f 关于电网络的工

作.从组合角度来看, 求解 Dimer 问题本质上等价于

求一个图的完美匹配的数目, Lovasz等著名的专著[ 1]

着重讨论了这个问题.近 10多年来这方面取得了许多

非常重要的结果, 如 Rober tson 等解决著名的 Po lya

的 Permanent 问题 [ 6] , Kenyon 等解决环面边界上的

Dimer问题及其相关问题[ 3] 等.

假设 G 是一个连通图,记 M (G)与 t ( G)分别为图

G的完美匹配 ( perfect m atchings) 的数目与支撑树

( spanning t rees)的数目. 如果 G 的每条边带权, 定义

G中的一个完美匹配M 的权为 M 中所有边的权的乘

积, G 的一棵支撑树 T 的权为 T 中所有边的权的乘

积 , 在不会混淆的情况下,我们仍然分别用M ( G)与

t( G)表示权图 G 的所有完美匹配的权和与所有支撑

树的权和. 用 G @ H 表示两个图 G 与 H 的卡氏积

( Car tesian product) .

2. 1  反射对称图的完美匹配数

设 G是一个图, 如果 G 在通过某个平面或某条直

线 l 的反射变换下是不变的,则称 G为反射对称图,简

称为对称图.如果给一个对称图 G 的每条边分配一个

权,使得此权图在反射变换下每一个轨道上的边的权

相等,则称此权图为一权对称图. 对称图 G 中位于对

称轴 l 上的顶点的数目的一半称为该对称图的宽度,

以 X( G )表示. 显然, 当 X( G )不是整数时,则 M (G) =

0.因此我们下面总假设对称图 G 中位于对称轴 l 上的

顶点数目为偶数.

若 G= ( A , B )是一个权对称平面偶图, 其对称轴

为 l. 为方便起见, 我们总假设对称轴是水平方向的,

并设 G 的位于 l 上的顶点从左到右依次为 a1 , b1 , a2 ,

b2 , ,, aX( G) , bX( G) .对 G 的顶点集的 2部划分分别

着以黑白两色, 并且我们可以进一步假设 G 中位于对

称轴 l 上最左边的顶点 a1 的着色为白色.下面定义图

G的两个子图G + 与 G- .实施如下的切割图运算:去掉

G中所有白色的a i 与黑色的 bi 上面的边与所有黑色

的a i 与白色的 b i 下面的边,注意到这个切割运算使对

称图 G 的对称轴上的每一条边的两个端点的上面的

边或者下面的边同时去掉.让对称轴上的边的权减少

一半,而 G 的其他边的权保持不变. 因为对称轴分隔

G,上述切割图运算过程把 G 分拆成上下两部分,分别

记为 G+ 与 G- .

Ciucu 在文献 [ 7] 中证明了如下匹配因子定理

( matching factorizat ion theo rem ) .

定理 1
[ 7]  设 G 是一个平面权对称偶图, 它可以

按上面定义分拆成上下两部分 G+ 与 G- ,则

M(G) = 2X( G)
M (G+ ) M(G- ) .

Ciucu的结果有许多应用, 见文献[ 7] . Ciucu考虑

的对称图中反射轴通过 G 的一些顶点而与 G 的边不

交,对于不通过 G 的顶点而只与 G 的某些边相交的对

称图,我们得到了以下结果.

定理 2
[ 8]  如果 G 是一个反射对称的平面图, G

中无顶点位于反射对称轴 l 上, 且 G 中与 l 相交的每

条边的两个端点在反射变换下是互换的, 则存在一个

含有自环且顶点数只有 G 的顶点数一半的图 G 及 G

的一个定向G
e
, 使 G 的完美匹配数等于| det A( G

e
) | ,

其中 A ( G
e
)表示 G

e
的斜邻接矩阵. 对于赋权图,相应

的结果也成立.

利用以上结果, 我们同时证明了如下结果.

定理 3
[ 8]  设 G 是一个简单图, 且 G 在至多收缩

一个奇长圈后, 不含有 K 2, 3的偶剖分, 则 G 存在一个

Pfaf f ian定向 G
e, 它的每个偶长圈在 G

e 中是奇数定向

的,使

M(P 2 @ G )= det ( A( G
e
)+ I) ,

其中 A( G
e
)是 G

e
的斜邻接矩阵, I 是单位矩阵, Pk 表

示 k 个顶点的路.

定理 4
[ 8]  设 G 是一个二部图,它不含长为 4k 的

圈, k I {1, 2, ,} ,则

M(P 2 @ G) = F
H
(1 + H

2
) ,

其中 H跑遍G 的所有非负特征值.特别, 如果 T 是任

意一棵树,则 P2 @ T 的完美匹配数等于 F
H
(1 + H2

) ,

其中 H跑遍T 的所有非负特征值.
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定理 5
[ 9]  设 T 是任意 n 个顶点的树, C4 表示 4

个顶点的圈, T 的特征值为 H1 , H2 , ,, Hn ,则

M(C4 @ T ) = F
n

j= 1
(2+ H2

j ) .

特别, C4 @ T 的完美匹配数是一个完全平方数或一个

2倍的完全平方数( squarish) .

定理 6
[ 9]  设 T 是一棵 n 个顶点的树,则

M(P 4 @ T ) = F
A
( 1+ 3A2

+ A4
) ,

其中 A跑遍T 的所有非负特征值.

定理 7
[ 9]  设 T 是有完美匹配的树, 则

M(P 3 @ T ) = F
A
( 2+ A2

) ,

其中 A跑遍 T 的所有正特征值. 特别此时有: C4 @ T

的完美匹配数等于P 3 @ T 的完美匹配数的平方.

Lin等在文献[ 10]中把定理 5~ 7 中的结果推广

到了 T 是单圈非二部图的情形.

2. 2  Dimer 问题的熵与边界条件

在统计物理中, Pn @ Pm , P n @ Cm 与 C n @ Cm 分别

称为具有自由边界, 柱面边界条件与环面边界条件的

方平面格子图 (分别见图 1 中 ( a) ~ ( c) ) . 1961 年,

Kasteleyn [ 11]与 T emperley 等[ 12] 几乎同时独立地证明

了 Pn @ Pm 的完美匹配数除以
mn
2
收敛于

2c
P

U 0. 583 1

(当 m, n y ] ) , 这里 c = E
]

k= 1

(- 1) k

2k - 1
称为 Catalan

常数,统计物理学家把这个极限称为自由边界条件的

方格子图的 Dimer 问题的熵( Entropy ) , 简称 Dimer

熵. Kasteleyn
[ 11]
同时还证明了自由边界条件、柱面边

界条件与环面边界条件的格子图的熵相等, 即平面方

格子图的 Dim er 熵与这 3个边界条件没有关系.自从

Kasteleyn
[ 11]
与 T em perley 等

[ 12]
发现解二维 Dim er 问

题的 Pfaf fian方法以来, 许多数学家与物理学家对其

他具有环面边界条件的二维格子, 包括六角形格子

( H exago nal latt ice 或 H oney com b lat t ice) , 三角形格

子( T riang ular lat tice) , Kag ome 格子, 3. 12. 12 格子,

4. 8. 8格子, Union Jack 格子等等的 Dimer 问题进行

了大量的研究. 特别是 Kenyo n等
[ 3]
研究了具有环面

边界条件的一般二维平面格子的 Dim er 问题,得到了

Dimer熵的表达式, 他们的结果发表在著名的期刊 )

美国数学年刊 ( Annals of Mathem at ics )上, 这也是

2006年菲尔兹奖获得者 Okounko v 的主要获奖工作

之一.

上一段说到自由边界条件, 柱面边界条件与环面

边界条件的平面方格子图的 Dimer 熵是一样的,物理

学家曾经证明许多大系统其统计力学渐近行为与其边

界状况无关 [ 13] . 但对于边界条件对 Dimer 熵的影响,

Kasteleyn
[ 11]
曾经写到: The ef fect of boundary cond-i

t ion is, how ever, not ent irely t rivial and w ill be dis-

cussed in m ore detail in a subsequent paper(边界条件

的影响不完全是平凡的, 将在接下来的文章中详细讨

论) , 但是 Kasteleyn 后面再没有发表这样的结果. 我

们对此问题也进行过一些研究,在文献[ 14]中,我们研

究了具有柱面边界条件的六角形格子图, 8. 8. 4格子

图与 8. 8. 6格子图的 Dim er 问题,得到了它们的计数

公式与 Dimer 熵. 特别我们证明了: 具有环面边界条

件的六角形格子图(如图 4( a) )与具有柱面边界条件

的格子图(如图 4( b) )的 Dim er 熵是不同的,即六角形

格子图的 Dim er 熵与边界条件是有关的.

图 4  ( a) 具有环面边界条件的六角形格子图;

( b)具有柱面边界条件的六角形格子图

Fig. 4 ( a) T he hexag onal lattice w ith tor oidal bo unda ry

conditio n; ( b) T he hex ago nal latt ice wit h cy lindrical

boundar y condition

2. 3  计数完美匹配的图压缩法

设 A= { a1 , a2 , ,, as }与 E= { ei
1
, ei

2
, ,, ei

t
}分别

为图 G 的一个顶点子集与边子集, 从 G 中删去所有A

中的顶点得到的子图记为 G - A 或 G - { a1 , a2 , ,,

as} ,从 G中删去所有E 中的边得到的子图记为分G-

E或 G - { e i
1
, ei

2
, ,, ei

t
} . 受到 Dodg sonc s Determ-i

nant ) Evaluat ion Rule 的启发, P ropp
[ 15]
首先发现了

计数平面二部图的完美匹配的顶点压缩方法如下:

定理 8
[ 15]  设G= ( U, V )是一个平面二部图, 且

| U | = | V | ,顶点 a, b, c, d 依次形成 G 的一个四圈面,

且 a, c I U, b, d I V .则

M(G) M(G- { a, b, c, d} )= M (G- { a, b} )M (G-

 { c, d} )+ M( G- { a, d} )M(G- { b, c} ) .

利用组合方法, Kuo[ 16] 推广了 Pro pp 的结果如

下:

定理 9
[ 16]  设G= ( U, V )是一个平面二部图, 且

| U | = | V | ,顶点 a, b, c, d 依次出现在 G 的一个面上.

则
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( i) 如果 a, c I U, b, d I V , 则

M(G) M(G- { a, b, c, d} )= M (G- { a, b} ) M(G-

 { c, d} )+ M( G- { a, d} )M(G- { b, c} ) .

( ii) 如果 a, b I U, c, d I V ,则

M(G- { a, d} )M (G- { b, c} )= M( G)M( G-

 { a, b, c, d } )+ M(G- { a, c} )M (G- { b, d} ) .

上面两个结果对非二部的平面图是不成立的,对于非

平面二部图的情形, Keny on 首先发现了如下结果(但

他没有正式发表) :

定理 10  设 G 是一个平面图,顶点 a, b, c, d依次

出现在G 的一个面上.则

M(G) M(G- a- b- c- d)+ M (G- a- c)M (G-

 b- d) = M (G- a- b)M (G- c- d) + M( G-

 a- d)M (G- b- c) .

利用 Ciucu 的匹配因子定理( matching facto riza-

t ion theorem) (见定理 1) , 我们在文献[ 17-18]中分别

得到了更一般的关于计数平面图的完美匹配数的顶点

压缩方法的结果.

定理 11
[ 17]  设 G 是一个具有 2n个顶点的权平

面图,顶点 a1 , b1 , a2 , b2 , ,, ak , bk (2 [ k [ n)依次出现

在 G的一个面上, 记 A = { a1 , a2 , ,, ak } , B= { b1 , b2 ,

,, bk } .对任意的 j = 1, 2, ,, k,则

E
YAB, | Y |为奇数

M (G- aj - Y)M (G- A \ { aj } - Y) =

 E
W AB, | W |为偶数

M(G - W) M(G - A - W ) ,

其中第 1个和跑遍 B 的所有奇数个顶点的子集 Y ,第

2个和跑遍 B 的所有偶数个顶点的子集 W , Y = B \ Y ,

W = B\W .

定理 12
[ 18]  设 G 是一个具有 2n个顶点的权平

面图,顶点 a1 , b1 , a2 , b2 , ,, ak , bk ( 2 [ k [ n)依次出现

在 G的一个面上, 记 A = { a1 , a2 , ,, ak } , B= { b1 , b2 ,

,, bk } .对任意的 j = 1, 2, ,, k,则

M(G) M(G - A - B) = E
k

i= 1
M( G- aj - bi )M (G-

 { aj , bi } ) - E
k

i= 1
M (G- a i- aj )M( G- { a i , aj } ) ,

其中{ aj , bi }= ( A G B ) \ { aj , bi } , { ai , bj } = ( A G B ) \

{ ai , aj } .

由定理 12,下面的推论是显然的.

推论 1
[ 19]  设 G= (U, V)是一个平面二部权图,

U= { u i | 1 [ i [ n} , V = { v i | 1 [ i [ n} .顶点 a1 , b1 , a2 ,

b2 , ,, ak , bk (2 [ k [ n)依次出现在 G 的一个面上, 记

A= { a i | 1 [ i [ k } AU , B= { bi | 1 [ i [ k } AV .对任意

的 j= 1, 2, ,, k,则

M(G) M(G - A - B) = E
k

i= 1
M( G- aj - bi )M (G-

 ( A G B) \ { aj , bi } ) .

有关计数完美匹配的图压缩方法方面的进一步结

果见文献[ 20-22] .

2. 4  反射对称图支撑树的计数

Kir chhoff在文献[ 23]研究电网络的过程中,首先

考虑了图的支撑树的计数问题, 它是数学
[ 24-30]

与物理

学[ 31-34]中的一个有趣的基本问题. 支撑树的计数问题

也与统计物理中的 q-state Po tts m odel 的配分函数

( part it ion funct ion) 密切相关
[ 35-36]

, 近年来文献[ 32,

37-39]对正则格的支撑树的计数与渐近增长常数进行

了研究.

Temper ley 在文献[ 40]中发现了一个 m @ n方格

子图的所有支撑树到一个(2m+ 1) @ ( 2n+ 1)方格子

图删去四个角中的任意一个顶点得到的图的完美匹配

之间的一个一一对应, P ropp与 Burton等在文献[ 25]

中把这个结果推广到了一般平面图的情况,后面 Ken-

y on等在文献[ 27]再把这个结果推广到了权有向平面

图的情形.

利用代数方法与组合方法, 我们在文献[ 26]中首

先对所有轨道只有两个顶点的平面反射对称图 G 的

支撑树的计数问题进行了研究, 证明了 G 的支撑树的

数目 t ( G)可以表示为: t( G)= 2X( G)
t ( G1 ) t ( G2 ) , 其中 X

( G)为反射对称轴通过的面数, 而 G1 与 G2 是顶点数

只有 G 的顶点数的大约一半的两个图.

对于每个轨道具有一个顶点或两个顶点的一般的

反射对称权图 G (可以是非平面权图) , 我们在文献

[ 30]中证明了 G 的所有支撑树的权和 t ( G )可以表示

为: t ( G)= 2n- 1
t ( GL ) t ( GR ) ,其中 n为只有一个顶点的

轨道数,而GL与G R是顶点数只有G 的顶点数的大约一

半的两个图.作为这个结果的应用,我们给出了几乎完

全图( almost-complete g raph ) , 几乎完全二部图 ( a-l

m ost-com plete bipartite gr aph ) , MÊ bius 梯 ( M Êbius

ladder) , 一个图的两个拷贝的几乎联 ( almost- join of

tw o copies of a g raph)的支撑树的计数公式.

我们在文献[ 41]还研究了每个轨道都有 n( n> 2)

个顶点的所谓旋转对称权图 G(假设它有 N 个顶点)

的支撑树的计数问题,证明了 G 的所有支撑树的权和

可以表示为

t( G) =
1
n
t( D0 ) F

n- 1

k= 1

t( D k, u) ,

其中 D 0 为一个 N / n个顶点的权图, 而 D 1 , D 2 , ,, D k
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均为N / n+ 1个顶点的权有向图, t ( D 0)为 D 0 的所有

支撑树的权和, t( D i , u) ( i \1)为 D i 中以 u 为根点的

所有有向支撑树的权和. 作为这个结果的应用,我们得

到了统计物理中的 5个具有柱面边界条件的格子图

(即: 六角形格子图, 8. 8. 4格子图, 3. 12. 12 格子图,

33 . 42 格子图与三角形格子图)的支撑树的计数公式.

3  链环多项式的计算及其零点分布
问题

本节我们主要讨论 Jo nes多项式和 H omfly 多项

式的计算以及 Jones多项式的零点分布问题. H om fly

多项式
[ 42-43]

是 Jones 多项式的推广. 从计算复杂性的

角度,计算它们都是困难的[ 44-45] .

3. 1  Jones多项式

导引中符号平图与链环投影图之间的一一对应在

20世纪初就曾被用来编纂纽结表 [ 46] ,并在 20世纪 80

年代,链环的 Jones多项式的主体 Kauf fm an括号多项

式
[ 47]
通过该对应被 Kauffman 转换成为符号平图的

Tut te 多项式 [ 48] . 这样 Jo nes多项式的计算问题就转

化成为符号图的 Tut te 多项式的计算问题.

Landvo y 在文献 [ 49] 中给出了 pretzel 链环的

Kauf fm an括号多项式的递推公式和相应的 M aple 计

算程序. 在文献[ 50]中, M anch�n给出了 pretzel链环

的 Kauf fm an 括号多项式的闭公式并分析了其跨度.

注意到在符号平图与链环投影图的一一对应下, pret-

zel链环的标准投影图 P ( n1 , n2 , ,, nm ) (图 5)对应于

符号的广义 theta图 H( n1 , n2 , ,, nm ) . 设 S m 为由两个

顶点连接m 条平行边构成的图, 我们称它为叶图, 则

广义的 theta图是叶图的剖分图.

图 5 P retzel链环的标准投影图 P( c1 , c2 , ,, cn )

F ig . 5  T he pr etzel link P( c1 , c2 , ,, cn)

在文献[ 51]中, Read和 Whitehead研究了剖分图

的色多项式,建立了其与原图的链多项式的关系. 在文

献[ 52]中, 他们进一步研究了剖分图的 T ut te多项式

与原图的链多项式的关系.在文献[ 53] ,我们研究了符

号图的剖分图的 Tut te 多项式与原图的链多项式的关

系,从而可以用来处理链环的 Kauf fm an 括号多项式,

得到了下述结果.

定理 13
[ 53]  设 G 是连通标号图, Gc 为G 的符号

剖分图, na为 G 中标号为 a 的边在 G c 中对应的链的

所有边的符号和.设 Ch[ G]为 G 的链多项式, Q[ Gc ]为

Gc 的 Tut te多项式. 如果在 Ch[ G]我们将系数中的 w

替换为 1- d
2 ,将边的标号 a替换为(- A

- 4
)
n
a ,则

Q[ Gc ] = A
s

d
n( G) Ch[ G] ,

这里 s 是G c 的所有边的符号之和, n( G)是 G 的基圈

数( cyclomat ic number) .

特殊地, 我们得到了 pretzel链环的 Kauf fm an括

号多项式的另一闭公式. 我们指出文献[ 54] , 作者建立

了纽结与多面体的联系, 从而将链环的 Kauf fman 括

号多项式的计算归结成了 2 个小图与 3- poly tope (即

3-连通 3-正则平面图)的链多项式的计算问题.

有理链环(图 6)由与有理数一一对应而得名, 是

纽结理论中的一类基本的交错链环. 该类链环对应的

符号平图都可从扇图通过将扇的边缘边剖分和辐边变

为若干平行边得到. 这促使我们研究一般图经过将一

些边剖分,而另外一些边变为若干平行边后得到的符

号图的 Tut te多形式的计算问题,在文献[ 55] , 我们研

究了该问题,定义了图的 W-多项式, 建立了其与原图

的W-多项式的关系.

图 6  有理链环 R( m1 , m2 , ,, m2k+ 1 ) ,虚线方框内

为有理 t ang le

F ig. 6 T he r ational link R( m1 , m2 , ,, m2k+ 1 ) , wher e in t he

dashed box is the ratio nal tangle

特殊地, 运用转移矩阵法得到了有理链环的

Kauf fm an括号多项式的闭公式
[ 55]

.在文献[ 56]中, W-

多项式被用来求一类多面体链环的 H omfly 多项式.

以上工作促使我们进一步考虑将图的每条边替换
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成任意一个符号图后得到的符号图的 T ut te多项式的

计算问题.该问题的非符号图情形(称为 tensor prod-

uct ) , 或更一般的拟阵的情形已经被研究, 见文献[ 57-

58] . 我们研究了该问题的符号图情形[ 59] ,得到了下面

的结果.

定理 14
[ 59]  设 G 是连通标号图, G

~

为由 G 通过

将其每条边a 替换成一符号图 H a 得到的符号图. 设

H ac是由 H a 通过粘结 H a 的对应a 的两个端点得到

的图,令

Aa= A[ H a ] = 1
d

2- 1
( d Q[ H A] - Q[ H ac] ) ,

Ba= B[ H a ] = 1
d

2
- 1

( dQ[ H Ac] - Q[ H a ] ) ,

Ca= C[ H a ] = 1+ d
A[ H a ]
B[ H a ]

.

如果在 Ch[ G]我们将系数中 w 替换为 1- d
2 , 将边的

标号 a替换为 Ca ,则

Q[ G
~

] =
Fa I E( G)Ba

d
n( G) Ch [ G] ,

这里 n(G)是 G 的基圈数.

特殊地,我们在文献[ 60]中计算了 M ontesinos链

环(见图 7)的 Kauffman 括号多项式并设计了计算程

序.注意将一个标号平图的每边都替换成一个符号平

图所得到的符号平图对应的链环投影图可以由该标号

平图通过将边替换成相应的 2- tangle 得到. 需要指出

的是 Diao 等也研究了符号图 tensor pr oduct 的 T ut te

多项式的计算问题,他们建立了其与 colored T ut te[ 61]

多项式的联系, 见文献[ 62-63] .与我们的工作本质上

是一致的.

另外, 一个平图对应的链环的分支数与该图的

Tut te 多项式在( - 1, - 1)处的取值有关. 在文献[ 64]

中,作者确定了几种方格子图(图 1( a)和 ( b) )对应的

链环的分支数, 其他几类常见格子图(如三角形格子和

六角形格子, 见图4( b) )也已经被研究.在文献[ 65]

图 7  M ontesinos 链环 M( R1 , R2 , ,, R l ) , R i 为有理 t ang le

F ig. 7 M o nt esino s link M( R1 , R2 , ,, R l ) , w here each R i

represent s a r atio nal tang le

中,作者刻画了对应的链环的分支数等于图的基圈数

加 1的平图的结构.

3. 2  H omfly 多项式

在 3. 1, 我们考虑了 Jones 多项式, 本小节我们考

虑图替换对应投影图的 H om fly 多项式的计算问题,

我们将主要用纽结理论的语言来叙述. 给定一个平图,

在文献[ 66]中, Jaeg er 通过将每条边上覆盖上一个相

同类型的 clasp 为之联系了一个有向链环, 并建立了

该无符号平图的 T utte 多项式和所得有向链环的

H omfly 多项式之间的关系. 在文献[ 67]中, T raldi引

入了赋权图的双色多项式.他通过将平图的每条边上

覆盖上 4个不同类型的 clasp之一, 为平图联系了一

个有向链环并建立了赋权平图的双色多项式和所得有

向链环的 H o mfly 多项式之间的关系.注意到这 4种

clasp 都是特殊的交错定向 2-tang le, 我们自然地考虑

将一个图的每条边 e替换成任意一个交错定向 2-tan-

gle T e(图 8)得到的有向链环的 H om fly 多项式的计

算问题.

图 8  将边替换成交错定向 2- tang le

Fig . 8  Replacing an edge by an alter nat ingly o riented 2- tangle

设 L 是一个有向链环,记 PL ( v, z )为 L 的 H om-

fly 多项式. 设 G 是一个边赋权图,记 QG ( t, z )为赋权

图 G的双色多项式.设 T 是一个 2-tangle,记 N ( T )和

D(T )分别为 T 的分子和分母(图 9) , 相当于定理 14

中的 H a 和 H ac.我们在文献[ 68]得到一个与定理 14

类似的如下结果:

定理 15
[ 68]  设 G 是一个图, D(G )是由 G 通过将

每条边 e 替换为交错定向的 2-tang le T e 得到的有向

链环. 记D=
v

- 1
- v
z

. 若在赋权图G中指定边e的权为

w ( e) =
DP N( T

e
) - PD ( T

e
)

DP D( T
e
) - P N ( T

e
)
,

则
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图 9 2- tang le 的分子和分母

Fig. 9 N umerato r and deno minator of the 2- tang le T

PD( G) ( v, z ) = D- 1
( F
e I E( G)

L( e) ) QG (D, D) ,

这里 L( e) =
DP N( T

e
) - P D( T

e
)

D2- 1
.

最近化学家用 DNA 链合成了许多多面体链环并

在分子设计方面作了一系列工作, 他们合成与设计的

许多链环状分子都可以由多面体框架通过将边替换成

整 tangle 得到,文献 [ 69]给出了他们的 H o mfly 多项

式的计算方法, 是上述定理 15的特殊情形. 另外我们

指出标号图的链多项式与赋权图的双色多项式都是赋

权图的 Tut te多项式的变体. 顺便指出我们还考虑了

可能的用苯链构成环状和纽结状构的分子, 研究了它

们的计数与最小结构问题,见文献[ 70-71] .

3. 3  零点分布与统计物理

在统计物理中对零点的研究源自于 Yang 和 Lee

的 2篇关于相变的论文[ 72-73] ,对铁磁 Ising 模型,得到

了著名的 Yang-Lee 圆定理. Pot ts 模型 (见著名的综

述文献[ 36] )是 Ising 模型的推广. Po tt s 模型的配分

函数等价于 T ut te 多项式
[ 74]

. 其零点已经被广泛研

究,尤其是 0 温度的反铁磁 Po tts 模型的配分函数即

色多项式[ 75] .

Jones多项式也是 Po tts 模型的配分函数的特殊

情形, 见文献[ 76] . 其零点已经开始被研究[ 77-78] ,他们

研究了一些链环类的 Jones多项式的零点分布情况.

我们也研究了一些类的 Jones 多项式的零点分布情

况
[ 79-80]

.设{ f n( x ) | n= 1, 2, ,}是一类多项式, 复数 z

称为{ f n( x ) | n= 1, 2, ,}的零点的极限点, 若或者 f n

( z )= 0对充分大的 n 都成立, 或者 z 是集合 R( { f n

( x ) } )的极限点,这里 R( { f n ( x ) } )是所有 f n ( x )的零

点构成的集合. 注意到这些论文中有许多链环类的

Jones多项式的零点在以原点为圆心的单位圆上都是

稠密的,而这些链环类都是某个图的剖分图对应的链

环类,我们在文献[ 82]中,运用 Ber aha-Kahane-Weiss

定理[ 83] 和类似文献[ 81]的方法证明了下面的一般结

果:

定理 16
[ 82]  设 D 是一个连通即约交错链环投影

图, C是 D 的交叉点集, Cc是 C 的非空子集. 设 D
n

( Cc) , n= 1, 2, ,是由 D 通过将 Cc中的每个交叉点都

沿 A-通道拧成 n个交叉点得到的投影图.则{ D n
( Cc) |

n= 1, 2, ,}的 Jones多项式的零点的极限点是单位圆

| z | = 1(这不依赖于 D 和Cc的选择)和若干孤立点,且

这些孤立点可由对应 D 的图 G 的子图的流多项式确

定.特殊的, 对任意 :> 0, 只要 n 足够大, D n
( C) 的

Jones多项式的所有零点都位于圆| z | = 1+ : 内.

定理 16中的链环类 D
n
( Cc)实际上就是对应任意

图的某些边的 uniform 剖分类. 对于图和有向图而言,

人们研究得最多的是特征多项式. 在文献[ 85] ,作者得

到了关于特征多项式零点分布的下述结果:

定理 17
[ 85]  图的特征多项式的零点在实直线上

稠密;有向图的特征多项式的零点在复平面上稠密.

此外我们还发现了一类无穷图类, 它们的零点的

极限点具有分形的结构, 见文献[ 86] .

受文献[ 85]和[ 86]的促动, 我们进一步研究了零

点在复平面上的整体分布情况, 利用 So kal 的方法

[ 84]和 pretzel链环在文献[ 59]中证明了下述结果:

定理 18
[ 59]  Jones 多项式的零点在整个复平面

上是稠密的.
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Some Combinatorial Problems in Statistical Physics

ZHA NG Fu-ji1* , YA N We-i gen2, J IN Xian-an

( 1. Schoo l o f M athematical Sciences, Xiamen U niver sity, Xiamen 361005, China;

2. Schoo l o f Science, Jimei U niv ersit y, X iamen 361021, China)

Abstract: In this paper we fir st g iv e a simple intro duction to somecombinator ial pro blems in statistical physics and knot theor y.

T henw e sur vey some r esults of our gr oup in these r espects o btained inr ecent years, including enumerations of dimer and spanning

trees ofg raphs w ith r eflectiv e sy mmetry , the relation bewteen dimer entro py and lat tice bo undary, g raphica l condensation method on

enmuerating per fect matching s, comput aions of link polynomials and zero s o f theJo nes po ly nomials, etc.

Key words: g raph; pefect matching; spanning tr ee; enumeratio n; link; g raph polynomial; link po ly no mial; zer os; statistical physics
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