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摘要 对于具有光滑边界的凸弹子球映射,本文构造一系列恰当的典则变换使其在近边界区域内转化

为一个任意阶可积的表达式. 这一可积表达式可以用来揭示凸弹子球系统的谱不变量.
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1 引言

弹子球系统描述质点在一个 2 维具有光滑边界的封闭区域 Ω ⊂ R2 内的无摩擦直线运动. 当质点

触碰到边界 ∂Ω 时, 反弹并延续直线运动 (入射角等于反射角), 参见图 1. 当边界 ∂Ω 严格凸时, 质点

的运动可以解释为一个 “辛扭转映射” 的轨道, 参见文献 [1]. 这一结论可以将弹子球的几何直观转化

为一个动力系统, 而后者, 经由 20 世纪 80 年代动力系统专家的努力 (参见文献 [2, 3]), 已经形成一套

完善的辛扭转映射理论.
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图 1 入射角等于反射角
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尽管凸弹子球系统的动力学本质是明显的, 然而关于它的定性理论却相当不平凡. 具体来说, 边

界的几何形态对于映射拓扑结构产生了刚性的约束,即著名的 “长度谱猜想”和 “Birkhoff猜想”.下面

将致力于揭示 Birkhoff 的典则表达式与这些刚性猜想之间的关联.

1.1 凸弹子球的动力学

不失一般性, ∂Ω = ξ(s) 依赖于弧参变量 s 且假设周长固定为 1. 取 v 为 s 参数位置的入射角度,

则相邻两次弹射的位置可以确定对应于一个带状区域 A = [0, 1]× [0, π] 上的微分同胚 (参见图 1)

ϕ : (s, v) → (s, v). (1.1)

这一同胚由如下的生成函数决定:

h(x, x) := −∥ξ(s)− ξ(s)∥, ∀ (x, x) ∈ R2, (1.2)

这里 x ≡ s (mod 1) 和 x ≡ s (mod 1) 为相应点在 [0, 1) 区间内的代表元. 这表明

∂1h(x, x) = cos v, ∂2h(x, x) = − cos v. (1.3)

由于 −∂12h > 0 处处成立 (严格凸边界), 而且 ϕ 保持一个面积形式 ω = sin vdv ∧ dx (这一形式是 “恰

当” 的, 因为 dα = ω 且 α = − cos vdx), 所以, 凸弹子球系统等价于一个恰当辛扭转映射.

注 1.1 这里 ω 的恰当性是必须的, 只有这样长度谱才成为一个 ϕ 的辛不变量 (参见第 1.2 小

节). 同样地, 在操作 Birkhoff 迭代时, 每一次 Birkhoff 变换都需要保持恰当性, 以保持谱不变量.

引理 1.1 (可逆性) 弹子球系统 (1.1)是可逆的, 具体表示为 ϕ ◦R ◦ϕ = R对于如下定义的反射
变换成立:

R : (s, v) ∈ A → (s, π − v) ∈ A. (1.4)

注 1.2 稍后看到这一特性将在 Birkhoff 迭代过程中保留, 并且对于最终典则形式的 β- 函数产

生了某种约束.

1.2 周期轨道与长度谱

找到系统的周期轨道并研究其性质是弹子球系统的首要目标.最早, Birkhoff利用 “Poincaré最后

几何定理” 证明了对于大于等于 2 的整数 n, 皆存在至少两条周期为 n 的轨道 (参见文献 [4]).

定义 1.1 假定 ∂Ω 的定向为 s 增加的方向, 一条周期轨 γ 的 “匝数” 定义为 γ 沿着 ∂Ω 正的方

向返回初始位置 s 的总的增长数目. “旋转数” 依此可以定义为

ρ(γ) :=
γ 的匝数

γ 的周期数
∈
(
0,

1

2

]
. (1.5)

这里限制旋转数位于 (0, 1/2] 的原因是, R(γ) 天然具有 1− ρ(γ) 的旋转数.

对于任意 p/q ∈ Q 既约形式, 定义 “障碍函数”

B
(
s,
p

q

)
:= min

X∈C(s,p/q)

q−1∑
i=0

h(xi, xi+1), s ∈ [0, 1) (1.6)

对于 C(s, p/q) 为所有 p/q- 构型 {xi}q−1
i=0 满足 x0 ≡ s 的集合. 可知 B(s, p/q) 的极小点必然对应一条

p/q- 旋转数的轨道 (参见文献 [5, 定理 1.2.4]).
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定义 1.2 对于凸弹子球区域 Ω, “标记长度谱” 定义为

ML(Ω) :=
{

min
s∈[0,1]

B
(
s,
p

q

) ∣∣∣∣ pq ∈ Q ∩
(
0,

1

2

]}
. (1.7)

注 1.3 标记长度谱是 “辛不变量”. 这是因为

ϕ∗α− α = dh(x, x),

如果对于另一恰当辛同胚 Φ : A → A, 如下图可交换:

(x, v)
ϕ−−−−→ (x, v)xΦ

xΦ

(θ, I)
ψ−−−−→ (θ, I),

且 Φ 由 g(x, θ) 生成, 即

dg = β − α

对于一个新的 1- 形式 β 成立且 dβ = ω, 则 ψ 将被如下的函数生成:

~(θ, θ) = h(x, x) + g(x, θ)− g(x, θ). (1.8)

因此, 对于任意的周期轨道 X = {xi}q−1
i=0 , Φ 将映射其为一个 Θ = {θi}q−1

i=0 新轨道但是其长度

A(Θ) :=

q−1∑
i=0

~(θi, θi+1)

=

q−1∑
i=0

h(xi, xi+1) +

q−1∑
i=0

g(xi, θi)−
q−1∑
i=0

g(xi+1, θi+1)

=

q−1∑
i=0

h(xi, xi+1) =: A(X) (1.9)

保持不变.

上述的证明说明, 对于任何两个边界 Ω 和 Ω′, 如果存在恰当的辛同胚使其上的弹球映射共轭, 那

么它们具有同样的长度谱; 反之, 如下的问题是自然的:

问题 1.1 (标记长度谱猜想 [6]) 对于两个不同的弹球区域 Ω 和 Ω′, 如果它们是等谱的, 即

ML(Ω) = ML(Ω′), 是否 ∂Ω 与 ∂Ω′ 等距同构?

注 1.4 Guillemin 和 Melrose [6] 同样讨论了长度谱与如下 Dirichlet 问题的特征值的关系:∆u = λu, 在 Ω ⊂ R2 内,

u |∂Ω = 0.
(1.10)

他们证实了上述的特征值集合覆盖长度谱集合, 并以此引发了著名的听鼓辨形猜测: 通过敲击鼓, 而

不看到鼓, 来断定鼓面的形状.这一问题由 Kac [7] 提出 (事实上, 更早的雏形见于 Hermann Weyl的工

作), 旨在以纯粹的谱观点来揭示 ∂Ω 的形状 (所谓的 “Laplace 谱”).

651



张建路: 凸弹子球系统的 Birkhoff 迭代与谱不变性

1.3 弹子球的可积性

从动力系统的观点, “Liouville 可积” 需要 ϕ 的相空间具有不可缩 (即非拓扑零伦) 不变环面 (“散

焦线”) 形成的叠层结构. Bialy [8] 证明了圆周弹子球是唯一的 Liouville 可积弹子球系统. 如果将全局

叠层改为局部的或者其他指标集, 则可以定义弱的可积性, 典型的例子为椭圆边界的弹子球.

问题 1.2 (Birkhoff 猜想) 除了椭圆, 没有其他的局部可积的凸弹子球系统.

最近关于这一猜想的突破主要为 Kaloshin 与其合作者的一系列工作 (参见文献 [9–11]). 某些证

据显示局部的可积性可以放宽到仅为 1/2 和 1/3 旋转数的散焦线存在 (参见文献 [11]). 然而, 这一问

题的彻底解决仍是一个遥远的目标.

1.4 凸弹子球的 Mather 理论

最初 Mather理论是用来研究 Hamilton动力系统的关于上同调 (或下同调)参数化的极小构型问

题 (参见文献 [2]). 由于在弹子球问题里, 对于整体刚性变量的兴趣远大于对于单一轨道的探索, 因此,

我们仅在此做一个简要介绍.

双向无穷的构型 X = {xi ∈ R}+∞
−∞ 被称为极小的,如果任何 X 的片段都是定端点极小的. 可以验

证极小构型 X 满足 Euler-Lagrange 方程

∂1h(xi, xi+1) + ∂2h(xi−1, xi) = 0, ∀ i ∈ Z, (1.11)

这说明 {([xi],−∂1h(xi, xi+1))}+∞
−∞ 是弹子球映射 ϕ 的轨道. 而且, 每一极小构型都具有唯一确定的旋

转数

ρ(X) := lim
i→±∞

xi
i
. (1.12)

注意到这一表达式与之前 (1.5) 的定义是吻合的.

定义 1.3 (β- 函数) 对于任意既约的 p/q ∈ Q ∩ (0, 1/2], 对应的 β- 函数值定义为

β

(
p

q

)
:=

1

q
min
s∈[0,1]

B
(
s,
p

q

)
.

对于任意的无理数 ω ∈ (0, 1/2], 其 β- 函数值可以用极限表示为

β(ω) := lim
n→+∞

β

(
pn
qn

)
,

这里 {pn/qn}n∈N 为任意逼近到 ω 的既约有理数.

注 1.5 上述定义不依赖于 pn/qn → ω 的选取, 这是因为每一对应 pn/qn- 极小构型的 Xn 均收

敛到一个 ω- 极小构型 Xω (定端点极小).

命题 1.1 [3] 如下陈述 β : (0, 1/2] → R 的若干性质:

(1) β(h) 对于 h ∈ (0, 1/2] 严格凸.

(2) β(h) 在有理点 h ∈ Q ∩ (0, 1/2] 可微, 当且仅当弹子球映射具有 h- 散焦线. 因此, 对于通有的

弹子球边界, β(h) 在有理点处处不可微.

定理 1.1 凸弹子球的 β- 函数是一个辛不变量.

证明 对于任意 h ∈ Q∩ (0, 1/2], β(h)在恰当辛同胚下不变 (基于注 1.3). 由于在无理点 0 < h <

1/2, β(h) 有一个极限表达式, 因此同样是辛不变的.
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如下定理 1.2 实际说明 β- 函数在原点的 Taylor 展开式的系数同样是辛不变量. 这一结论最早在

文献 [6, 12] 中用几何方法说明, 不同于本文的 Birkhoff 迭代方法. 不管怎样, 标记长度谱可以被 β- 函

数的系数簇来替代作为弹子球系统的不变量使用, 因此, 如下的问题可以直觉地提出:

问题 1.3 [13] 对于任何两个不同的凸区域 Ω 和 Ω′, 如果 βΩ = βΩ′ , 是否边界 ∂Ω 与 ∂Ω′ 等距

同构?

问题 1.4 [13] 对于弹子球区域 Ω,如果 βΩ 在原点的邻域 (0, ϵ)内可微 (ϵ > 0),是否 Ω必为椭圆?

这两个问题是标记长度谱猜想和 Birkhoff 猜想各自的等价问题. 确实, 根据命题 1.1(2), 弹子球的

局部可积性等价于 β- 函数在相应区间内的 C1 光滑性. 事实上, 文献 [12] 已经从偏微分方程的观点

断定了 β- 函数在原点 Taylor 展开式的最初几项系数的几何意义, 但是随后的系数则相当复杂以至于

难以辨别其对应的几何意义.

1.5 主要结论

我们在 A的边界邻域内给出一个 ϕ的 Birkhoff典则表达式. 这一表达式有助于得到 β(h)在原点

的显式 Taylor 表达式.

定理 1.2 (结论 1) 对于严格凸的弹子球区域 Ω, 且边界 ∂Ω 充分光滑, 可以构造 C∞ 的恰当辛

同胚 Φ : A → A 使得 ϕ 的表达式 (1.1) 转化为一个 Birkhoff 典则形式

ψ =: Φ−1 ◦ ϕ ◦ Φ : A → A, 满足

x+ = x+ ζ∞(y),

y+ = y∞,
(1.13)

当 y → 0 作为无穷小量时, ζ∞(y) 表述为

ζ∞(y) = y +
∞∑
i=1

c2i+1y
2i+1. (1.14)

注 1.6 (1) 上述表达式的典则变换是通过迭代法得到的, 且每一步都是恰当的.

(2) 上述表达式实际给出了 ψ 在边界处 {y = 0} 的任意阶节函数 (jet function). 虽然上述的可积

形式 (1.13) 无法延拓到任意实体的带状区域 {(x, y) ∈ T× [0, δ)} (δ ≪ 1), 即使 ∂Ω 是 Cω- 光滑的, 但

是我们确实能够得到 β- 函数的一个显式的 Taylor 表达式.

推论 1.1 (结论 2) β- 函数形式上可以表达为

β(h) =

√
2

3
c3/2 +

+∞∑
i=1

2i+ 1

2i+ 3
c2i+1

√
22i+1c

2i+3
2 , (1.15)

这里 ζ−1
∞ (h) 是 ζ∞(c) 的反函数且

c =
1

2
[ζ−1

∞ (h)]2

同样是辛不变的.

注 1.7 对于 c≪ 1, (1.15) 可以用待定系数法形式上表达为

β(h) =
+∞∑
n=0

β2n+1h
2n+1. (1.16)

则可以得到如下的结论:
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推论 1.2 (结论 3) Ω 是一个具有光滑边界的弹子球区域, 则

β3 + π2β1 6 0

且等号成立当且仅当 Ω 是一个圆形区域.

在文献 [12, 第 8 章] 中, 这一不等式被证实等价于圆周不等式. 文献 [5, 13] 同样各自给出了类似

的不等式. 实际上, 由 (2.3)、(2.4) 和引理 2.4 可以看出, 这一结论可以在 Lazutkin 坐标系下证明, 而

这一坐标系恰恰是我们的迭代过程 (2.7) 的第一步.

1.6 相关工作的对比

本文的创新点在于提供了一个构造性的得到辛不变量的显式表达式的方法,这与以往文献 [12]的

谱理论方法是截然不同的. 相应的归纳公式可以在引理 2.5 的 (2.11) 和 (2.14) 中找到. 理论上, 从

Lazutkin 变换开始, 迭代法可以得到所有 (1.14) 中的系数 c2i+1. 实际上, 在文献 [13] 中, 经由计算机

辅助, β- 函数的 Taylor 表达式被计算到了 9 阶.

另一方面, 利用 KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) 迭代, 文献 [14] 利用 Hamilton 插值法, 验证了

近边界区域内所有具有 Diophantine旋转数的散焦线的存在性. 这一插值的离散算法在文献 [15]中被

嵌入到了时间周期的 Hamilton相流中,从而直接利用经典相流的 KAM理论得到了类似结论.同样作

为 Birkhoff 迭代, 本文的适定旋转数为 0, 并非 Diophantine 的. 然而, 文献 [14] 的 KAM 结论可以期

待得到 β- 函数在 Diophantine 旋转数 h ̸= 0 处的展开式.

问题 1.5 对于两个不同的凸弹子球区域 Ω 和 Ω′, 如果 βΩ(h) = βΩ′(h) 对于某一 ϵ > 0 和所有

h ∈ (0, ϵ) ∩ Dτ
α 成立, 这里

Dτ
α :=

{
ω ∈ R

∣∣∣∣ ∀ (k, l) ∈ Z2\{0}, |kω + l| > α

|k|τ

}
,

是否 ∂Ω 与 ∂Ω′ 等距同构?

2 Birkhoff 迭代与典则表达式

首先,我们陈述 Lazutkin变换并将其作为迭代的第一步.对于充分小的角度 0 < v ≪ 1,弹子球映

射表达为

ϕ :

s′ = s+ α1(s)v + α2(s)v
2 + α3(s)v

3 + F (s, v)v4,

v′ = v + β2(s)v
2 + β3(s)v

3 +G(s, v)v4,
(2.1)

这里

α1(s) = 2ρ(s), α2(s) =
4

3
ρ(s)ρ̇(s),

α3(s) =
2

3
ρ2ρ̈+

4

9
ρρ̇2,

β2(s) = −2

3
ρ̇, β3(s) = −2

3
ρρ̈+

4

9
ρ̇2,
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其中 ρ(s) 是 ∂Ω 的曲率半径. 利用 Lazutkin 变换

Φ : x =

∫ s
0
ρ(τ)−2/3dτ∫ 1

0
ρ(s)−2/3ds

, y =
4ρ(s)1/3 sin v/2∫ 1

0
ρ(s)−2/3ds

, (2.2)

映射 (2.1) 变成

φ :

x = x+ y + y3f(x, y),

y = y + y4g(x, y),
(2.3)

且保持辛形式 d(y2/2) ∧ dx. 我们可以计算这一映射的生成函数

~(x, x) = 4C2
1

∫ x

x

ρ2/3(s(τ))dτ + 4C3
1h(s, s

′), (2.4)

这里 h(s, s′) 由 (1.2) 表达且

C1 =

(∫ 1

0

ρ−2/3(s)ds

)−1

.

因此,

d~(x, x) =
y′2

2
dx− y2

2
dx

且 ω = dy
2

2 ∧ dx = dα (此处取 α = y2

2 dx). 这说明 φ 具有保持 2- 形式 ω 的典则形式, 从而为我们继

续运用恰当辛变换提供了契机.

注 2.1 注意到 (2.3) 对于 0 < y ≪ 1 是一个近可积映射, 据此, 文献 [16] 在近边界区域内得以

运用 KAM 迭代得到大量 Diophantine 散焦线. 另一个关键的性质是, 上述 Lazutkin 坐标是保持可逆

性的.

引理 2.1 (镜像对称) Lazutkin 坐标下的弹子球映射 φ 是可逆的, 即镜面反射

T : (x, y) ∈ A → (x,−y) ∈ A (2.5)

满足 φ ◦ T ◦ φ = T .

证明 注意到 φ = Φ ◦ ϕ ◦ Φ−1, Φ ◦ T = T ◦ Φ, R ◦ R = Id 和 ϕ ◦ R ◦ ϕ = R (基于 (1.4)). 这意

味着

φ ◦ T = Φ ◦ ϕ ◦ Φ−1 ◦ T = Φ ◦ ϕ ◦ T ◦ Φ−1

= Φ ◦ ϕ ◦ S−1 ◦ R ◦ Φ−1

= Φ ◦ T ◦ R−1 ◦ ϕ ◦ R ◦ Φ−1

= T ◦ Φ ◦ R−1 ◦ ϕ ◦ R ◦ Φ−1

= T ◦ Φ ◦ ϕ−1 ◦ R−1 ◦ R ◦ Φ−1

= T ◦ Φ ◦ ϕ−1 ◦ Φ−1 = T ◦ φ−1, (2.6)

这里 S(s, v) = (s, v + π) 满足 S ◦ T = R.

注 2.2 在此后的 Birkhoff 迭代中, 镜像对称性质将同样得以保持.
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2.1 坐标转移链

形式上, 我们的迭代方案使得如下交换图链成立:

(x, y)
Φ0−−−−→ (x1, y1)

Φ1−−−−→ · · · Φn−1−−−−→ (xn, yn)
Φn−−−−→

φ

y φ1

y y φn

y
(x, y)

Φ0−−−−→ (x1, y1)
Φ1−−−−→ · · · Φn−1−−−−→ (xn, yn)

Φn−−−−→ .

(2.7)

这将最终转化 (2.3) 到一个极限状态

φ∞ :

x+∞ = x∞ + ζ∞(y∞),

y+∞ = y∞

对于 (x∞, y∞) ∈ T× [0, r) (r ≪ 1) 成立. 此外, 每一步都有

yk+1dyk+1 ∧ dxk+1 = ykdyk ∧ dxk, ∀ k ∈ N.

因此, 每个 Φl 都能找到函数 hk(xk, xk+1) 满足

dhk =
y2k+1

2
dxk+1 −

y2k
2
dxk, ∀ k ∈ N (2.8)

生成, 且与 T 可交换

Φk ◦ T = T ◦ Φk, ∀ k ∈ N. (2.9)

这样, 镜像对称性质将被传导至 φk+1.

引理 2.2 假定 (2.9) 以及 φk 是镜像对称的, 则 φk+1 = Φk ◦ φk ◦ Φ−1
k 同样镜像对称, 即

φk+1 ◦ T ◦ φk+1 = T .

证明 直接分析, 可得

φk+1 ◦ T = Φk ◦ φk ◦ Φ−1
k ◦ T

= Φk ◦ φk ◦ T ◦ Φ−1
k

= Φk ◦ T ◦ φ−1
k ◦ Φ−1

k

= T ◦ Φk ◦ φ−1
k ◦ Φ−1

k

= T ◦ φ−1
k+1.

证毕.

注意到 k = 0, 1, 2 已经被 (2.3) 所证实. 我们只需验证

φk :

x = x+ ζ(y) + ykf(x, y),

y = y + yk+1g(x, y), k > 3.
(2.10)

实际上, (2.8) 和 (2.9) 将唯一地确定 φk.
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引理 2.3 (辛约束) 假定 φk : (x, y) 7→ (x, y) 是具有 (2.10) 表达的辛同胚, 且保持 ydy ∧ dx. 对
于 y ≪ 1, 如果 φk 表示为

x = x+ ζ(y) +
∞∑
n=k

fn(x)y
n, y = y +

∞∑
n=k+1

gn(x)y
n,

则必须满足

(k + 2)gk+1(x) + f ′k(x) = 0.

证明 注意到

dy2 ∧ dx = d[y + gk+1y
k+1 + gk+2y

k+2 +O(yk+3)]2

∧ d[x+ ζ(y) + fky
k + fk+1y

k+1 +O(yk+2)]

= d[y2 + 2gk+1y
k+2 + 2gk+2y

k+3 +O(yk+4)]

∧ (dx+ f ′ky
kdx+ f ′k+1y

k+1dx+ (ζ ′ +O(yk−1)dy))

= d(y2) ∧ dx+ [2gk+1(k + 2) + 2f ′k]y
k+1dy ∧ dx+O(yk+2),

通过求解 O(yk+1)- 阶等式, 目标结论得证.

引理 2.4 (对称约束) 假定 φk 具有形式 (2.10) 且是镜像对称的, 则对于 ζ(y) =
∑k−1
n=1 ζny

n, 如

下映射:

x′ = x+ ζk(y) +
∞∑
n=k

fn(x)y
n, y′ = y +

∞∑
n=k+1

gn(x)y
n

满足

(1) ζk(y) 是奇函数, 即 ζn = 0 对于所有偶数 n 成立;

(2) 如果 k 是偶数, 则 gk+1(x) = 0, fk(x) = 0.

证明 将镜像对称的定义代入 φk, 可得

gk+1(x)(−y)k+1 = gk+1(x)y
k+1.

这说明每一个 gk+1 = 0 对于偶数 k 成立. 类似地,

ζ(y) + ζ(−y) + [yk + (−y)k]fk(x) = 0,

意味着 ζ(y) 是一个奇函数, 则 fk(x) ≡ 0 对于偶数 k 成立.

注 2.3 这一引理意味着每一步 Φk 变换将 φk 表达式中 y 的阶数升高 2 阶, 参见 (2.10). 在下

文中, 这一特性将决定 β- 函数的独特形式.

至此, 证明定理 1.2 的最后的条件是验证满足 (2.8) 和 (2.9) 的 Φk 的存在性, 这将由如下的引理

保证:

引理 2.5 (迭代) 对于保持 ydy ∧ dx 且表达为

φk :

x = x+ ζk(y) + ykf(x, y) = x+ ζk(y) + ykf0(x) + yk+1f1(x) +O(yk+2),

y = y + yk+1g(x, y) = y + yk+1g0(x) + yk+2g1(x) +O(yk+3), k > 3
(2.11)
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的弹子球映射 ϕk, 我们可以找到 Φ−1
k : (u, v) → (x, y) 满足 vdv ∧ du = ydy ∧ dx,

y = v

√
1 +

2

k + 2
vk−1([f0]− f0(x)), (2.12)

u = x+ (k + 1)vk−1

∫ x

0

[f0]− f0(s)

k + 2
ds, (2.13)

使得后续的 φk+1 : (u, v) → (u, v) 满足

φk+1 :

u = u+ ζk+1(v) + vk+1f+(u, v),

v = v + vk+2g+(u, v).
(2.14)

此外, 如果 H(x, x) 和 G(u, x) 是 φk 和 Φk 各自的生成函数, 则 φk+1 被如下形式:

H+(u, u) = G(u, x)−G(u, x) +H(x, x) (2.15)

的生成函数生成.

证明 形式上, 假设 Φ−1
k 满足

x = u+ vk−1a(u, v), y = v + vkb(u) + vk+1e(u, v), (2.16)

这里 a(u, v)、b(u) 和 e(u, v) 将在后面的计算中确定, 则对于 0 6 y ≪ 1, (2.11) 转化为

u = u+ ζk(v) + vk−1c(u, v), v = v + vkd(u, v). (2.17)

因此, a、b、e、c 和 d 的相互关系将由

u = u+ vk−1a(u, v) + ζk(v + vkb+ vk+1e)

+ (v + vkb+ vk+1e)kf(u+ vk−1a, v + vkb+ vk+1e)

− (v + vkd)k−1a(u+ ζk(v) + vk−1c, v + vkd) (2.18)

决定, 并归结为

u = u+ ζk(v) + vk
[
ζ ′k(v)b(u) + f0(u)− au(u, 0)

ζk
v

]
+ vk+1

[
f1 − auu

ζ2k
2v2

− auv(u, 0)
ζk
v

]
− v2k−2[auc+ d(k − 1)a] +高阶项. (2.19)

如果选取 a(u, v) 和 b(u) 使得

− au(u, 0) + f0(u)−
∫ 1

0

f0(u)du+ b(u) = 0, (2.20)

则 φk+1 的第一分量将变成

u = u+ ζk+1(v) + f+(u, v)v
k+1,

这里

ζk+1(v) = ζk(v) + [f0]v
k, [f0] =

∫ 1

0

f0(u)du.
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上述估计中用到了 ζ ′k(0) = 1, ζ ′′k (0) = 0, k > 3. 另一方面,

v̄ + v̄kb(ū) + v̄k+1e(ū, v̄) = v + vkb(u) + vk+1e(u, v) + vk+1g0(v) +O(vk+2).

因为

b(ū)− b(u) = b′(u)v +O(v2),

所以形式上得到

v̄ = v + vk+1(−b′(u) + g0(u)) +O(vk+2) =: v + vk+2g+(u, v),

只要满足

− b′(u) + g0(u) = 0. (2.21)

由于 a(u, v) 和 b(u) 的选取必须保持 vdv ∧ du = ydy ∧ dx, 因此需要找到一个 S(x, v) 使得

dS(x, v) =
1

2
y2dx− 1

2
v2du+

1

2
d((u− x)v2)

=
1

2
y2dx− 1

2
v2dx+ (u− x)vdv. (2.22)

这要求

y2 = v2 + 2Sx(x, v), u =
1

v
Sv(x, v) + x, (2.23)

从而形式上基于 (2.16) 以及 e(u, v) = O(vk−2),

Sx(x, v) = vk+1b(x).

另一方面, (2.16) 的第一个分量满足

Sv(u+ vk−1a(u, v), v) = −vka(u, v).

从这一等式, 利用 “隐函数定理” 对于 v ≪ 1 可以解出 a(u, v). 具体而言, 取

S(x, v) := vk+1B(x) = − vk+1

k + 2

∫ x

0

(f0(s)− [f0])ds,

随即我们得到 
b(u) =

[f0]− f0(u)

k + 2
,

a(u, 0) =
k + 1

k + 2

∫ u

0

(f0(s)− [f0])ds,
(2.24)

则变换 Φk 确定为

Φk :

y = v

√
1 +

2

k + 2
vk−1([f0]− f0(x)),

u = x+ (k + 1)vk−1B(x).

(2.25)
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从而新的弹子球映射 φk+1 变成

φk+1 :

ū = u+ ζk+1(v) + vk+1f+(u, v),

v̄ = v + vk+2g+(u, v).
(2.26)

此外, 我们得知,

d(u, v) = O(v2), e(u, v) = O(vk−2)

在上述计算中实际是无关的高阶项. 因此我们成功地得到了形如 (2.14) 的 φk+1 表达式. 而且相应的

迭代变换满足

dG(u, x) =
y2

2
dx− v2

2
du

且表达式为

G(u, x) = (x− u)w + S(x, v)

=
1− k

2
(k + 1)−

k+1
k−1B(x)−

2
k−1 (u− x)

k+1
k−1 . (2.27)

由注 1.3 的分析得知 φ 具有形如 (2.15) 的生成函数 H+(u, ū).

定理 1.2 的证明 从 k = 3开始, 利用引理 2.5得到 φ4 = Φ3 ◦φ3 ◦Φ−1
3 符合表达式 (2.14). 注意

到基于 (2.12) 有

Φ3 ◦ T = T ◦ Φ3.

利用引理 2.4, φ4 进一步修正为

φ5 :

ū = u+ ζ4(v) +O(v5),

v̄ = v +O(v6),
(2.28)

因此, 最终升高 k 的值 2 阶. 而且镜像对称性质对于 φ5 保留, 因为 (2.12) 与 T 对于奇数 k 可交换

(由具体构造的形式保证). 根据引理 2.2 可知 φ5 必然是镜像对称的. 重复上述过程无穷多次, 则得到

最终的典则变换

Φ∞ :=

+∞∏
k=3
k 是奇数

Φk

使得 φ∞ = Φ∞ ◦ φ3 ◦ Φ∞ 最终具有一个典则表达式 (1.13). 很明显, 当 ∂Ω 是 C∞ (甚至 Cω) 光滑

时, 所有过程中的 φk 和 Φk 都是 C∞ 光滑的. 因此, 最终的 φ∞ 也是 C∞ 光滑的, 且表达式 (1.14) 当

y → 0 时成立.

3 谱不变量与 βββ- 函数

本节利用定理 1.2 求解 β- 函数, 并得出相应的若干结论.

推论 1.1 的证明 注意到 (1.14) 保持辛形式 ydy ∧ dx, 如果假设 l := y2/2, 则 (1.14) 将变成

χ : A → A, 经由

x+ = x+ ζ∞(
√
2l),

l+ = l.
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这是一个保持典则辛形式 dl ∧ dx 的可积扭转映射. 形式上, 可赋予这一映射一个 “虚拟 Hamilton

函数”

H(l) =

∫
ζ∞(

√
2l)dl =

2
√
2

3
l3/2 +

+∞∑
i=1

2c2i+1

2i+ 3

√
22i+1l

2i+3
2

使得 χ 恰好等于这一函数的时间 -1 映射. 由于 H(l) 是可积的, 作为 β(h) 的凸共轭, α(c) = H(c) 即

为 Mather 的 α- 函数 [2]. 通过 Legendre 变换, 可得

β(h) = max
c∈H1(T,R)

⟨c, h⟩ − α(c)

=

√
2

3
c3/2 +

+∞∑
i=1

2i+ 1

2i+ 3
c2i+1

√
22i+1c

2i+3
2 , h≪ 1,

这里
√
2c = ζ−1

∞ (h) = h+
+∞∑
i=1

d2i+1h
2i+1.

证毕.

推论 1.2 的证明 从 (2.4) 可以解出 (1.16) 的前两项系数

β1 = −1 = −周长 (∂Ω),

β3 =
1

4

(∫ 1

0

ρ−2/3(s)ds

)3

.

利用 Hölder 不等式, 可得

β3 + π2β1 6 0,

且等号成立当且仅当 ρ(s) ≡ 1/2π, 此时 ∂Ω 只能是一个圆.
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