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摘要 具有特殊结构的 Toeplitz 矩阵补全问题在机器学习、信号处理、图像识别等诸多领域都有着广

泛的应用. 针对此问题, 目前的求解算法效率都依赖于最优 Toeplitz 矩阵秩的估计. 本文利用三角矩

和半无限问题的相关理论, 估计非对称 Toeplitz 矩阵补全问题最优解秩的上界, 其上界小于该问题线

性约束个数的 2 倍.
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1 引言

低秩矩阵补全问题旨在通过矩阵的部分观测值来估计该矩阵中未观测到的其他元素, 其在诸如信

号处理 [8]、机器学习 [2]、压缩感知 [5, 6]、系统识别与控制 [13, 18] 和计算机视觉 [24] 等领域有着广泛应

用. 目前, 针对低秩矩阵补全问题的主要算法有奇异值阈值法 [4]、加速邻近梯度法 [23]、基于矩阵分解

的算法 [22] 和表征降维法 [9, 16,20] 等, 其他方法详见文献 [12, 15,19].

在很多工程和统计应用中, 所考虑的矩阵通常具有特定的结构. 例如, 在信号处理中, 平稳随机过

程的协方差矩阵通常具有 Toeplitz 矩阵结构. 事实上, 由于在信号和图像科学等领域中的很多实际问

题都可归结为 Toeplitz 矩阵问题, 所以 Toeplitz 矩阵 [21, 27] 被广泛研究. 特别地, Toeplitz 矩阵补全问

题已成为研究热点之一, 其数学模型可写为如下规划:

min r(T )

s.t. Tij = Mij , ∀ (i, j) ∈ Ω, (1.1)

T 是 Toeplitz 矩阵,
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其中, r(T )表示矩阵 T ∈ Rm×n 的秩, M ∈ Rm×n 是给定的采样矩阵, Mij 表示矩阵M 的采样元素,且

采样元素指标集为 Ω = {(i, j) | i ∈ {1, 2, . . . ,m}, j ∈ {1, 2, . . . , n}}. 用于求解一般矩阵补全的算法不能
充分利用 Toeplitz矩阵结构, 其解也不能保持 Toeplitz矩阵结构. 目前,针对具有特殊结构的 Toeplitz

矩阵补全问题的算法并没有得到充分研究. 王川龙等基于 (1.1) 的核范数模型提出了两类算法: 增广

Lagrange 算法 [25] 和奇异值阈值算法 [26]. 这两类算法都能够保持 Toeplitz 矩阵结构. 然而, 它们的有

效性都取决于某些参数的选择, 这些参数的选择又高度依赖于目标函数 (最优秩) 的估计. 因此, 估计

最优 Toeplitz 矩阵秩的范围对于提高求解问题 (1.1) 的算法效率起着极为重要的作用. 受此启发, 本

文着重研究 Toeplitz 矩阵补全问题最小秩的估计.

关于矩阵秩的估计的文献大多集中于半正定规划 [3, 11,14] 或带状矩阵 [7, 10,28,29] 的最优矩阵的秩.

这些结果可以直接或者仅需要做少量的修改就能用于解决 Toeplitz 矩阵秩的估计. 然而, 这些结果并

没有充分利用 Toeplitz 矩阵的结构. 文献 [30] 利用三角矩定理将带有线性约束的对称 Toeplitz 矩阵

补全问题转化为半无限规划, 给出了其最小秩的上界估计. 但对称 Toeplitz 矩阵的应用范围较窄, 因

此本文针对应用更为广泛的带有线性约束的非对称 Toeplitz 矩阵补全问题的秩的上界估计进行研究,

其模型为

min r(T )

s.t. B(T ) = d, (1.2)

T 是 Toeplitz 矩阵,

其中, T ∈ Rn×n 是决策变量, 线性变换 B : Rn×n → Rm, d ∈ Rm 是给定的向量. 显然, (1.1) 是 (1.2)

的特殊情形. 与对称 Toeplitz 矩阵情形不同, 将非对称 Toeplitz 矩阵补全问题转化为半无限规划较困

难. 因此, 如何将带有线性约束的非对称 Toeplitz 矩阵补全问题转化为易求解的规划问题成为本文的

关键和难点. 本文总假设问题 (1.2) 有解.

本文的研究思路如下. 首先, 通过矩阵分解将问题 (1.2) 的可行域化为一个半正定系统; 其次, 利

用三角矩问题的相关理论, 将半正定系统转化为半无限规划; 最后, 基于半无限问题的最优性条件及

矩阵分解得出结论, 即问题 (1.2) 目标值的上界是其线性约束数量的 2 倍.

本文余下内容的结构如下. 第 2节给出一些符号说明和相关定义.第 3节给出关于非对称 Toeplitz

矩阵补全问题的最小秩上界的理论结果. 第 4 节给出全文总结.

2 预备知识

本节给出一些符号说明, 概述一些基本定义. 此外还介绍优化问题的 slater 条件及一个关于三角

矩问题的重要结论, 其将在本文的理论分析中发挥核心作用.

符号 Rn 表示 n 维 Euclid 空间. Rm×n和 Cm×n 分别表示 m × n 维实矩阵和复矩阵的集合. V ∗

表示矩阵 V 的对称共轭矩阵. r(T ) 表示矩阵 T 的秩. 矩阵 T 正定 (半正定) 记为 T ≻ 0 (T ≽ 0). |ω|
为集合 ω 中元素的个数. Aj 表示矩阵 A 的第 j 列, Aij 表示矩阵 A 的 (i, j) 元. 符号 T 表示转置. i

表示单位虚数. (x)j 表示向量 x 的 j 元. int(Θ) 表示集合 Θ 的内点集. P([a, b]) 表示定义在 [a, b] 上

的有限正 Borel 测度的集合. 给定离散测度 µ ∈ P([a, b]), 则存在 t1, t2, . . . , tk ∈ [a, b], λ1, λ2, . . . , λk > 0,
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对于任意 f(x), 有
∫ b

a
f(t)µ(dt) =

∑k
i=1 λif(ti). 为了方便, 采用

µ v

 t1, t2, . . . , tk

λ1, λ2, . . . , λk


表示离散测度 µ、t 和 λ 之间的关系, 且其支撑集记为 supp(µ) = {ti | λi > 0}.
下面介绍本文用到的相关定义.

定义 2.1 (正 Borel 测度) 设 Φ 是 Hausdorff 空间, B(Φ) 是 Φ 上的 Borel 集类, F 为 Φ 上包含

B(Φ) 的 σ 代数, µ 是 F 上的测度. 如果对每个 A ∈ F , 有 µ(A) = inf{µ(G) | A ⊂ G}, 则称 µ 为外正

则的; 如果对于每个开集 G, 有 µ(G) = sup{µ(K) | K ⊂ G}, 则称 µ 为内正则的; 既外正则又内正则的

测度称为正则测度.

定义 2.2 (半无限规划) 半无限规划是指以下形式的统一模型

min
x

f(x)

s.t. gj(x) 6 0, j = 1, 2, . . . , J

hi(x, yi) 6 0, ∀ yi ∈ Yi ⊂ Rni , i = 1, 2, . . . , I,

其中, J 和 I 分别是不含参数和含参数的约束的个数, Yi ⊂ Rni (i = 1, 2, . . . , I) 都是紧集, gj : Rn → R
(j = 1, 2, . . . , J), hi : Rn × Yi → R (i = 1, 2, . . . , I) 都是连续函数.

定义 2.3 (slater 条件) 优化问题

min f(x)

s.t. x ∈ Θ

的 slater 条件是存在一个点 x0 ∈ int(Θ).

定义 2.4 (Toeplitz 矩阵 [1, 17]) 矩阵

x0 x1 · · · xn−2 xn−1

x−1 x0 · · · xn−3 xn−2

...
...

. . .
...

...

x−n+2 x−n+3 · · · x0 x1

x−n+1 x−n+2 · · · x−1 x0


∈ Rn×n

称为 n 阶实 Toeplitz 矩阵, 记为 T (x), 其中 x = (x−n+1, . . . , x−1, x0, x1, . . . , xn−1)
T ∈ R2n−1.

特别地, 当该 Toeplitz 矩阵是对称矩阵时, 记为 T̃ (x), 其结构如下:

x0 x1 · · · xn−2 xn−1

x1 x0 · · · xn−3 xn−2

...
...

. . .
...

...

xn−2 xn−3 · · · x0 x1

xn−1 xn−2 · · · x1 x0


∈ Rn×n,
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其中 x = (x0, x1, . . . , xn−1)
T ∈ Rn. 此外, 用

˜̃
T (x) 表示如下特殊结构的复对称共轭 Toeplitz 矩阵:

˜̃
T (x) =



x0 ix1 ix2 · · · ixn−1

−ix1 x0 ix1 · · · ixn−2

−ix2 −ix1 x0 · · · ixn−3

...
...

...
. . .

...

−ixn−1 −ixn−2 −ixn−3 · · · x0


∈ Cn×n,

其中 x = (x0, x1, . . . , xn−1)
T ∈ Rn.

由定义 2.4 可知, 针对 n 阶实 Toeplitz 矩阵, 模型 (1.1) 能够表示为如下形式:

min
x∈R2n−1

r(T (x))

s.t. (x)j = (m)j , ∀ j ∈ Ω,
(2.1)

其中, Ω = {j | j ∈ {1, 2, . . . , 2n − 1}}, (m)j (j ∈ Ω) 是 Toeplitz 矩阵 T (x) 中给定的已知元素. 约束条

件 (x)j = (m)j (∀ j ∈ Ω) 表示待补全的 Toeplitz 矩阵与样本数据保持一致. 同样, 问题 (1.2) 也可以表

示成如下规划:

min
x∈R2n−1

r(T (x))

s.t. Bx = d,
(2.2)

其中, B ∈ Rm×(2n−1), x = (x−n+1, . . . , x−1, x0, x1, . . . , xn−1)
T ∈ R2n−1. 由于问题 (2.1) 仅是问题 (2.2)

的特例, 所以下面着重分析问题 (2.2).

问题 (2.2) 是一个特殊结构的矩阵补全优化问题. T (x) 是 Toeplitz 矩阵这一特殊的要求给求解问

题 (2.2) 增加了难度. 为了处理此特殊要求, 引入经典三角矩问题, 其表述如下: 对于给定的复数序列

{α0, . . . , αn−1}, 它是否能够表示为一个连续矩序列, 即对于给定的复数序列 {α0, . . . , αn−1}, 是否存在
正 Borel 测度 µ ∈ P([0, 2π]) 使得

αj =
1

2π

∫ 2π

0

e−ijtµ(dt), j = −n+ 1, . . . , n− 1,

其中 α−j 与 αj 互为共轭. 如果存在, 则称 {αj}n−1
j=−n+1 为有效序列. 这个问题在文献 [1, 17] 中都有所

研究, 其结论可表述为如下引理.

引理 2.1 (三角矩定理 [1, 17]) 三角矩问题一定有解, 即 {αj}n−1
j=−n+1 (α−j 和 αj 互为共轭) 是定

义在 [0, 2π] 上的正 Borel 测度 µ 的 Fourier 系数的有效序列, 当且仅当如下的对称共轭 Toeplitz 矩阵

是半正定的:

T =



α0 α1 · · · αn−1

α−1 α0 · · · αn−2

...
...

. . .
...

α−n+1 α−n+2 · · · α0


.

1178



中国科学 : 数学 第 55 卷 第 6 期

3 非对称 Toeplitz 矩阵补全问题的上界

本节估计非对称 Toeplitz 矩阵补全问题 (2.2) 的上界. 显然, 问题 (2.2) 的任意可行解 x 对应

的 Toeplitz 矩阵秩的上界就是问题 (2.2) 的一个上界. 因此, 本节的目标就是找到问题 (2.2) 的一个

可行解, 并估计其所对应 Toeplitz 矩阵秩的上界. 本节利用三角矩定理处理目标函数中的 Toeplitz

矩阵 T (x). 为了使问题符合三角矩定理条件, 本节对变量 x 进行分解从而将非对称 Toeplitz 矩阵

条件转化为对称正定 Toeplitz 矩阵条件. 具体如下: 引入变量 y0 ∈ R, y = (y1, . . . , yn−1)
T ∈ Rn−1,

z = (z1, . . . , zn−1)
T ∈ Rn−1, 满足 x0 = y0, xi = yi + zi, x−i = yi − zi (i = 1, 2, . . . , n − 1). 根

据 x 的分解, 我们将问题 (2.2) 中的矩阵 B 的前 n − 1 列进行倒序排列构成新的矩阵, 再将此新的

矩阵分解为 (B−, B0, B+), 其中 B− = (Bn−1, Bn−2, . . . , B1) ∈ Rm×(n−1), B0 = Bn ∈ Rm×1, B+ =

(Bn+1, Bn+2, . . . , B2n−1) ∈ Rm×(n−1), 从而 Bx = d 可等价地表示为

(B−, B0, B+)


y − z

y0

y + z

 = d,

整理可得

(B− +B+)y +B0y0 + (−B− +B+)z = d.

进一步引入变量 w0 ∈ R, v0 ∈ R, w = (w1, . . . , wn−1)
T ∈ Rn−1, v = (v1, . . . , vn−1)

T ∈ Rn−1, α ∈ R, 且
令 y0 = w0 − v0, y = w − v, 使得

T̃

w0

w

 ≽ 0, T̃

v0

v

 ≽ 0,
˜̃
T

0

z

+ αI ≽ 0.

这样, 问题 (2.2) 的约束集 {x ∈ R2n−1 | Bx = d 且 T (x) 是 Toeplitz 矩阵} 可表示为如下形式:

(B− +B+)(w − v) +B0(w0 − v0) + (−B− +B+)z = d,

T̃

w0

w

 ≽ 0, T̃

v0

v

 ≽ 0,
˜̃
T

0

z

+ αI ≽ 0.
(3.1)

再由引理 2.1 可得, 存在 3 个 [0, 2π] 上的正 Borel 测度 µ1、µ2 和 µ3 使得

wj =
1

2π

∫ 2π

0

e−ijtµ1(dt) =
1

2π

∫ 2π

0

eijtµ1(dt), j = 0, . . . , n− 1,

vj =
1

2π

∫ 2π

0

e−ijtµ2(dt) =
1

2π

∫ 2π

0

eijtµ2(dt), j = 0, . . . , n− 1,

zj =
−i

2π

∫ 2π

0

e−ijtµ3(dt) =
i

2π

∫ 2π

0

eijtµ3(dt), j = 1, . . . , n− 1,

α =
1

2π

∫ 2π

0

µ3(dt).

进一步地, 有

wj =
1

4π

∫ 2π

0

(e−ijt + eijt)µ1(dt) =
1

2π

∫ 2π

0

cos(jt)µ1(dt), j = 0, . . . , n− 1,
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vj =
1

4π

∫ 2π

0

(e−ijt + eijt)µ2(dt) =
1

2π

∫ 2π

0

cos(jt)µ2(dt), j = 0, . . . , n− 1,

zj =
−i

4π

∫ 2π

0

(e−ijt − eijt)µ3(dt) =
1

2π

∫ 2π

0

sin(jt)µ3(dt), j = 1, . . . , n− 1.

令 C = (B− +B+), D = (−B− +B+), 则系统 (3.1) 可等价地表示为

n−1∑
j=1

Cj

∫ 2π

0

cos(jt)µ1(dt) +B0

∫ 2π

0

µ1(dt)−
n−1∑
j=1

Cj

∫ 2π

0

cos(jt)µ2(dt)

−B0

∫ 2π

0

µ2(dt) +

n−1∑
j=1

Dj

∫ 2π

0

sin(jt)µ3(dt)

= 2πd, µj ∈ P([0, 2π]), j = 1, 2, 3. (3.2)

对于问题 (3.2), 直接求解是困难的. 下面通过建立如下的优化问题进行求解:

min
µj∈P([0,2π])

j=1,2,3

n∑
j=2

(e1)j

∫ 2π

0

cos(jt)µ1(dt)− (e1)1

∫ 2π

0

µ1(dt) +
n∑

j=2

(e2)j

∫ 2π

0

cos(jt)µ2(dt)

+ (e2)1

∫ 2π

0

µ2(dt) +

n∑
j=2

(e3)j

∫ 2π

0

sin(jt)µ3(dt)− (e3)1

∫ 2π

0

µ3(dt)

s.t.
n−1∑
j=1

Cj

∫ 2π

0

cos(jt)µ1(dt) +B0

∫ 2π

0

µ1(dt)−
n−1∑
j=1

Cj

∫ 2π

0

cos(jt)µ2(dt)

−B0

∫ 2π

0

µ2(dt) +

n−1∑
j=1

Dj

∫ 2π

0

sin(jt)µ3(dt) = 2πd,

(3.3)

其中 ei ∈ Rn, i = 1, 2, 3. 问题 (3.3) 的对偶问题为如下半无限规划:

max
u

− dTu

s.t. al0(t) 6
m∑
j=1

aj(t)uj 6 au0 (t), ∀ t ∈ [0, 2π], (3.4)

b0(t) 6
m∑
j=1

bj(t)uj , ∀ t ∈ [0, 2π],

其中 u = (u1, u2, . . . , um)T ∈ Rm, al0(t) = (e1)1 +
∑n

j=2(e1)j cos(jt), a
u
0 (t) = (e2)1 +

∑n
j=2(e2)j cos(jt),

b0(t) = (e3)1+
∑n

j=2(e3)j sin(jt), ak(t) =
∑n−1

j=1 Ckj cos(jt)+(B0)k, bk(t) =
∑n−1

j=1 Dkj sin(jt).由 cos(jt)

的性质, 问题 (3.4) 可等价于半无限规划

min
u

dTu

s.t. al0(t) 6
m∑
j=1

aj(t)uj 6 au0 (t), ∀ t ∈ [0, π], (3.5)

b0(t) 6
m∑
j=1

bj(t)uj , ∀ t ∈ [0, 2π].

下面证明对偶问题 (3.5) 的解是有界的.
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引理 3.1 如果问题 (2.2) 中的矩阵 B ∈ Rm×(2n−1) 是满秩矩阵, 则问题 (3.5) 的可行集是有

界的.

证明 只需要证明集合{
u = (u1, u2, . . . , um)T ∈ Rm

∣∣∣∣ al0(t) 6 m∑
j=1

ak(t)uk 6 au0 (t),∀ t ∈ [0, π]

}

是有界的. 首先, 证明取 m 个互不相同的点 tj ∈ [0, π] (j = 1, 2, . . . ,m), 使得向量组

{(a1(tj), a2(tj), . . . , am(tj))
T}mj=1

线性无关.

基于 ak(t) 的定义, 可得

(a1(t), a2(t), . . . , am(t))T = FPh,

其中, F = (B0, C), h = (1, cos(t), cos2(t), . . . , cosm(t))T, P ∈ Rm×(m+1) 满足如下等式:

m∑
j=0

Pkj cos
j(t) = cos(kt),

这里, 若 i > k, 则 Pij = 0, 否则 Pij 为 Chebyshev 系数. 从而

a1(t1) a1(t2) · · · a2(tm)

a2(t1) a2(t2) · · · a2(tm)

...
...

. . .
...

am(t1) am(t2) · · · am(tm)


= FPH,

其中

H =



1 1 · · · 1

h1 h2 · · · hm

h2
1 h2

2 · · · h2
m

...
...

. . .
...

hm
1 hm

2 · · · hm
m


且 hj = cos(tj), j = 1, 2, . . . ,m.

显然 H 是一个标准的 Vandermonde 矩阵. 由于 ti ̸= tj (i ̸= j), 所以 hj (j = 1, 2, . . . ,m) 也各不

相同.基于 Vandermonde矩阵的性质,矩阵 H 是非奇异的. 又因为 B 是满秩的,所以矩阵 F 满秩. 结

合 P 非奇异, 可得 FPH 满秩, 这说明 {(a1(tj), a2(tj), . . . , am(tj))
T}mj=1 线性无关.

下面证明问题 (3.5)的可行集是有界的. 如果问题 (3.5)的可行集 D无界,则存在一个方向 ℓ = (ℓ1,

ℓ2, . . . , ℓm)T ̸= 0 使得对于任意 λ ∈ R 和 u ∈ D,都有 u+ λℓ ∈ D, 即对于任意 λ, 都有

al0(t) 6
m∑
j=1

aj(t)(uj + λℓj) 6 au0 (t), j = 1, 2, . . . ,m, ∀ t ∈ [0, π].
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这说明

m∑
j=1

aj(t)ℓj = 0, j = 1, 2, . . . ,m, ∀ t ∈ [0, π]. (3.6)

由 {(a1(tj), a2(tj), . . . , am(tj))
T}mj=1 的线性无关性, 可得方程 (3.6)只有零解,这与 ℓ ̸= 0矛盾. 由此引

理 3.1 得证.

众所周知, 如果问题 (3.5) 满足 slater 条件, 且目标值是有界的, 则问题 (3.3) 和 (3.5) 的目标值相

同. 为此可以适当地选择 e1、e2 和 e3 使得问题 (3.5) 满足 slater 条件. 例如, 令 (e1)1 = −1, (e2)1 = 1,

(e3)1 = −1, (ek)j = 0 (k = 1, 2, 3, j ̸= 1), 从而 au0 (t) > 0, al0(t) < 0, b0(t) < 0 (∀ t ∈ [0, π]), 则 0 就是问

题 (3.5) 的一个内点, 这表明规划 (3.5) 满足 slater 条件.

有了以上的讨论, 接下来对 Toeplitz 矩阵补全问题的最小秩上界的估计进行分析. 这里, 为了方

便, 使用 v∗ 表示 Toeplitz 矩阵补全问题 (问题 (2.2)) 的最优目标值.

定理 3.1 如果问题 (2.2) 中的矩阵 B ∈ Rm×(2n−1) 是满秩矩阵, 并且对于给定的 e1、e2 和 e3,

问题 (3.5) 满足 slater 条件, 则存在问题 (3.5) 的 3 个半无限约束条件

al0(t) 6
m∑
j=1

aj(t)uj , ∀ t ∈ [0, π],

m∑
j=1

aj(t)uj 6 au0 (t), ∀ t ∈ [0, π],

b0(t) 6
m∑
j=1

bj(t)uj , ∀ t ∈ [0, 2π]

在最优点处积极集的有限子集 ∆1、∆2 和 ∆3 且 |∆1|+ |∆2|+ |∆3| 6 m 使得

v∗ 6 2|∆1|+ 2|∆2|+ 2|∆3| 6 min {2m,n}.

证明 基于 slater 条件和引理 3.1 的结论, 对于给定的 e1、e2 和 e3, 问题 (3.5) 的解集是非空且

有界的. 设 u∗ = (u∗
1, u

∗
2, . . . , u

∗
m)T 为问题 (3.5)的最优解,则存在 Lagrange乘子即离散测度 µ1、µ2 和

µ3 满足如下互补松弛条件: ∫ π

0

( m∑
j=1

aj(t)u
∗
j − al0(t)

)
µ1(dt) = 0, (3.7)

∫ π

0

( m∑
j=1

au0 (t)− aj(t)u
∗
j

)
µ2(dt) = 0, (3.8)

∫ 2π

0

( m∑
j=1

bj(t)u
∗
j − b0(t)

)
µ3(dt) = 0. (3.9)

这表明, 如果 |supp(µ1)| + |supp(µ2)| + |supp(µ3)| > m, 则必然可以从 supp(µi) (i = 1, 2, 3) 中选取含

有 l1 个点的集合 ∆1 = {t1, t2, . . . , tl1}满足 (3.7),含有 l2 个点的集合 ∆2 = {s1, s2, . . . , sl2}满足 (3.8),

含有 l3 个点的集合 ∆3 = {p1, p2, . . . , pl3} 满足 (3.9), 且 l1 + l2 + l3 6 m, 即

m∑
j=1

aj(tk)u
∗
j − al0(tk) = 0, tk ∈ ∆1,
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m∑
j=1

au0 (sk)− aj(sk)u
∗
j = 0, sk ∈ ∆2,

m∑
j=1

bj(pk)u
∗
j − b0(pk) = 0, pk ∈ ∆3

成立, 且 {(ak(t1), . . . , ak(tl1), ak(s1), . . . , ak(sl2))T}mk=1 线性无关.

现在定义离散测度如下:

µ∗
1 v

 t1 t2 · · · tl1

λ1 λ2 · · · λl1

 , µ∗
2 v

s1 s2 · · · sl2
σ1 σ2 · · · σl2

 , µ∗
3 v

p1 p2 · · · pl3
τ1 τ2 · · · τl3

 .

再通过对称延拓测度 µ∗
1 和 µ∗

2 至 [0, 2π], 可得问题 (3.3) 的解 µ1、µ2 和 µ3 如下.

若 tl1 = π, 则

µ1 v

 t1 t2 · · · tl1−1 tl1 2π − tl1−1 · · · 2π − t2 2π − t1

λ1 λ2 · · · λl1−1 λl1 λl1−1 · · · λ2 λ1

 ,

否则,

µ1 v

 t1 t2 · · · tl1 2π − tl1 · · · 2π − t2 2π − t1

λ1 λ2 · · · λl1 λl1 · · · λ2 λ1

 .

若 sl2 = π, 则

µ2 v

s1 s2 · · · sl2−1 sl2 2π − sl2−1 · · · 2π − s2 2π − s1

σ1 σ2 · · · σl2−1 σl2 σl2−1 · · · σ2 σ1

 ,

否则,

µ2 v

s1 s2 · · · sl2 2π − sl2 · · · 2π − s2 2π − s1

σ1 σ2 · · · σl2 σl2 · · · σ2 σ1

 ,

µ3 = µ∗
3.

若 tl1 = π, 令

wj =
1

2π

∫ 2π

0

cos(jt)µ1(dt) =
1

2π

( ∑
k:tk∈∆1
tk ̸=tl1

2λk cos(jtk) + λl1 cos(jtl1)

)
, j = 0, . . . , n− 1;

否则, 令

wj =
1

2π

∫ 2π

0

cos(jt)µ1(dt) =
1

2π

∑
k:tk∈∆1

2λk cos(jtk), j = 0, . . . , n− 1.

若 sl2 = π, 令

vj =
1

2π

∫ 2π

0

cos(jt)µ2(dt) =
1

2π

( ∑
k:sk∈∆2
sk ̸=sl2

2σk cos(jsk) + λl2 cos(jsl2)

)
, j = 0, . . . , n− 1;
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否则, 令

vj =
1

2π

∫ 2π

0

cos(jt)µ2(dt) =
1

2π

∑
k:sk∈∆2

2σk cos(jsk), j = 0, . . . , n− 1,

且令

zj =
1

2π

∫ 2π

0

sin(jt)µ3(dt) =
1

2π

∑
k:pk∈∆3

τk sin(jpk), j = 1, . . . , n− 1.

再令 x0 = w0−v0, xj = wj−vj+zj , x−j = wj−vj−zj (j = 1, 2, . . . , n−1),则 x = (x−n+1, . . . , x−1, x0, x1,

. . . , xn−1)
T 为问题 (2.2) 的可行解.

接下来, 通过研究 Toeplitz 矩阵 T̃ (w0
w )、T̃ ( v0

v ) 和
˜̃
T ( 0z ) 的秩来估计 Toeplitz 矩阵 T (x) 的秩的上

界. 首先分析矩阵 T̃ (w0
w ) 和 T̃ ( v0v ) 的秩.

由 wj 和 vj 的计算可得

T̃

w0

w

 =
1

2π
V1D1V

∗
1 , T̃

v0

v

 =
1

2π
V2D2V

∗
2 ,

其中若 tl1 = π, 则

V1 =



1 1 · · · 1 1 · · · 1

eit1 eit2 · · · eitl1 ei(2π−tl1−1) · · · ei(2π−t1)

ei2t1 ei2t2 · · · ei2tl1 ei2(2π−tl1−1) · · · ei2(2π−t1)

...
...

. . .
...

...
. . .

...

ei(n−1)t1 ei(n−1)t2 · · · ei(n−1)tl1 ei(n−1)(2π−tl1−1) · · · ei(n−1)(2π−t1)


,

D1 =



λ1

λ2

. . .

λl1

λl1−1

. . .

λ1


,

否则,

V1 =



1 1 · · · 1 1 · · · 1

eit1 eit2 · · · eitl1 ei(2π−tl1 ) · · · ei(2π−t1)

ei2t1 ei2t2 · · · ei2tl1 ei2(2π−tl1 ) · · · ei2(2π−t1)

...
...

. . .
...

...
. . .

...

ei(n−1)t1 ei(n−1)t2 · · · ei(n−1)tl1 ei(n−1)(2π−tl1 ) · · · ei(n−1)(2π−t1)


,
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D1 =



λ1

λ2

. . .

λl1

λl1

. . .

λ1


.

若 sl2 = π, 则

V2 =



1 1 · · · 1 1 · · · 1

eis1 eis2 · · · eisl2 ei(2π−sl2−1) · · · ei(2π−s1)

ei2s1 ei2s2 · · · ei2sl2 ei2(2π−sl2−1) · · · ei2(2π−s1)

...
...

. . .
...

...
. . .

...

ei(n−1)s1 ei(n−1)s2 · · · ei(n−1)sl2 ei(n−1)(2π−sl2−1) · · · ei(n−1)(2π−s1)


,

D2 =



σ1

σ2

. . .

σl2

σl2−1

. . .

σ1


,

否则,

V2 =



1 1 · · · 1 1 · · · 1

eis1 eis2 · · · eisl2 ei(2π−sl2 ) · · · ei(2π−s1)

ei2s1 ei2s2 · · · ei2sl2 ei2(2π−sl2 ) · · · ei2(2π−s1)

...
...

. . .
...

...
. . .

...

ei(n−1)s1 ei((n−1)s2 · · · ei(n−1)sl2 ei(n−1)(2π−sl2 ) · · · ei(n−1)(2π−s1)


,
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D2 =



σ1

σ2

. . .

σl2

σl2

. . .

σ1


.

由 D1 和 D2 的定义可知 r(D1) 6 2l1, r(D2) 6 2l2, 从而 r(T̃ (w0
w )) 6 r(D1) 6 2l1, r(T̃ (

v0
v )) 6 r(D2)

6 2l2.

下面分析
˜̃
T ( 0z ) 的秩. 令

∆1
3 = {pk ∈ ∆3, pk ∈ [0, π]} = {p1, p2, . . . , p|∆1

3|},

∆2
3 = {pk ∈ ∆3, pk ∈ (π, 2π]} = {p|∆1

3|+1, p|∆1
3|+2, . . . , pl3},

αj =
∑

k:pk∈∆1
3

τk sin(jpk), βj =
∑

k:pk∈∆2
3

τk sin(jpk),

则 ∆3 = ∆1
3 ∪∆2

3 且 zj = αj + βj . 根据 αj 和 βj 的定义可得

˜̃
T

0

z

 =
˜̃
T

0

α

+
˜̃
T

0

β

 ,
˜̃
T

0

α

 =
1

2π
VαDαV

∗
α ,

˜̃
T

0

β

 =
1

2π
VβDβV

∗
β ,

其中若 p|∆1
3| = π, 则

Vα =



1 1 · · · 1 1 · · · 1

eip1 eip2 · · · e
ip|∆1

3| e
i(2π−p|∆1

3|−1
) · · · ei(2π−p1)

ei2p1 ei2p2 · · · e
i2p|∆1

3| e
2i(2π−p|∆1

3|−1
) · · · ei2(2π−p1)

...
...

. . .
...

...
. . .

...

ei(n−1)p1 ei(n−1)p2 · · · ei(n−1)p|∆1
3| e

i(n−1)(2π−p|∆1
3|−1

) · · · ei(n−1)(2π−p1)


,

Dα =



τ1

τ2
. . .

τ|∆1
3|

−τ|∆1
3|−1

. . .

−τ1


,
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否则,

Vα =



1 1 · · · 1 1 · · · 1

eip1 eip2 · · · e
ip|∆1

3| e
i(2π−p|∆1

3|) · · · ei(2π−p1)

ei2p1 ei2p2 · · · e
i2p|∆1

3| e
2i(2π−p|∆1

3|) · · · ei2(2π−p1)

...
...

. . .
...

...
. . .

...

ei(n−1)p1 ei(n−1)p2 · · · ei(n−1)p|∆1
3| e

i(n−1)(2π−p|∆1
3|) · · · ei(n−1)(2π−p1)


,

Dα =



τ1

τ2
. . .

τ|∆1
3|

−τ|∆1
3|

. . .

−τ1


.

显然,

Vβ =



1 1 · · · 1 1 · · · 1

ei(2π−pl3
) · · · e

i(2π−p|∆1
3|+1

)
e
ip|∆1

3|+1 e
ip|∆1

3|+2 · · · eipl3

e2i(2π−pl3
) · · · e

i2(2π−p|∆1
3|+1

)
e
i2p|∆1

3|+1 e
i2p|∆1

3|+2 · · · ei2pl3

...
...

. . .
...

...
. . .

...

ei(n−1)(2π−pl3
) · · · ei(n−1)(2π−p|∆1

3|+1
)
e
i(n−1)p|∆1

3|+1 e
i(n−1)p|∆1

3|+2 · · · ei(n−1)pl3


,

Dβ =



τl3

τl3−1

. . .

τ|∆1
3|+1

−τ|∆1
3|+1

. . .

−τl3


.

根据上述分解有 r(
˜̃
T ( 0

α )) 6 r(Dα) 6 2|∆1
3|, r(

˜̃
T ( 0

β )) 6 r(Dβ) 6 2|∆2
3|, 从而,

r

˜̃
T

0

z

 6 r

˜̃
T

0

α

+ r

˜̃
T

0

β

 6 2(|∆1
3|+ |∆2

3|) 6 2l3.
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根据上述的讨论可得

r(T (x)) = r

T


w − v − z

w0 − v0

w − v + z




6 r

T̃

w0

w

+ r

T̃

v0

v

+ r





0 z1 z2 · · · zn−1

−z1 0 z1 · · · zn−2

−z2 −z1 0 · · · zn−3

...
...

...
. . .

...

−zn−1 −zn−2 −zn−3 · · · 0




= r

T̃

w0

w

+ r

T̃

v0

v

+ r

˜̃
T

0

z


6 2l1 + 2l2 + 2l3

6 2m.

又由于 v∗ 6 n, 因此有 v∗ 6 min{2m,n}, 定理 3.1 成立.

说明 1 数值实验结果也验证了定理结论的正确性. 在实验中, 求解如下的 Toeplitz 矩阵补全

问题:

min
X∈R5×5

r(X)

s.t. X13 = −2,

X31 = 4,

X 是 Toeplitz 矩阵,

即

B =

 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

 , d =

 4

−2

 .

取 e1 = (−1, 0, 0, 0, 0), e2 = (1, 0, 0, 0, 0), e3 = (−1, 0, 0, 0, 0), 求解如下规划:

min eT1

w0

w

+ eT2

v0

v

+ eT3

0

z


s.t. (B− +B+)(w − v) +B0(w0 − v0) + (−B− +B+)z = d,

T̃

w0

w

 ≽ 0, T̃

v0

v

 ≽ 0,
˜̃
T

0

z

+ αI ≽ 0.
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所得可行解 Toeplitz 矩阵为

1.0000 3.1213 −2.0000 3.1213 1.0000

−1.1213 1.0000 3.1213 −2.0000 3.1213

4.0000 −1.1213 1.0000 3.1213 −2.0000

−1.1213 4.0000 −1.1213 1.0000 3.1213

1.0000 −1.1213 4.0000 −1.1213 1.0000


,

其秩是 3, 而问题的线性约束个数 m = 2, 由此可见数值结果与定理 3.1 的理论结果一致.

众所周知, Hankel矩阵可由 Toeplitz矩阵旋转而得,因此根据定理 3.1可得 Hankel矩阵补全问题

的最小秩的上界.

推论 3.1 Hankel 矩阵补全问题

min r(H)

s.t. B(H) = d,

H 是 Hankel 矩阵

的上界也为 min{2m,n}, 其中, H ∈ Rn×n 是决策变量, 线性变换 B : Rn×n → Rm, d ∈ Rm 是给定的

向量.

4 结论

本文基于三角矩和半无限问题的相关理论,得出 Toeplitz矩阵补全问题最小秩的上界的理论结果,

证明了其上界小于该问题线性约束个数的 2 倍. 这个结果解决了现有求解这类问题的方法中需要猜

测目标矩阵秩的问题. 本文给出了有关 Toeplitz 矩阵补全问题的秩的上界, 但对其下界仍未获得任何

理论结果. 因此, 寻找一种新的方法来提供矩阵补全问题中秩的下界是未来研究的一个方向.
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Estimation of the upper bound on the minimum rank of an
asymmetric Toeplitz matrix completion problem
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Abstract In this paper, we consider a structured matrix completion problem, the Toeplitz matrix completion
problem, which has a wide application in diverse areas such as machine learning, signal processing, and image
identification. The efficiency of existing algorithms for solving the problem depends on the estimation of the rank
of the optimal Toeplitz matrix. In this paper, we provide an upper bound on the rank of the optimal solution
of the asymmetric Toeplitz completion problem based on the theorems from the trigonometric moment problem
and semi-infinite problems. We prove that its upper bound is less than twice the number of linear constraints of
the completion problem.
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