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郭幸琦 李 廉 许光午
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摘 要

本文利用析取语言来刻画稠密语
一

言
,

得到如下结论
:

1
.

关于字母表 艺 一 {
。

}
,

其上任一 稠密语言可表为艺上无限多个析取语言的无

交并
.

2
.

关于任意字母 表 艺
,

其上任一稠密语言可表为艺上一离散析取语言与一析取

语言的无交并
.

一
、

引言与结果陈述

令 艺为一有限集合
,

艺*

为山艺 生成的 自由么半群 ( f er o m on io d)
.

艺的元素称为字母
,

艺 称为字母表
.

万*

的元素和子集分别称为 艺上的字和语言
.

关于 艺上任一字 x ,

用 1川表示

x 含 艺 中字母的个数
,

称为 x 的长度
.

若 L 为万上一语言
,

则称其为 艺上的①稠密语言
,

②离散语言和③析取语言
,

如果它依次

分别满足
一

下述条件 :

① 关于 州 〔 艺* ,

常有 L n 艺
* 留艺*

并 价;

②
x ,

y ` L
,

比 1
、

{ 一 }川 意味若 x 一 川

③ 艺水

土的同余 P: 为 户 上的恒等
,

其中 p :

为 :

刃
止 式凡 )

,

当且仅 当关于 “ , : 〔 艺* ,

常有
x : 〔 L

份
y

: ` L
.

关于
_

L述三概念的关系的讨论
,

就 }到 ) 2 的情形
,

已有如下事实
:

( i) 若 L 为 艺 卜的离散语
一

言
,

则 L 在 艺 上稠密
,

当且仪当 L 在 万上析取 〔1] .

( ii ) L 为 艺土的稠密语言
,

当且仅当 L 包含 艺上一析取语言
〔1]

.

( iii ) 艺
*

的单侧理想 l( I 一 刃* I 或 I艺*
.

这是一类稠密语言 )可表为 艺上无限个析取

语言的无交挤钊
, ,3l

.

吏一般地
,

我们与 s h yr 同时得到了

( iv ) 万上任一稠密语言可表为 艺无上限个析取语言的无交并
“

,
5 , .

另外
,

我们还曾得到

(
v

) 艺 上任一稠密语
一

言可表为 刃上二 (从而任意有限个 )析取语言的无交并
下SJ .

由 (
v
) 的证明

〔5〕可知
,

任一稠密 语言事实上可表为一半离散析取语言与一析取语言的无
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交并
.

所谓 艺上的语言 I是半离散的
,

指的是存在自然数 友
,

使得 L 所含任何长度的字都不超

过 反个
L6 , .

显然
,

半离散性是离散性的推广
〔6] .

本文的主要结果是下述二定理
.

定理 1
.

事实 ( iv ) (从而事实 ( iii )) 关于 }别 ~ 1 也是对的
.

于是
,

事实 ( iv ) (包括 ( iii ) ) 由 }别 ) 2 的情形推广到了任意 艺
.

定理 2
.

关于任意字母表 茗 , Z 上任一稠密语言可表为 艺上一离散析取语言与一析取语

言之无交并
.

于是
,

一方面
,

事实 (
v
) 由 1别 》 2 的情形推广到了任意 艺 ; 另一方面

,

事实 ( v) 的结论

由一 析取并因子的 卜离散改进 为离散
.

由定理 l , 2
,

事实 ( 11) 随之也由 !别 ) 2 的情形推广到了任意 及

但事实 ( i) 不能得到事实 ( ii )— (
v

) 那样的推广
,

因为当 1别 ~ 1 时
,

语言的稠密性

与无限性是一致的
,

而这一情形的无限语言却分为析取与正则两类
.

二
、

定理 1 的证明

引理 1切
.

设 艺 ~ {
。

}
, L 为 万上的语言

.

若关于任意整数 。 > o ,

存在
。 lt , 。 t ,

` L ,

使得
t Z

一 , ; > , ,

且 L 中不再含有长度介于
l :

与 12

之间的字
,

则 L 不是正则的 (从而是析取

的 )
.

下面给出定理 1 的证明
.

令 D 为 召 ~ {
。

} 上的稠密语言
.

由 D 稠密
,

知 {D ! ~ 二
,

因此可取到 D 的一个无限子集 { y ; , y Z , y 3 ,

… }
, y :

为刀 中的最短字
,

且 ! y ,
} 一 ly

,一 :

1> i ,

i ~ 2 , 3 ,
·

… 关于每个 y , ,

作

T ; 一 {夕〔 D 11夕
*一 ,

} ( 1夕! < }夕
`
1}

, i ~ 2 , 3 ,
·

…
令 N 为自然数的集合

,

且

叼 j ~ {
, ` N !

。
恰有 夕个素因子 }

, ] ~ l
,

2 ,
·

…
对每个 M i ,

作

D
,

一 U T如

戈〔 M矛

显然关于任何 左
: ,

左
2 〔 刃

,

天
:

钾 左
2

时
, 了 ,

:

n T ,
:

~ 币
,

因此当 j
;

铸 j
Z

时
, D i

:

门D s
Z

~ 价
.

由

上面的作法可知
,

关于每一 x 〔 D ,

必有 反〔 N
,

使得
x 〔 T 、 ,

所以

D 一 U D .)

下证每个 D j都是 艺 一 {
。

} 上的析取语言
,

j 一 1 , 2 ,
·

… 关于任何整数 , > 0 ,

当

然可取到整数
。 > 。 ,

且

1 0
.

, ,
屯M

, ,

2 0
.

存在
。 。 〔 M j ,

使得
, 。

< ” .

于是
, T

,

自 D ,
一 中

.

令
, 、

~ m i n
{

, 。 M , 1
, > n

}
, r Z

~ m a x
{

r 〔 耐 ,
l

r

< n
}

,

显然
, T

; ,

里 D , ,

界
,

g 几
.

设
。 “ 为 乙

:

中的最短字
,

户 为 乙
:

中的最长字
,

由 D j 的作法
,

知 马 中不再含有长

度介于
: ,

与
, ,

之间的字
.

但由
a “ 〔 T

, , ,

知 , :

) } ,
。

}
,

由
a “ ` T

, 2 ,

知 : 2

< } , 卜
、

}
,

I阅此
,

: :

一 , 2

> }y
。

I 一 {y卜
;

l >
n > m

.

据引理 l , D ,

是析取的
.

{{
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三
、

定理 2 的证明

引理 l2[
,

.

设 }别 ) 2
,

L 为艺 上的语言
.

则 L 是析取的
,

当且仅当关于 1
“

1 ~ 1
0

1 的

“ , 。 ,

常有
, 。 二 城尸户 意味着

“
~

。 .

易知
,

还有如下的

( * ) 事实
.

令 S ` , S : ,

…
,

st
。

为集合 s 的 二 ) 2 个子集
,

且 }nS
Z

} ) , (即 凡
2

含元素个

数不小于 , )
,

则有
。 〔 凡

。 ,

使 孔 \ {
。

} 与 s , ,

5 2 ,

…
, s m 一 ,

都不相同
.

这是因为
,

如果不然
,

令 {
。 , , 。 2 ,

…
, 。 1。

} 9 5。 ,

则有 s m

\ {
a ,

} 〔 {S ,
l咬一 l , 2

,

…
, m 一

l }
, i ~ l , 2 ,

…
, 阴 ,

但

s
,n

\ {
a `

} 笋 s 椒 \ {
a i }

, i ,

i ~ l , 2
,

…
, 。 , i 铸 八

这是一个矛盾
.

下面给出定理 2 的证明
.

令 D 为一稠密语言
,

我们将从 D 中取出一个离散析取子集 D
l ,

且使 D
,

~ D \ D ,

析取
,

以

完成定理的证明
,

先考虑 }别 ) 2 的情形
.

令成为 z 取

上一严格序
,

即成为 万*

上的一个全序
,

且 1
:

} < {川

时
,

常有
x

< y
.

例如
,

成可取为词汇序
.

记

艺*

一 {
尤 , , 二 2 ,

…
, x , ,

… }
,

其中
, i < j 时 x ,

< 朴
.

又令

刀 , ~ { (
u , 。 ) ` 艺

* 火 艺*

}
“ x 、 。 ` D }

,

i = l
,

2 ,
·

…
由 D 稠密

,

知 }月
,
} ~ co 〔习 ,

即 A , 含有无穷多个元素
, i 一 l

,

2 ,
·

…
为构造 D , ,

我们先从 刀 ;

中任取 (
u , , 。 1

) ; 令 丁:
~ { (

、 , 。
) 11

“

1+ 1
0
1镇 l

u ;

! + I
。 :

! }
,

再从 成 \ T ,

中取一 (斌
,

码)
,

使得

汀 2

\ ( T 、
U { (

u
;

, 。 ; ) } ) 笋 汉 1

\ T l
.

( l )

这是可以作到的
,

因为 IA ,

! ~ co
,

}A Z

\ T ;

1~ co
,

而且有上面的事实 ( * )
.

由 ( l) 式
,

知有

(u
: , ,

伙 ,

) 属于且只属于 成 \( T ,

U {(
、 ;

,

姚) }) 与 击 \ T :

中的一个
,

这样的元称为 A Z

\( T 、

U

{ (斌
,

试) } ) 与 A八 T :

的示差元
.

如果 (价
、 ,

叭
、

) 一 (
“

;
, 。 ; )

,

那么我们令 (
u Z , 。 名

) 一 (试
, 。
沙;

否则
,

据事实 ( * )
,

可取到 (
。 2 , 气 ) 〔 汉

2

\ 丁
, ,

使得

l
。 :

! + f
。 。

I > m a x
{ I

“ ; ! + !
。
; I

,

t
u Z:

I + !
。 2 ,

l }
,

刀 2

\ ( T ,

U { (
u Z , 。 2

) } ) 护 A八T :
.

且易知
,

( 、
1 , 气 ,

) 也是 刀 2

\( T *
U无(

。 : , 。 2

) } ) 与 左 ,

\ T ,

的示差元
.

今若关于某一 友妻 2
,

才办瓜
一 ;

中的 (
“ 、 , 。 ,

) 已经取出
,

使得

A 、 \ ( T卜
;

日 { (
。 。 , 。 及

) } ) 笋 刀入丁卜
、 , !

一 r
,

2
,

…
,

左一 l ,

其中 T粉
,

一 { (
u , 。

) } {
。

} + }
。

1镇 ] “ , 一 l

! 十 !
。 、 一 、

】}
.

同时也已取出 刀、 \ ( T卜
I
U { ( “ : , 。 , ) } )

与 刀八了卜
,

的示差元 (傲
, ,

收
,

)
,

i 一 1 , 2 ,

…
,

左一 1 ,

使得关于任一
;

簇 友一 1 ,

或者

(
u , ` , 。 。 ,

) ~ (
。 。 , t, 、

)
,

或者

! “ 、 ` { 十 }
。 、 ;

} < }
“ *

{ + l
。 * 1

.
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令 T*一 { (
u, 。

) 11
“

} + 1
。

{簇 }
“ , I + i

, ,
l }

.

由 }
、

理, + ,

\ T , }一 co
,

据事实 ( * )
,

可取

到 (
u
又

+ , , 。
义

+ ,

) 〔 A , + ,

\ T , ,

使得

A , +

八( T 、 U { (
“
是

+ * , ,
是

+ 、

) } ) 钾 A八丁* , i 一 l , 2 ,

…
,

咬
.

如果关于 i 。 成 友
, 汉 , +1 \ T , ~ A `

o\ T , ,

那么 A , +1 \ T , 中任何元 (
。 , 。

) 都是 A , +l \( T , U

{ (
“ , 。

) } ) 与 A , 0

\ T , 的示差元
.

关于使 A , +
八 T , 沪 A ; t

\ T* 的 i , , i ,

成 左
, ` 一 1

,

2 ,

…
, h ,

可取到 (
u , + ,

,

i : , , , + 、 ,

i ,

) 作为 刀 , + ,

\ ( T* U { (
“
又

+ : , 。

二
+ :

) } ) 与 A ; t

\ T、 的示差元
,

使得

(
u , + 1 , ; ` , 。 , + , , ; `

) 笋 (
u
又

+ , , 。

又
+ ,

)
.

据事实 ( * )
,

可取到 (
u * + 、 , , , + :

) ` 汉
、 +

八了 , ,

使得

}
u 、 + :

1+ }
。 、 + ,

1> m a x [ { }
u * + , , , ,

} + }
, , + , , ; ,

}卜~ l , 2 ,

…
, h } U { }

u
又

+ :

} + }
。
是

+ *

}} ]
,

A * +

八( T , U { (
u , + 1

, 。 , + ;

) } ) 祷 才八T* , i 一 l , 2 ,

…
,

夜
.

易知
,

(
“ , + ; , , , , 。 、 + 、 ,

; t

) 也是 A * +

八( T 、 U { (
u ,+ 、 , 。 * + 、

) } ) 与 A , ,

\ T , 的示差元
, 才

~ l , 2 ,

…
,

五
.

而关于 i ( 左
, i 笋 i , , , 一 1 ,

…
, 几 ,

令 (
“ , + , , ; , 。 * + 、

,

;
) ~ (

u , + :
,

, , + 1

)
,

它为 A * 十 、

\ ( T 、 U

{ (
“ 、 + , , 。 、 + *

) } ) 与 A八T , 的唯一示差元
.

于是
,

由归纳法得到 艺*
x 艺*

的无限子集

了 ~ { (
u ` , 。 ;

) , i 一 l , 2 ,

… }
.

作 艺上语言

D *

~ {
u `x , , ;

11一 1 ,

2
,

… }
,

由 A , 的意义及 (
u 、 , 价 ) 〔 A , ,

显然 D :

为 D 的子集
.

由 (
“ ` , 约 ) 的取法

,

有

}
。 、 2

1+ !
。 ; 2

! > 1
“ , ;

1+ }
。

小
12

> i ,
.

由蕊的严格性
,

有

{
x *:

} ) 卜小
i ,

> i , ,

因此
,

l
u , Zx ,: 。 ,:

1> 1
u i

l x i
L。

小
12

> i ,
.

从而
,

D ;

离散
.

D ,

的稠密性由其构作立得
.

于是
,

据事实 ( i )
, D ,

为 (离散 )析取语言
.

下证 D \ D ,

的析取性
.

关于任意
x i , x s , l 成 i < z ,

}
x i l ~ 卜,

!
,

由 (
u , i , , , i ) 为

刀 ,

\ ( T ,一 ,

U { (
“ , , 。 , ) } ) ~ 汉 :

与

A八T ,一 ;
一 A ;

的示差元
,

知 ( iuj
,

气 ) 属于且仅属于 A : 与 川 中的一个
.

(
a

) 当 (
u , i , , , i ) 〔 A :

,

(
“ , i , 。 11 ) 逗刀 ; 时

,

有
“ , i x , “ 51` D \ D {j一 ` , ,

“ , i x i , , i 〔 D \ D I
,一 ` , ,

其中
刀 l

,一 ` , 一 {。 。 n 、

日。 l镬 l
“ ,一 : x ,一 : , ,一 、

! }
.

从而有
“ , i x , , , i 〔 D \ D

: ,

( 2 )
“
iix 冉派 D \ D“ ( 3 )

事实上
,

由 刀:

二D {j
一` , 显然 ( 3 ) 式成立 ; ( 2 ) 式成立是因为

, 犷 < j 时
,

1
: ` , i ! + !

。 , ` I > l
u r

l

+ {
。 ,

1
, ;

> i 时
,

l
u ,

! + l
, ,

} > }
u si } + }

, 51 }
,

因此
,

在这些情形
,

必有 。 I i x , 。 了i 笋 。 r x r 。 ,

;
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而
,

~ 1 时
,

若
u , i x , 。 21 ~

“ ,x s。 , ,

则有 l
u i i l + }

。 , `

} 一 l
u , { + l

。 ,

!
,

但 (
u i i , 。 , i ) ` 月:

,

这

与 l
u , I + !

。 , ! > !
u ,, 1+ }

。 , i ! 矛盾
.

( b ) 当 (
。 , i , 。 , i )石A :

,

(
u ,s , 。 , i ) 〔 A : 时

,

有
u , i x , “ 51` D \ D l ,

( 2
,

)
u , i x i“ , i 〔 D \ D ; .

( 3
,

)

事实上
,

(
u si , , 51

)〔 A , 时
,

当然 ( 2
’

) 式成立 ;而 (
“ , i , 。 21 ) 〔 A z 时

,

由 (
“ , i , 。 , i派 A:

,

必有

(
u si , 。 , i ) 〔 ( T卜

、
U { (

u s , 。 ,

) } )
,

但 由 (
u , i , 。 , i ) 〔 才:

,

知 (
u si , 。 21 )〔 T i一 , ,

因此
,

(
u , i , 。 , i ) ~

(
“ , , 。 , )

,

从而 u , i x ,。 , i ~ u ,x ,。 z 〔 D
: ,

即也有 ( 2
`

) 式成立
.

要证 ( 3
`

) 式成立
,

由 (
u si , 。 , i ) 〔

月 ;
,

知 u , i x i t, si 〔 D ,

只须再证得
u si x i。 , i 厦D ;

好了
.

若
u , i x i o z` 〔 D ; ,

则有 u zi x i o s , 一 u , x 犷。 , ,

同 ( 2 ) 式的讨论
,

必有
/

~ j
,

即 u , i x ; 。 11 ~
u , x ,。 , ,

但 卜11 = }
x i }

,

因此有 l
u , 11+ !

。 51! ~

l
“ , ! + }

。

小 又由 (
“ , , 。 j ) 的取法

,

必有 (
u , i , 。 , i ) 一 (

。 s , , z )
,

即 “ i x ,。 j ~
“ , x i。 , ,

从而

; `

==
x , ,

这与 x i 笋 x ,

矛盾
,

于是 u , ; x l 。 , ; 〔 D 工
.

( 2 )
,

( 3 ) 式和 ( 2
`

)
,

( 3
`

) 式证明
x i 羊 x , ( p D / , ) ,

)
,

由 i , , 的任意性
,

据引理 2 知
,

lP, \D
,

为恒等关系
.

故 D \ D ,

为析取语言
.

再考虑 }别 ~ l 的情形
.

设 刃 ~ {
。

}
.

由 D 稠密
,

知 D 为无限语言
,

令 D ~ { ial
, 。 任 ,

… }
,

11

< 12

< …
。

作

尸* ~ {
a ! : 友, a 扒+ ; ,

…
, a
啼

+ `

一 l }
,

左一 o , l
,

2 ,

…
,

显然 D 为这些 凡 的无交并
.

令 D ,

一 日 p Z , ,

则 D Z
一 D \ D l

一

二 O

日 p “ `十 ` ’

中+

下证 D , , D Z

析取
.

关于任一自然数 m
,

存在 自然数
, ,

使得 21 > m
.

因为 ar 产 +l 一 : , 。
?

` + 2 〔 D ; ,

并且

没有 长度介于 12 : `+ ` 一 ;

与 12 , + ,

之间的字
,

又因为 1 2 , ` + ,

一
; , “ + ` 一 ;

) 2 , ` + ,

一 2 , ` + `
+ l ~

D 1

2 2` + l

l > 2
`

> m ,

离散的
.

所以
,

据引理 1 ,

知 D ,

是析取的
.

同样可证
, D Z

析取
.

此时
,

显然
, D ;

与 D Z

都是
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