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低维格拉斯曼流形鉴别分析 

曾青松， 钟闰禄 

(广州番禺职业技术学院信息工程学院，广东 广州 511483) 

摘 要：图像集匹配需要解决如何对集合模型并度量模型之间的相似性的问题，为此提出

一种维数约减的格拉斯曼流形鉴别分析方法并用于对象和人脸识别。首先引入投影映射将格拉

斯曼流形上的基本元素表示成对应的投影矩阵。然后，为克服高维矩阵在小样本条件下不能有

效描述样本分布的缺陷，通过投影度量学习对子空间的正交基矩阵降维得到一个低维、紧致的

格拉斯曼流形以获得图像集更好地表达。最后投影到再生核希尔伯特空间中进行分类。在公开

的视频数据库中的实验结果证明，该方法能够获得较高的正确率，是一种有效的基于集合的对

象匹配和人脸识别方法。 
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Low Dimension Discriminant Analysis on Grassmann Manifold 

ZENG Qingsong,  ZHONG Runlu 

(School of Information and Technology, Guangzhou Panyu Polytechnic, Guangzhou Guangdong 511483, China) 

Abstract: The key issues of video based face recognition are the way to model facial images 

precision and high efficiency and measure the similarity between two sets. To end this, a Grassmann 

manifold dimension reduction method is proposed to improve the performance of image set 

matching. Firstly, a subspace constructed by an image set is presented as a point in a Grassmann 

manifold with a projection matrix. Then, a projection metric learning approach is applied to reduce 

the dimension of the orthogonal basis matrix to obtain a lower dimension and tighten Grassmann 

manifold. Finally, a kernel function mapped the orthogonal basis matrix from a Grassmann manifold 

to Euclidean space for classification. Extensive experimental results on shared video based dataset 

show that the proposed method is an effective object matching and face recognition method based on 

set-to-set matching. 
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基于图像集合的人脸识别方法通过视频中的多

个图像帧构建人脸的图像集合表示模型。多帧图像

能够弥补由于分辨率、姿态变化等信息的损失，因

而能有效地提高模型的准确性，近年来得到了广泛

的研究[1-3]。基于图像集合的人脸识别，可以分为参

数方法和非参数方法两大类。参数方法一般使用参

数分布对图像集合建立模型，应用 Kullback-Leibler

散度度量两个模型的相似性[4-6]，其方法一般很难得

到分布模型的准确估计[7-9]。非参数方法主要通过子

空间[8,10]、流形[11-15]、仿射包[9,16]、凸包[16]、协方差
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矩阵[17-18]和支持向量域描述[19-20]等对图像集合建

模，然后度量两个模型之间的相似性。 

一般地，将图像集投影到低维线性子空间，用

典型相关度量两个子空间的相似性[10]，或者计算图

像集合张成的仿射子空间，使用两个仿射包中最近

邻点之间的几何距离来度量集合之间的相似性[21]。

通常子空间可以解释为格拉斯曼流形上的一个点，

通过核函数将流形上的特征映射到再生核希尔伯

特空间，然后在新的空间中学习一个分类器[22]。协

方差鉴别学习(covariance discriminative learning，

CDL)[17]考虑所有图像集合的协方差矩阵位于黎曼

流形之上，通过基于对数–欧式距离(Log-Euclidean 

distance，LED)[23]的核函数将这些矩阵映射到欧式空

间上，并应用核鉴别分析进行分类。流形判别分析

方法(manifold discriminant analysis，MDA)[15]依据最

大化流形间隔完成流形判别分析的目的。虽然基于

非线性流形的方法可以同时建模集合里数据的多种

变化模式，并取得非常好的识别效果，但是当集合

的数据非常有限时，这些方法达不到理想的效果。 

在智能监控环境中，由于光照、人的姿态、表情

的变化，构建的流形或子空间通常是异构的。研究表

明，通过学习一个公共的子流形或子空间可以找到异

构流形的共性[17,24-25]，并通过度量学习来解决异构空

间样本的匹配问题，得到更加符合实际应用的距离度

量。本文首先介绍格拉斯曼流形的基础，通过投影矩

阵将视频图像特征向量张成的线性子空间投影到格

拉斯曼流形表示为一个点，然后通过投影度量学习得

到一个低维的、更加紧致的格拉斯曼流形，在低维的

格拉斯曼流形上应用核鉴别分析并进行分类。 

1  格拉斯曼流形 

1.1  格拉斯曼流形的定义 

格拉斯曼流形 ( , )m D [26]是 D维空间 D 的所

有 m-维线性子空间 m (0<m≤D)构成的集合，是

Dm 正 交 矩 阵 等 价 类 集 合 ， ( , )m D 
 

k{ | }=  ,Y Y XV V O ，式中，X、Y是 Dm正交

矩阵，V 是 mm 正交矩阵， T{ | ,k =  O Q Q Q I
 

det( )=1}Q 为正交群。 

一个线性子空间投影到 ( , )m D 上对应该空间

的一个点，如果格拉斯曼流形上的两个点能够通

过正交变换相互获得时，那么这两个点是等价的。

即矩阵 1 2=W W Q，式中 Q 是 rr 正交矩阵，并且

列空间 1 2span( )=span( )W W ，从而 W1与 W2等价。 

在投影映射 T( ) U UU 的框架下，使用 UUT

来表示格拉斯曼流形上的基本元素，即线性子空

间 span(U)。其是一个一对一、连读、可微的映射，

并且逆映射也是连续、可微的。因此在格拉斯曼

流形上的每个元素只对应唯一的一个投影矩阵。 

1.2  投影度量 

假定 X1和 X2为两个大小为 Dm 的正交基矩

阵，那么两个线性子空间 1span( )X 和 2span( )X 之

间的主夹角 10
2pθ θ 


≤ ≤ ≤ 可以递归的定义为 

2 2

T

span( ) span( )

T T

T T

cos( ) max max

s.t. 1, 1

0, 0 ( 1,2, , 1)

i i
i i i

i i i i

i j i j

θ

j i

 
 

  


      

u X v X
u v
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其中， cos( ),0iθ i m≤ ≤ 称为典型相关系数。主角

可以通过 T
i jU U 的奇异值分解来求得 

T T
1(diag(cos , ,cos ))i j pθ θ   U U P Q  

其中，P，Q 为正交矩阵。令 1,=[ ], pθ θ   表示两

个线性子空间 1span( )X 与 2span( )X 之间的主夹角

序列，其之间的测地距离定义为 

1 2 2( ), || ||gd X X  

流形是一个嵌入在高维欧式空间中的一个光

滑的曲面，黎曼流形本身具有的测度且允许测得

流形上两点之间的距离。但是，格拉斯曼流形是

一个非线性的空间，大部分的欧式空间的技术都

不能直接用于处理格拉斯曼流形上的数据。投影

映射框架将格拉斯曼流形上的基本元素表示成对

应的投影矩阵。投影映射 ( ) U 是一个 DD的对称

矩 阵 ， 对 应 的 内 积 形 式 可 以 定 义 为 ：

T
1 2 1 2, tr( ( ) ( ))  U U U U ，这一内积对线性子空

间具有不变性，推导出距离形式为 
1/2

2 2 T T
1 2 1 1 2 2 F

1

1
, sin sin || ||

2
( )

m

p i
i

d θ


 
   
 
U U U U U U  

式中，||·||F表示矩阵的 Frobenius 范数，定义为：
2

2
F

1 1

|| ||
D D

ij
i j

x
 

 X 。投影距离满足非负性对称性和

三角不等式，因此也称为投影度量[22]。投影距离

逼近于格拉斯曼流形上的测地距离。 

2  格拉斯曼流形度量学习 

D维空间 D 所有的m维线性子空间 span( )iU
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均位于一个 D维的格拉斯曼流形 ( , )m D 上，并一

一对应于投影矩阵 T D D
i i

U U  。通常情况下能够

获得的图像数量小于样本的特征维数，这样得到

的投影矩阵不能很好地建模，并反映原始样本的

真实分布，为此可以将 ( , )m D 投影到一个更低维

数的格拉斯曼流形上，得到样本分布的一个更加

紧致的描述。 

2.1  投影矩阵学习 

设 Ui是格拉斯曼流形的正交基矩阵，假设存

在列满秩矩阵 W，P=WWT，P是一个秩为 DD的

对称半正定矩阵，即 PT=P，P≥0。定义 T
i iV W U ，

那么 T T T T T T( )( )i i i i i i VV W U W U W U U W ，Vi 与

Vj之间的投影距离定义为
[27] 

T T T T T

F

1
( )

1
, tr( )

2 2
p i i j j i i j j ij ijd   VV V V VV V V PA A P

 

其中， T T
ij i i j j A U U U U ，与传统的马氏度量学  

习[28]类似，这里的 P可以看成是一个类马氏矩阵。 

为了使得新的格拉斯曼流形上同类线性子空

间的投影距离 Jw(P)尽量地接近，而异类的线性子

空间之间的投影距离 Jb(P)尽可能的被拉远，设计

目标函数 J(P)，求解最优的 P矩阵[27]。 
* arg m ( )in( ) ( )w b

P
J αJ P P P  

T

1 :

1 1
tr

2
( ) ( )

i j

m

w ij ij
w i j C C

J
N  

  P PA A P  

T

1 :

1 1
tr

2
( ) ( )

i j

m

b ij ij
b i j C C

J
N  

  P PA A P  

其中，Nw和 Nb分别为来自同类样本对总数和来自

异类样本对的总数；为权重参数；P是要学习的

最优化的对称半正定矩阵，问题的具体求解可阅

读文献[27]。 

2.2  格拉斯曼流形降维 

广义映射 : ( , ) ( , ),f m D m d d D   定义为， 

T T T T T T( ) ( )( )i i i i i if  U U W U W U W U U W  

其中， D dW (d<D)是一个列满秩的投影矩阵，

T d m
i

W U ，如果 W是正交矩阵，那么 T
iW U 是

正交基矩阵，从而 T
iW U 构成子空间的正交基矩

阵，即 f 将原始的格拉斯曼流形 ( , )m D 被变换到

一个更低维的格拉斯曼流形 ( , )m d 。 

在投影映射 T  U UU 的框架下，UUT 是

DD的对称矩阵。假设 1{ }iD n n
i iX 

 表示 n个训

练集合， 1{ }D m n
i i


U  表示集合 Xi的 m-维线性子

空间的正交基矩阵，那么投影矩阵 T D D
i i

U U 是

对称矩阵，将 T
i iU U 看作一个 DD 维的样本。通

过投影度量学习得到投影矩阵 P*=WWT，其中 W

不一定是正交矩阵，因此 T
iW U 也不能保证是正交

矩阵。 

定理 . 如果 A=QR 表示 iU 的 QR 分解，

1[ , , ]ma a   A ， 1[ , , ]mq q   Q 是列分块矩阵，那么

 1 1span , , span{ , , }k ka a q q       ，k=1,    ,m[29]。 

对所有的 i，固定矩阵 P，通过将矩阵 Ui正则

化为 iU ，可以使得 T
iW U 是正交基矩阵。计算

T
iW U 的 QR分解 T

i i iQ RW U ，式中 d m
i

Q 是

正交矩阵，即 T
i i mQ Q I 是大小为 mm 的单位矩

阵， m m
i

R  是上三角可逆矩阵[29]。由于 Ri可逆

并且 Qi正交，下式使得
T

iP U 是正交基矩阵 

T 1 1( )i i i i i i
   Q W U R U U R  

根据定理，Qi与
T

iP U 具有相同的子空间结构，

因而具有等价的正交基矩阵。通过上述的变换得

到了一个低维的格拉斯曼流形 ( , )m d 。相对于高

维空间的特征，当样本数量有限时，低维逼近更

容易得到准确的密度估计。 

实际应用中，可以直接使用查询集合或单独获

取一组图像集合用于训练投影矩阵W，使得到的投

影矩阵尽可能独立于查询数据库中的图像集合。使

用投影矩阵 W 对测试集合 (probe)和查询集合

(gallery)的正交基矩阵Ui进行降维，通过计算
T

iW U

的 QR 分解 T
i i iW U Q R ，得到降维后的线性子空

间的正交基矩阵 T 1( ) d m
i i i

  Q W U R  。所有的 m

维线性子空间 span( )iQ 位于一个 d 维拉斯曼流形

( , )m d 上，并一一对应于投影矩阵 T d d
i i

Q Q  。 

3  格拉斯曼流形核鉴别分析 

设 Qi，Qj是子空间的正交基矩阵，投影核定

义为[22] 
T T T 2

F( , ) tr( ) || ||i j i i j j i j  Q Q Q Q Q Q Q Q  

核鉴别分析(kernel discriminant analysis，KDA)

求解最优化目标函数 



   

72 视觉与图像 2017年

 
T

*
T

arg arg max max
KHK

KK

 
 

 

其中，K=[ij]是核矩阵，ij=(Qi,Qj)，相关系数

H=[hij]定义为：当 Qi和 Qj同时属于第 r类样本时，

hij=1/nr，否则 hij=0。 1[ , , ]m     ，最优的可

以通过求解特征值问题 KHK=KK的最大特征
值对应的特征向量得到。将最大的 q 个特征值对

应的特征向量按照特征值大小排序，组合在一起

得到投影矩阵 A。 

计算正交基Ui降维后得到的正交基矩阵Qi在

核空间上的投影 1, , n   B B 。给定输入空间的一个样

本 d d
tQ  ，在鉴别子空间的 q 维投影可以通过

公式 t t B K A得到，其中 1[ , , ]t t tn     。通过

求解 2
Farg min || ||i t i B B 可以得到相应的类标 i。 

算法 1 给出维数约减的格拉斯曼流形鉴别分

析的框架。 

算法 1. 维数约减的格拉斯曼流形鉴别分析 

输入： 

(1) 训练图像数据集 Train； 

(2) 查询图像数据集 Gallery以及对应的类别标签； 

(3) 测试集 Xt。 

训练过程： 

(1) 计算所有训练图像集合 Train的正交基矩阵； 

(2) 通过度量学习得到投影矩阵 W； 

(3) 对查询集合 Gallery，计算每个集合的正交基矩

阵 Ui及
T

iW U 的 QR 分解 T
i i iW U Q R ，得到低维格拉

斯曼流形上的正交基矩阵 Qi； 

(4) 使用格拉斯曼核函数计算核矩阵 K； 

(5) 求解广义特征值问题 KHK=KK，取最大的
q 个特征值对应的特征向量，得到核鉴别分析的投影

矩阵 A。 

测试过程： 

(1) 对查询集合 Gallery中的每一图像集，计算正交

基 Ui降维后得到的基矩阵 Qi，然后计算投影矩阵
T

i iQ Q

在核空间上的投影 1, , n   B B ； 

(2) 对测试集 Xt，计算正交基矩阵 Ut，通过计算
T

tW U 的 QR分解 T
t t tW U Q R ，得到低维格拉斯曼流形

上的正交基矩阵 Qt； 

(3) 计算 Kt，通过公式 =t tB K A得到其在核空间上

的投影； 

(4) 求解 2
i Farg min || ||t i B B ，得到类标 i。 

输出： 

测试集 Xt的类标。 

4  实验分析 

实验在 ETH80对象数据库、ChokePoint数据

库、CMU Mobo数据库和 YouTube Celebrities视频

数据库上进行基于集合的对象匹配和人脸识别实

验。实验计算机配置为： Intel(R) Core (TM) 

i7-4710MQ CPU @ 2.5 GHz×2，8 GB内存，安装

Windows 8.1，程序使用 MATLAB 2013编写。 

4.1  数据集 

ETH80 数据库是由苏黎世理工大学提供的实

物光场数据库。如图 1(a)所示，数据库中一共有 8

个类别；如图 1(b)所示，其中每个类别中有 10 个

对象，总共 80个对象。8个类分别为：苹果、梨、

西红柿、牛、狗、马、杯子和汽车。每个类的 10

个对象在采集时尽量选取了差异较大，但又明显属

于该类的对象。搭建光场时，在对象实物的周围构

造一个正八面体，然后对其进行三级细分，取上半

部分，在得到的顶点上设置照相机进行拍摄，这样

每个对象可以获取 41个视图，80个对象一共 3 280

幅图片。图 1(b)显示每类物体的一个实例的不同视

角下的 10张图片。每一个实例的 41张图像当成一

个图像集合，每类物体有 10个图像集合。 
 

 
 

(a) 数据库中的 8个类别 
 

 
 

(b) 每类 10个对象样本 
 

图 1  ETH80对象分类数据库中的样本 
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ChokePoint 数据集主要为研究基于视频的人

脸匹配、识别任务开发的数据库[30]，该数据集包

含门口 1 录制的 25 人的视频和门口 2 录制的 29

人的视频，分别录制进入门口和离开门口的动作。

每一个门口有 3台摄像机在不同的角度同时录制，

每个动作重复 4次得到 4个不同的视频序列。 

CMU的 Mobo(motion of body)数据库是卡内

基梅隆大学(Carnegie Mellon University，CMU)机

器人研究所 2001年 3月开始收集的基于视频的人

脸识别研究领域中使用最为广泛的数据库之一[31]。

Mobo 数据库包含 25 人在跑步机上行走视频，数

据从 6 个不同视点采集，共记录慢走、快走、倾

斜地面走和带球走 4 种运动。本文使用其中一个

子集，包含 96个视频序列，24种不同的主题，每

一个序列包含大约 300帧。 

YouTube Celebrities(YTC)数据库[32]收集来自

于 YouTube 网站的 1 910 个视频片段，一共包含

47 人。数据库包含大范围的姿态、光照和表情变

化。每个视频的第一帧的人脸位置已经人工标定。

每个人的视频片段分为 3 个小节，每一个小节对

应不同的采集时间与场景。本文使用对象跟踪方

法[33]提取相应的人脸图像。图 2 给出了“Donald 

Trump”的第 10和 150帧的跟踪结果。 
 

  
 

图 2  人脸跟踪检测示意图 
 

4.2  比较的方法和设置 

实验以原始论文公开的代码为基础，由于计算

资源的限制，人脸图像转换为灰度图，经直方图均

衡化处理后采样得到 2020像素。具体参数设置如

下：互子空间方法 (constrained mutual subspace 

method，CMSM)[34]、流形鉴别分析算法 [15]使用

PCA降维，计算子空间时使用了最大的 10个特征

值对应的特征向量。协方差鉴别学习[17]参考原文

实 现 ， 使 用 核 鉴 别 分 析 (kernel discriminant 

analysis，KDA)算法分类，KDA使用文献[35]提供

的代码。格拉斯曼流形鉴别分析 (Grassmann 

discriminant analysis，GDA)[22]算法采用投影核。

投影度量学习(project metric learning, PML)[27]方法

在学习到的低维格拉斯曼流形上直接使用投影距

离进行度量。 

本文的方法使用子空间的正交基矩阵对图像

集合建模，将投影度量学习 PML作为一个预处理

过程对正交基矩阵降维得到一个低维的格拉斯曼

流形，在低维的格拉斯曼流形上应用 KDA进行鉴

别分析。 

实验结果及分析： 

ETH80数据集，每一类对象有 10个图像集，

实验随机选择 3、4、5 个图像集合作为训练集合

(即：3训练集合，4训练集合，5训练集合)，剩余

的图像集合作为测试集合，实验重复 10 次，表 1

报告了随机试验的平均识别率和方差，图 3 显示

了不同算法的识别率的对比曲线，实验显示，在 3

组随机实验中，本文提出的方法都取得了最好的

识别结果。 
 

 
 

图 3  ETH80数据集上的分类结果对比曲线 
 

表 1  ETH80数据集上的分类结果(%) 

方法 
分类准确率 

3训练集合 4训练集合 5训练集合 

CMSM[10] 84.64±2.94 84.17±4.52 89.25±2.37 

MDA[15] 76.96±4.56 80.62±3.63 84.00±4.11 

CDL[17] 85.36±2.64 88.85±4.19 92.00±4.53 

GDA[22] 87.14±3.12 88.33±2.23 91.00±2.41 

PML[27] 85.00±4.47 86.88±3.81 88.25±4.37 

本文方法 89.11±3.30 90.21±4.05 92.00±4.37 

 

YTC 数据库部分人只有 1 段视频，根据本文

实验的需要，选择 01 小节、需满足每人至少有 5

段视频子集，满足条件的视频共有 14人，随机选

择 2 段视频作为训练集，其余的作为测试集合。

ChokePoint 数据库选择 2 段视频作为训练集合。

Mobo 数据库提取图像的局部二值模式 (local 

binary pattern，LBP)特征，选择 2段视频作为训练

集合，剩余的作为测试视频。所有算法报告了 5

次随机试验的平均结果。表 2 为在 ChokePoint、
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Mobo 和 YTC 数据集上基于图像集合的人脸识别

随机试验的平均识别率和方差。从实验结果可以

看出，本文提出的方法在 ChokePoint 数据上仅次

于 MDA；在 YTC 数据上仅次于 MDA 和 YTC，

而在 Mobo数据库上取得了最好的识别结果。 
 

表 2  基于图像集合的人脸识别结果(%) 

方法 
分类准确率 

ChokePoint Mobo YTC 

CMSM[10] 70.40±3.26 97.14±2.32 86.79±0.00 

MDA[15] 98.56±1.63 98.09±1.99 98.86±1.03 

CDL[17] 88.08±4.10 96.32±3.02 85.28±1.57 

GDA[22] 85.00±3.13 97.14±2.32 79.62±0.84 

PML[27] 82.16±4.18 98.37±1.70 93.21±1.03 

本文方法 91.36±2.84 99.18±1.11 92.45±0.00 

 

表 3为 ChokePoint、CMU Mobo和 YTC数据

集上各个算法的平均运算时间。由于本文方法使

用了 PML作为预处理过程，然后在低维的格拉斯

曼流形上应用 GDA算法。本质上讲，本文方法结

合了 PML 与 GDA 算法。从实验结果分析，改进

的算法识别率比单独使用 GDA 和 PML 均有较大

地提高，但是由于需要学习度量矩阵，因此较其

他算法耗时。但是大部分的时间花在距离学习上，

而学习过程可以离线进行。因此，实际应用中，

测试阶段消耗的时间会大幅地缩减。 
 

表 3  对比算法的平均运算时间(s) 

方法 
平均运算时间 

ChokePoint Mobo YTC 

CMSM[10] 154.5 167.1 117.5 

MDA[15] 45.1 158.3 113.0 

CDL[17] 411.9 2750.0 213.9 

GDA[22] 18.8 110.3 11.9 

PML[27] 189.2 793.1 91.9 

本文方法 198.0 845.5 95.5 

 

5  结 束 语 

图像集合匹配中的核心问题是如何对图像集

合建模并比较两个模型的相似性，本文通过子空

间对图像集合进行建模，并将其描述成格拉斯曼

流形上的点。一般情况下，图像特征向量的维数

大于能够提供的样本数量，得到的子空间的正交

基不能很好地刻画图像集合的分布。通过投影度

量学习对子空间的正交基矩阵降维，得到一个更

加低维、紧致的格拉斯曼流形，从而更好地刻画

集合的真实分布。本文的方法整合了度量学习和

格拉斯曼流形鉴别分析方法，并且取得比单独应

用 GDA 和 PML 更好地识别准确率。根据本文的

思路，可以对现有的一些经典的基于图像集合的

匹配方法进行改造，通过度量学习得到一个领域

相关的度量矩阵，在降低空间的维数得到数据更

好的描述的同时改进现有算法的精度。 
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