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摘要    本文在分析了双原子分子振动能级的完备性和有限性及其对统计计算带来的影

响的基础上, 借助代数(AM)方法得到的双原子分子振动能级完全集合, 采用量子力学统

计系综方法, 讨论了双原子分子振动能量对宏观热力学性质的统计贡献, 并以氮气为例计

算了相应的热力学函数和振动热容量. 结果表明, 真实的双原子分子振动能级是有限的; 

确定最高振动量子数和振动能级完全集合是正确进行统计分析的基础和关键; 考虑振动

能级的完备性和有限性后, 只能导致数值解而不是解析解, 所得的结果优于谐振子模型的

解析结果, 与实验数据吻合得很好.  
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1  引言   

振动是分子的内禀运动, 众多分子组成宏观热

力学系统, 分子的内部振动对系统的宏观热力学性

质都会产生贡献. 例如, 对实际气体的热力学态函数

和可观测热物理量如热容量等产生直接影响. 因此, 

双原子分子振动对宏观系统热力学性质的贡献一直

都是值得研究的重要课题, 目前有不少有意义的成

果[1, 2].  

如何处理双原子分子的振动能量是采用统计方

法求解热力学性质的重要但不易正确处理的问题 . 

例如, 将双原子分子的内部振动视为简谐振动并借

用经典理论的能量均分定理, 可得到形式简单的解

析表示, 但与分子振动不是简谐振动、能量不是连续

变化的实际情况不符, 更不能说明热容量等重要物

理性质在不同温度范围的显著变化. 后来, 人们采用

量子力学的简谐振动能级   1
( )

2
   , 并对无限 

振动能级求和, 得到了热力学性质的解析形式[3]. 但

是, 把不是简谐振动的实际情况简化为简谐振动仍

然是不合理的. 要正确求解双原子分子振动能级, 应

以物理性质良好的势能函数为基础. 例如, 较好的解

析势能函数有 Morse 函数[4]、(Murrell-Sorbie)MS 势[5]

及 ECM(energy-consistent-method)势[6, 7]等. 1932 年, 

Dunham[8]提出了包含高阶修正、形式简单优美的双

原子分子振动能级解析公式, 但由于高阶振动系数

不好确定和振动量子数没有限定 , 至今未见有用

Dunham 振动能级研究宏观热力学性质的工作报道. 

1953 年, Herzberg 提出的采用相关振动光谱数据直接

确定的包含多阶修正、按振动量子数作级数展开的双

原子分子振动能级公式[9], 至今仍是被广泛采用的振

动能级的重要公式. 对于具有一套完整的振动光谱

常数的稳定双原子分子电子态, 其表达式中的光谱

展开项越多, 得到的能级往往就越精确, 但要获得全

套振动光谱常数会随着阶次升高变得越来越困难 , 

技术上限制了 Herzberg 能级公式的精确度, 且由于



中国科学: 化学   2012 年  第 42 卷  第 8 期 
 

1197 

展开项数多、项数取舍不确定和解析式本身的复杂 

性, 也未见有用 Herzberg 振动能级研究宏观热力学

性质的报道. 不仅如此, 在统计热力学的配分函数中

对振动能级求和时, 不论是简单的谐振子模型, 还是

包含各级高阶非谐振修正的 Herzberg 能级公式, 都

没有限定振动量子数的取值, 不少情况下都是简单

的无穷项求和[2], 而事实上若使用无限量的振动能级, 

将导致振动能级高于离解能的悖论. 可见, 振动能谱

(振动能级的完全集合)的准确性和有限性对研究宏

观热力学性质至关重要. 直接采用区别于双原子分

子振动能级现有解析形式的数值振动能级应该是具

有新意的途径. 量子力学从头计算可以直接得到振

动能级的数值解, 但这种方法得到的振动能级, 随着

振动量子数增大与实验的差异也增大, 对高振动量

子态已没有多少意义, 还常常不能给出高振动能级

和最大振动量子数[10]. 也有不少象 RKR 数据[11, 12, 13]

这样的实验数据, 但这类数据常常难以给出高振动

能级, 同样不能给出最高振动量子数. 本研究采用了

孙卫国等人提出的确定双原子分子振动能级的代数

方法[14~16] (AM)所得到的振动能级完全集合和最大振

动量子数, 采用量子统计系综理论讨论了双原子分

子振动对宏观系统, 例如气体系统热力学性质的统

计贡献, 并将结果与谐振模型无限能级的结果和实

验数据进行了比较. 结果表明, AM 方法获得的数值

振动能级完全集合是统计处理的真实基础, 计算结

果与实验结果相吻合.  

2  研究双原子分子精确振动能谱的代数方
法   

对于双原子分子体系, 孙卫国等[14~16]人用二阶

微扰理论导出了非相对论核运动的振动能级的高阶

展开式 
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该能级公式比 Herzberg 能级公式[9]多了0 和0e 两项

新的小量, e、exe、eye, …是分子的振动光谱常数. 

孙卫国等人[14]提出了确定双原子分子振动能级的代

数方法(algebraic method -- AM). 该方法可将振动能

级公式(1)写为如下简洁的矩阵方程 

AX E                   (2) 

式中 A 是一个矩阵元为   0.5
k

kA   的 8×8 的系数

方阵,  能级向量 E 和光谱常数向量 Xe 分别为 
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         (3)  

从现代实验技术测得的 m(m≥8)个振动能级中选

8 个代入(2)式, 使用标准的代数方法求解该方程, 即

可解得一组振动光谱常数 Xe. 从这 m 个已知实验振

动能级中选出 8 个能级的选法共有 8
mN C 个, 所以

可由(2)式求得 N 组解 'eX s . 其中总有一组振动光谱

数据集合能最好地满足下面的物理要求[14~16]  

max max 1 1,       
m m

E E E 尽可能小      (4) 

1
2

exp ,
0

1
( , ) | | 0, cal 





  
m

v

E e c E E
m

     (5) 

max eE D                 (6) 

max max max max max 2 max max

2
, 1 , , 1/ ( )cal

           eD E E E E  (7) 

max max

exp
, 10 ( ) / 1cal

rror e eE D D E        (8) 

式中 ,exp tE 是振动能级的实验值, ,calE 是用 AM 方法

计算得到的振动能级, 即 ,
AM

calE E  . 这样确定的光

谱数据就是该双原子分子电子状态的真实振动能谱

集合的最佳物理表象. 利用该组振动光谱常数并考

虑上述物理条件就能得到最大振动量子数 max , 根据

振动能级公式(1)就能求得振动能谱的完全集合 E , 

同时得到了真实离解能 De 的最佳理论值.  

这套由有限的精确实验能级通过上述代数方法

获得的精确振动能级完全集合和最高振动量子数, 

成为我们研究双原子分子系统, 例如实际气体宏观

热力学性质的重要基础.  

3  量子系综理论的统计方法和主要结果   

量子统计系综理论的核心内容和重要基础是统
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计系综的配分函数. 但本研究的基础是, 振动不是简

谐振动而是包含众多高阶修正的非简谐振动, 能级

的表达不是解析的而是数值的, 振动能级的真实情

况是有限个而不是无限个. 当振动量子数大于最大

振动量子数时, 对应的振动能级实际上不存在, 在计

算配分函数时不应对这些实际上不存在的振动能级

求和. 所以, 在求解配分函数时, 虽然统计原理和方

法没有发生改变, 但不应该对无限能级求和而只应

对有限能级求和, 这导致了配分函数没有解析解, 从

而增加了计算的难度, 计算过程和结果都不同于无

限振动能级的情况. 现将需要的统计方法和过程简

述如下, 并将谐振子模型的解析结果也列出来进行

对比.  

采用正则量子系综, 体系的配分函数[3]为 

    
max

0

( ) EQ T g e 









              (9) 

式中双原子分子振动能级的简并度 g =1, 且

1
kT  , k 是玻尔兹曼常数. 对于常见的双原子分

子组成的宏观系统, 一般温度下, 可认为只有分子的

电子基态的振动才对振动热力学性质有实际贡献 . 

一种常见的做法是, 人们采用简单谐振子(SHO)模型

来描述振动运动、并对无限个振动能级进行求和, 等

同于认为 max  , 得到配分函数的解析形式[3]为 

/2
cal
SHO ( )

1

e

e

e
Q T

e

 

 








             (10) 

这个解析形式导致了相关的热力学量也有解析形式. 

统计系统中的摩尔内能为[3] 

    2 ln ( )AU N kT Q T
T





          (11) 

谐振子振动摩尔内能的解析形式为 

cal
SHO

1
( )

2 1e

e
A eU T N

e 


    


       (12) 

NA 为阿伏伽德罗常数. 统计系统的摩尔熵  

 lnAS N k T Q
T

    
          (13) 

谐振子振动摩尔熵的解析形式为  

cal
SHO ln(1 )

1
e

e

e
AS N k e

e
 

 

       





     (14) 

统计物理中, 很重要的可观测物理量是摩尔振动热

容量[3]    

2 ln ( )m AC N k T Q T
T T

       
        (15) 

如果采用简单谐振子模型并对无限项振动能级进行

求和, 振动热容量有解析形式 

 2

2( 1)

e

v
m A e

e
C N k

e

 


  




        (16) 

实际上不应采用谐振子振动模型 , max 也不是

无穷大的. 但真实双核电子体系的振动能级一般有

几十项甚至上百项, 使得计算热力学量时难以有解

析解, 且计算繁琐复杂. 更困难的是, 在 AM 方法之

前, 人们很难获得大多数双核体系电子态正确的完

全振动能谱. 本文采用AM方法求得的分子电子基态

的振动能级完全集合和 max 的实际取值, 求得分子振

动对统计体系的内能、熵和可观测的热容量等宏观热

力学性质的贡献. 这时, 统计原理没有变化, 但热力

学量的具体表现形式不同于无穷项求和的形式. 例

如, (15)式中的摩尔振动热容量可表达为[3]  

 2 2
2

cal
AM

AN
C E E

kT               (17) 

式中振动能量平均值 E  和振动能量平方的平均

值 2E 是基本的统计量, 它们分别由下面的公式

决定[3]  
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振动对统计系统摩尔内能的贡献为[3]  

    cal
AM AU N E               (20) 

振动对统计系统摩尔熵的贡献为[3]  
max

0

lncal
AM AS N k p p



 


            (21) 

其中, / ( )Ep e Q T


 是每个振动量子态出现的几率.  

4  氮气系统的理论结果与实验数据的比较   

本文以氮气系统为例, 讨论氮分子振动对上述
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热力学性质的贡献. 氮分子是介于简单分子与复杂

分子之间的非球对称小分子, 一直是理论和实验研

究的典型分子原型. 过去, 人们对氮分子电子基态的

振动能级结构的研究结果是不完备的, 高阶振动光

谱数据不全, 给出的振动能级不全, 尤其缺乏高振动

能级. 1977年, Lofthus和Krupeniege[10]研究了N2基态

的光谱数据和振动能级, 结果只给到 = 21 的振动能

级 44014.1 cm1, 仅是离解能的 55%, 尚缺大量的高

振动能级 , 也没有给出最大振动量子数 . 1980 年 , 

Ermler 和 Mclean[17]采用组态相关理论(CI)研究了 N2

电子基态的振动光谱数据和振动能级, 也没有给出

更多的高阶振动光谱数据和高阶振动能级. 2004 年, 

任维义等人[18]采用研究双原子分子振动能级的代数

方法(AM)得到了众多分子精确的高阶振动光谱数

据、全套振动能谱、最高振动量子数和离解能, 给出

了氮气分子电子基态的全部 53 个振动能级, 远比

Lofthus 和 Krupeniege 的研究给出的能级多得多, 还

给出了其他文献未曾给出的最高振动量子数 max = 

52, 这个振动能级完全集合和最高振动量子数成为

本文研究氮分子内部振动运动对氮气系统热力学性

质影响的关键基础.      

根据上述量子统计系综理论的方法, 利用氮分

子基态精确的全套振动能谱和最高振动量子数, 可

求得不同温度范围内氮分子振动对系统的内能、熵和

热容量的贡献.   

为验证理论研究结果的正确性, 本文将理论结

果与可靠的实验数据进行比较. 多数文献只给出双

原子分子气体系统的熵、焓和定压摩尔热容量 Cm,p
[2]. 

这里采用了 Chase 于 1998 年得到的氮分子气体定压

摩尔热容量 Cm,p 的实验数据[19]. 为将其转化为振动

的摩尔内能、摩尔熵和摩尔振动热容量 mC , 必须对

实验数据进行处理. 为减少实际气体中由分子间相

互作用引起的处理过程的复杂化, 我们选择适合理

想气体处理的温度条件, 从而使相关结果不至于产

生明显的误差. 本研究选择的温度范围是 1000~2400 

K. 表 1 分别列出了使用简单谐振子(SHO)和真实  

的非谐振有限AM能级计算的热力学结果. 采用真实

的非谐振有限个 AM 振动能级 [18]时 , 振动热容
cal
,AMC 、内能 cal

AMU 和熵 cal
AMS 依据公式(17)、(20)和(21)

计算得到; 采用简单谐振子振动能级时, 内能 cal
shoU 、熵

cal
shoS 和振动热容 cal

,SHOC 依据公式(12)、(14)和(16)式计

算. 波尔兹曼常数 k = 1.380062×1023 J K1, 普适气

体常数 R = 8.31441 J K1 mol1.    

比较表 1 中的各个对应物理量可见, 同温度下, 

双原子分子的实际振动内能(AM)比简单谐振子(SHO)

模型预言的大, 这是由谐振子模型的抛物线势能和

无限能级求和所致, 比实际能级多出的虚高 SHO 能

级是不应参加统计求和的. 简单谐振子模型预计的

熵 cal
shoS 明显高于实际振动熵 cal

AMS , 还是由于虚高能级

太多, 增加了激发的混乱度; 谐振子模型预计的振动

热容量 cal
,SHOC 过早地进入了经典理论的能均分定理

预计的范围, 在这么大的温度范围内接近定值, 上升

缓慢, 而实际的振动热容量 cal
,AMC 有明显的渐进上升

过程, 在给定的温度范围内也比谐振模型的结果小. 

虽然随着温度升高, 两者的差异逐渐在减少, 但始终

都存在.  

内能和熵都是重要的热力学量, 但实验工作中

常常测量的是热容. 为了对上述结果有一个客观的

分析判断, 将 AM 振动热容量 cal
,AMC 和简单谐振模型

无限能级振动热容量 ,
cal

SHOC 与实验测量数据 expC 进行

比较, 计算了相对百分误差 AM 和 SHO , 将相关结果

列入表 2 中. 其中的实验数据来自于参考文献[16], 

并按照理想气体行为将定压摩尔热容量换算成了定

容摩尔热容量(已减去了刚性转子模型的转动热容 

表 1  用简单谐振子能级和真实的非谐振AM有限振动能级

计算的内能和熵 

T (K) 
cal
AMU   

(kJ mol1) 

cal
SHOU   

(kJ mol1) 

cal
AMS   

(J mol1 K1) 

cal
SHOS  

(J mol1 K1) 
1000 15.076 8.115 1.205 13.537 

1100 15.456 9.329 1.673 14.312 

1200 15.887 10.145 2.047 15.022 

1300 16.362 10.964 2.427 15.678 

1400 16.875 11.784 2.807 16.286 

1500 17.422 12.606 3.185 16.853 

1600 17.999 13.429 3.557 17.384 

1700 18.602 14.253 3.922 17.883 

1800 19.227 15.078 4.280 18.355 

1900 19.872 15.904 4.628 18.801 

2000 20.535 16.730 4.968 19.225 

2100 21.219 17.556 5.299 19.628 

2200 21.907 18.384 5.622 20.013 

2300 22.612 19.211 5.93505 20.381 

2400 23.328 20.039 6.240 20.733 
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表 2  不同振动热容量的比较 

T (K) 
cal
,AMC   

(J mol1 K1) 

cal
,SHOC   

(J mol1 K1) 

expC   

(J mol1 K1) 
AM (%) SHO (%) 

1000 3.440 8.115 3.344 2.87 142.67 

1100 4.060 8.149 3.890 4.37 109.49 

1200 4.532 8.176 4.320 4.91 89.26 

1300 4.946 8.196 4.710 5.01 74.01 

1400 5.308 8.212 5.080 4.49 61.65 

1500 5.623 8.225 5.420 3.75 51.75 

1600 5.899 8.236 5.750 2.59 43.23 

1700 6.141 8.245 6.050 1.50 36.28 

1800 6.353 8.252 6.320 0.52 30.57 

1900 6.540 8.259 6.580 0.61 25.52 

2000 6.710 8.264 6.810 1.47 21.35 

2100 6.858 8.269 7.020 2.31 17.79 

2200 6.990 8.273 7.210 3.05 14.73 

2300 7.108 8.276 7.390 3.82 11.99 

2400 7.214 8.280 7.540 4.32 9.81 

 
量), 再得到振动热容量的实验值.  

从表 2 的数据可见, 在 1000~2400 K 的温度范围

内, 谐振模型无限能级导致的振动热容量 cal
,SHOC 与实

验数据相差很大, 1000 K时的相对误差高达 142.67%, 

虽然随着温度升高相对误差随之降低, 但到 2000 K

时相对误差仍高达 21.35%, 将以上分析通过百分误

差图 1 来比较, 两者的差异更加直观明显. 可见, 势

能函数的粗糙和无限能级求和的确偏离了实际情况. 

因此, 谐振模型无限能级导致的振动热容量在该温

度范围内是不可信的, 那么相应的内能和熵的表现

也值得怀疑. 而实际有限振动能级AM导致的振动热

容量 cal
,AMC 却很接近实验数据 ,  最高相对误差为在

1300 K时的 5.01%, 而且在所研究的温度区域内变化

不大. 表明在该温度范围内有限振动能级AM导致的

振动热容量 cal
,AMvC 是较为可靠的, 相应的内能和熵的

表现也应该是可靠的. 另外, 实验的定容热容量还包 

 

图 1  两种热容量的百分误差比较 

含了分子非刚性转动和分子振动-转动相互作用对热

容的贡献, 而此处的理论值 cal
,AMC 则没有包含此部分

贡献.         

5  结论  

双原子分子的势能函数采用简单谐振模型(SHO)

与无限振动能级和实际情况都极不相符, 物理性质

良好的势能函数导致的有限非谐振能级集合才是实

际情况的客观表现. 最高振动量子数和正确的振动

能级完全集合是求解双原子分子振动对宏观系统热

力学性质贡献的基础和关键, 产生的结果不再是解

析解而是数值解, 且结果与实验数据吻合得更好. 该

方法可用于研究氢气、氧气、一氧化碳、氯化氢气体

和双原子分子离子等各种双核体系的分子振动对其

热力学性质的影响. 原则上该方法也可以用于研究

三原子分子气体的热力学性质, 但因为三原子分子

体系振动能级的严格解析表达式过于复杂, 因此需

要首先正确解析完全振动能谱, 才能继续进行与本

文类似的研究工作. 
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Abstract: Based on the analysis of completeness and finite bound of diatomic molecular vibrational levels, the relative 
influence of correct vibrational motion to statistical quantities are discussed. Using the creditable AM (algebraic method) 
vibrational energies, the nitrogen vibrational heat capacity and thermodynamic quantities are studied. The results show that 
correct vibrational description and vibrational energies are key factors in calculating thermodynamic quantities, the AM 
thermodynamic quantities are much superior to the ones of harmonic oscillator model, and the agreement between the AM 
results and the known experiment data is much better than that of the harmonic model.  

Key words: diatomic molecules, vibrational energies, quantum ensemble, thermal properties, molar heat capacity 


