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摘要 对于正则图的路分解问题, Favaron 等 (2010) 提出猜想: 对于奇数 l, 任意包含一个完美匹配的

l- 正则图可以分解成长度为 l 的路. 当 l = 5 时, Favaron 等 (2010) 证明了不含 4- 圈时猜想成立. 后

来 Botler 等 (2015) 证明了不含 3- 圈时猜想成立. 本文证明当 l = 5 且图中任意 3- 圈与 4- 圈的交为

空集时, 猜想成立.
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1 引言

本文涉及的图都是有限的简单图. 图 G 的顶点集用 V (G) 表示, 边集用 E(G) 表示. 如果图 G 的

每个点的度都等于 k, 则图 G 称为 k- 正则图. 圈或路的长度分别指它们包含的边数. 图 G 的一个完

美匹配是一组点不交的边且包含 G 的所有顶点. 设 H 是由一些图构成的集合, 如果图 G 中不存在子

图同构于 H 中的图, 则称 H 是 G 的禁用子图集. 设 D 是图 G 中的一组边不交的子图. 若 D 满足∪
H∈D E(H) = E(G), 则称 D 为图 G 的一个分解. 若 D 中每个子图均为路, 则称 D 为 G 的一个路分

解. 进一步地, 如果 D 中每个子图都是长度为 k 的路, 则称 D 为 G 的一个 Pk- 分解.

近年来, 正则图的路分解问题被广泛研究. 众所周知, 关于路分解有著名的 Gallai 猜想 (参见文

献 [8]): 任意 n 个点的连通图可以分解成至多 ⌈n/2⌉ 条路. Lovász [8] 在 Gallai 猜想方面做了许多重要

工作, 下面的定理就是 Lovász 的一个结果的推论.

定理 1.1 [8] 对于奇数 l, 任意 n 个点的 l- 正则图可以分解成至多 n/2 条路.
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注意到, 在定理 1.1 中, 只给出了关于路的个数的界, 并没有限制路的长度. Kotzig [7]、Bouchet 和

Fouquet [5] 分别证明了包含完美匹配的 3- 正则图存在 P3- 分解 (包含完美匹配是必要条件). Favaron

等 [6] 证明了包含完美匹配且不含 4- 圈的 5- 正则图存在 P5- 分解, 提出了以下猜想:

猜想 1.1 假设 l 是一个奇数. 如果 G 是 l- 正则图且包含一个完美匹配, 则 G 存在 Pl- 分解.

如果猜想 1.1 成立, 则不难计算 G 的边数为 1
2nl, 而在 G 的 Pl- 分解中每条路含 l 条边, 那么路

的个数正好是 ln
2l = n/2,从而满足 Gallai猜想中关于路的个数的界. 也就是说,如果上述猜想成立,则

在存在完美匹配的条件下, 可得出比定理 1.1 更强的结果.

关于猜想 1.1 的研究, Botler 等 [4] 证明了当 l = 5 且 G 不含三角形时, 猜想成立. 用类似的方法,

文献 [3] 将以上结论进行了推广, 证明了对于 (2k + 1)- 正则且围长至少是 2k 的图, 猜想 1.1 成立. 最

近, Botler 和 Hoffmann [2] 证明了以下两类图猜想 1.1 成立: 包含支撑圈的 k 次方的 (2k + 1)- 正则图,

包含简单交换 4- 正则 Caley 子图为支撑子图的 5- 正则图.

聚焦于 5- 正则图, 文献 [4, 6] 已经证明了当 G 分别不包含 3- 圈和 4- 圈时, 猜想 1.1 成立. 在

允许 G 含 3- 圈和 4- 圈的前提下, 本文证明了当 G 中任意 3- 圈与任意 4- 圈的交 (指边集的交) 为

空集时, 猜想成立. 令 C1 是 G 中的一个 3- 圈, C2 是 G 中的一个 4- 圈. 注意到 G 是简单图, 从而

|E(C1)∩E(C2)| 6 2. 当 |E(C1)∩E(C2)| = 2时, C1∪C2同构于 4-圈加一条弦;而当 |E(C1)∩E(C2)| = 1

时, C1 ∪C2 则同构于 5-圈加一条弦. 如果用 C+
4 和 C+

5 分别表示子图 4-圈和 5-圈加一条弦, 则本文

的结论可以描述为: 令 G 是包含完美匹配的 5- 正则图. 当 {C+
4 , C+

5 } 是 G 的禁用子图集时, G 存在

P5- 分解.

接下来介绍本文要用到的一些符号和定义. 令 G 是一个图. 设 x, y ∈ V (G), xy 表示以 x 和

y 为端点的边. 假设 H 是 G 的子图, x 是 G 的一个顶点, NH(x) 表示点 x 在 H 中的邻域, 即

NH(x) = {y | y ∈ V (H), yx ∈ E(H)}. 若 x, y ∈ V (H), 则 dH(x, y) 表示 x 与 y 在 H 中的距离. 令 F

是一个边集合, G− F (或 G+ F ) 表示由 G 去掉 (或增加) F 中的所有边得到的图. 当 F = {uv} 时,

通常简记为 G− uv 和 G+ uv. 图 G 的 k- 正则支撑子图称为 G 的 k- 因子. 图的完美匹配就是 1- 因

子. 图的迹记作 T = x0x1 · · ·xt−1xt, 满足 E(T ) = {xixi+1 : 0 6 i 6 t − 1} 且 xixi+1 ̸= xjxj+1, i ̸= j.

在图中经过所有边恰好一次的迹称为 Euler 迹, 存在闭的 Euler 迹 (起点与终点相同) 的图称为 Euler

图. 进一步地, 由 Euler 图包含闭的 Euler 迹可推导出 Euler 图所有点的度数均为偶数.

在简单有向图 D 中, 有向边称为弧, 用 A(D) 表示 D 的所有弧的集合. xy ∈ A(D) 意味着 xy 是

从 x 到 y 的一条有向边, 也称 x 控制 y. 有向图 D 的一点 v 的入邻点指控制 v 的顶点, 用 N−
D (v) 表

示, d−D(v) = |N−
D (v)| 称为点 v 的入度. 类似地定义点 v 的出邻点为被 v 控制的顶点, 用 N+

D (v) 表示,

d+D(v) = |N+
D (v)| 称为 v 的出度. 如果一个 Euler 图在定向 σ 下满足每个点的出度与入度相等, 则称 σ

为此 Euler 图的一个 Euler 定向.

2 主要结论

本节的目标是证明本文的主要结论—定理 2.2. 思路是首先找到图的一个长度为 5 的迹分解, 然

后通过一系列调整, 将这个迹分解转换成 P5- 分解. 作为准备工作, 先列举出关于因子分解的定理及

一些相关的定义, 然后证明引理 2.1, 这个引理在主要定理的证明中起着至关重要的作用.

以下是 Petersen [9] 关于 Euler 图的 2- 因子分解定理的加强形式, 此结论可从 Petersen 定理的证

明中得出, 并不需要单独证明 (参见文献 [1] 和 [6, 定理 5]).
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定理 2.1 (Petersen 定理) 假设 σ 为 2k- 正则图 G 上的任意 Euler 定向, 则 G 可以分解成 k 个

2- 因子使得定向 σ 在每个 2- 因子上导出一个 Euler 定向.

本文研究的是 5-正则图的路分解. 给定 5-正则图 G,根据前提条件, G存在一个完美匹配 M ,再

根据定理 2.1, G −M 可以分解成两个 2- 因子. 这样可以将一个 5- 正则图分解成一个完美匹配和两

个 2- 因子, 继而在这 3 个子图中寻找需要的路分解. 下面的定义用来对迹中的点进行标号, 方便后面

对迹分解的调整.

定义 2.1 令 ℓ 是 G 的边集上的函数, 满足 ℓ : E(G) → {0, 1, 2}, 记带有函数 ℓ 的 5- 正则图 G

为 (G, ℓ). 若 T = x0x1x2x3x4x5 是图 (G, ℓ) 中长为 5 的迹并满足 ℓ(x2x3) = 0, ℓ(x1x2) = ℓ(x3x4) = 1,

ℓ(x0x1) = ℓ(x4x5) = 2, 则称 x1 和 x4 是 T 的 (1, 2)- 点, x2 和 x3 为 T 的 (0, 1)- 点.

为了叙述方便, 令 T 是两个图的集合, T ∈ T 是长为 5 的路或者是 4- 圈加一条悬挂边构成的图.

可以看出 T 中的两个图均为长度为 5 的迹, 将其中含 4- 圈的迹称为待调整的迹. 假设 D 是图 G 的

一个迹分解, 用 D(v) 表示 D 中以点 v 为端点的迹的个数. 下面的引理给出一个特殊的迹的分解, 此

分解的存在保证能将其转换成一个路分解.

引理 2.1 令 G 是一个包含完美匹配的 5- 正则图且 G 中任意 3- 圈与 4- 圈的交为空集. 则 G

存在一个迹分解 D 使得任意 T ∈ D 都同构于 T 中的迹, 且对于 G 的任意点 v 有 D(v) = 1. 进一步

地, G 存在标号函数 ℓ 使得 (G, ℓ) 中任意点 v 有且仅有一个 T ∈ D 使得 v 是 T 的 (j, j + 1)- 点, 其中

j ∈ {0, 1}.

证明 假设 M 是 G 的一个完美匹配. 令 G′ = G − E(M). 对于 G 的任意顶点 v, 设 NG(v) =

{v0, v1, . . . , v4}. 由于 M 是完美匹配, 不妨假设 vv0 ∈ M . 在此基础上, 通过 G′ 来作一个新图 G′′,

作法如下: 如果 v 存在两个邻点 vi 和 vj 满足 vivj ∈ M , 则将点 v 分裂成两个点 v′ 和 v′′, 使得

NG′′(v′) = {vi, vj}, NG′′(v′′) = NG′(v) \ {vi, vj} (在 G′′ 中,与 v′′ 相邻的两个点之间可能有边也可能没

有边, 如果有边, 有可能在 M 中也有可能不在 M 中); 如果 v 中不存在满足上面条件的邻点 vi 和 vj ,

则保持 v 在 G′ 中的邻接关系, 即不对 v 进行任何操作. 于是 G′′ 是一个 Euler 图且满足每个点的度

是 2 或者 4. 此时, G′′ 存在一个 Euler 迹, 沿着这个 Euler 迹进行定向使其成为一条有向的 Euler 迹,

这样的定向称为 Euler 定向. 假设 G′′ 的 Euler 定向为 σ, 只需要将分裂的点合成一个点, σ 也可以转

换成图 G′ 上的 Euler 定向. 为减少符号的使用, 仍用 σ 表示图 G′ 上的 Euler 定向.

由于 G′ 是一个 4- 正则图, 对于 G′ 上的 Euler 定向 σ, 可以根据定理 2.1 将 G′ 分解成两个 2- 因

子 F1 和 F2 使得 σ 在 F1 和 F2 上都成为 Euler定向,即 F1 和 F2 在定向 σ 下都是一组边不交的有向

圈. 在 F1 和 F2 当中任选一个并将其上的方向改变为反方向, 此时得到的这个新的定向仍然是 F1 和

F2 上的 Euler 定向. 记这个新的定向为 σ∗, 同时 σ∗ 也可以导出 G′ 上的一个 Euler 定向. 接下来根据

M 及 F1 和 F2 对 G 进行迹分解.

对于任意 e = uv ∈ M , 选择 uu1, vv1 ∈ A(F1), 然后选择 u1u2, v1v2 ∈ A(F2). 注意到任意顶点在

Fi (i = 1, 2) 中的出度和入度都是 1, 所以上面对 u1、v1、u2 和 v2 的选择由 e = uv 唯一确定. 于是按

上面的方法对 M 中的每条边构造出一条长为 5的迹,共可得 n/2条这样的迹. 设 T1 = x2x1xyy1y2 和

T2 = u2u1uvv1v2 为其中任意两条迹, 我们要说明 E(T1) ∩ E(T2) = ∅. 如若不然, 不失一般性, 可假设

uu1 ∈ E(T1) ∩ E(T2) 或 u1u2 ∈ E(T1) ∩ E(T2). 由 F1 和 F2 中的定向以及 T1 和 T2 的构造可得, 如果

uu1 ∈ E(T1) ∩E(T2), 则 uv 与 xy 相邻, 与 uv 和 xy 分别是 M 中的边矛盾; 若 u1u2 ∈ E(T1) ∩E(T2),

则在 F1 中的定向中 u1 的入度为 2, 同样矛盾. 这说明这样构造的迹之间是边不交的, 通过计算不难

发现这 n/2 条迹构成了 G 的分解, 将其记为 D. 对于图 G 中任意一点 v, 在 F2 中有且只有一条弧是
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v 的入边, 从而 D(v) 6 1. 再根据 D 中迹的个数, 对于任意 v ∈ V (G), 有 D(v) = 1. 接下来证明分解

D 满足引理的其他要求.

任取 D 中的迹 T = u2u1uvv1v2. 接下来分析 T 的结构.

(1) 如果 T 中没有圈, 则 T 是一条长为 5 的路, 此时显然同构于 T 中的路.

(2) 如果 T 中包含一个 3- 圈, 则这个 3- 圈一定包含 e = uv, 而根据 T 的取法, 3- 圈中除了 e 之

外的其余两条边应该分别包含在 F1 和 F2 中, 因此 T 中有 v = u2 或 u = v2. 又由 G 中 3- 圈与 4- 圈

不交的结构特点, 可知 v = u2 和 u = v2 不同时成立. 不妨设 v = u2. 从而 uu1 ∈ F1, u1v ∈ F2. 注意

到 σ∗ 是将 σ 在 F1 或 F2 上反向得到的. 我们可假设 σ∗ 是由 σ 在 F1 上反向得到的, 于是, 在 σ 下,

uu1 和 u1v 的方向应该是
−−→u1u 和

−→u1v. 然而 u1 的两个邻点 u 和 v 之间的边为 e = uv ∈ M , 所以在

G′′ 中 u1 应该被分裂为两个 2 度点且 uu1v 在 G′′ 中的 Euler 定向中必须是一条 u 和 v 之间的有向

路, 即 uu1 与 u1v 在定向 σ 下应该是 −−→u1u、
−→vu1 或

−−→uu1、
−→u1v. 此矛盾说明 T 中不能包含 3- 圈.

(3) 如果 T 中包含 4- 圈, 则 T 同构于 T 中待调整的迹.

(4) 如果 T 是一个 5- 圈, 则 u2 = v2. 但是根据 T 的选取以及 σ∗ 在 F2 上导出的是一个 Euler 定

向, 这种情形不会出现.

由 T 的任意性得到 D 中的迹必定与 T 中的图同构, 即 D 中的迹要么是 P5, 要么是待调整的迹.

最后寻找引理中满足条件的标号. 定义 ℓ 如下:

ℓ(e) =


0, e ∈ M,

1, e ∈ F1,

2, e ∈ F2.

任取一点 v ∈ V (G), v 与 M 的一条边相邻,同时与 Fi (i = 1, 2)中两条边相邻且这条边在定向 σ∗

下分别是一条入边和一条出边. 根据 D 中迹的构造, v 分别是两条迹中的 (0, 1)- 点和 (1, 2)- 点. 进一

步地, 由于 G 是 5- 正则图, 所以在标号 ℓ 下使 v 为 (0, 1)- 点的迹是唯一确定的. 同理, 使 v 为 (1, 2)-

点的迹也唯一. 引理证毕.

假设 G 是包含完美匹配的 5- 正则图, D 是 (G, ℓ) 中满足上述引理的迹分解, 即 D 中每个迹是长
为 5的路或者是待调整的迹,对于任意点 v,都有 D(v) = 1且以 v 为 (0, 1)-点和 (1, 2)-点的迹分别是

唯一确定的.

令 T = x0x1x2x3x4x1 是 D 中的一个待调整的迹, 其中 ℓ(x2x3) = 0, ℓ(x1x2) = ℓ(x3x4) = 1 且

ℓ(x0x1) = ℓ(x4x1) = 2. 将 x2 称为 T 的连接点, 将 x1 称为 T 的中心. 注意到, 在 T 中 x1 既是端点也

是 (1, 2)-点, x2 是 (0, 1)-点且有 dT (x1, x2) = 1. 假设 Q = y0y1y2y3y4y5 是 D中的迹,满足 ℓ(y2y3) = 0,

ℓ(y1y2) = ℓ(y3y4) = 1 且 ℓ(y0y1) = ℓ(y4y5) = 2. (Q 可以是长为 5 的路也可能是待调整的迹. 若 Q 为

待调整的迹, 则 y5 = y1 或 y0 = y4, 此情形可参考图 1 中 Q 的两种可能性.) 进一步假设 T 的连接点

x2 是 Q 的 (1, 2)- 点, 不妨设 x2 = y1 (T 和 Q 的位置关系见图 1). 定义 T 和 Q 上的 α- 操作如下: 将

T 和 Q 分别变换为 T ′ = T − x1x2 + y0y1 和 Q′ = Q− y0y1 + x1x2 并调整函数 ℓ 使得 ℓ(x1x2) = 2. 当

G 中的任意 3- 圈和 4- 圈的交为空时, 上述操作中得到的 T ′ 是一条长为 5 的路, 而 Q′ 可能是一条路

也可能是一条待调整的迹, 这取决于 Q 的结构. 如下定理的证明中将进一步刻画 Q′ 的结构并运用 α-

操作将待调整的迹转换为路, 从而证明本文的主要结论. 这里再强调一下, 迹的连接点、中心、(0, 1)-

点及 (1, 2)- 点都是在特定的函数 ℓ 之下才有定义的.
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(a) (b)

图 1 (网络版彩图) 满足 α- 操作的 T 和 Q: (a) y5 = y1; (b) y0 = y4

定理 2.2 令 G是包含完美匹配的 5-正则图. 假设 G中的任意 3-圈与 4-圈均不相交,则 G存

在 P5- 分解.

证明 令 D 为 G 的分解, 且 D 包含长度为 5 的路和待调整的迹. 根据引理 2.1, 存在标号函数 ℓ

使得 D 在 ℓ 下满足以下性质: (1) 对于任意点 v ∈ V (G), 都有 D(v) = 1; (2) 对于 D 中的任意待调整
的迹 W ,都存在 D 中唯一的迹 W ′,使得 W 的连接点与 W ′ 的 (1, 2)-点重合.在所有满足以上条件的

分解 D 中, 令 D∗ 是含待调整的迹最少的分解. 为方便叙述, 用 b(D∗) 表示分解 D∗ 中所包含的待调

整的迹的条数. 如果 b(D∗) = 0, 则 D∗ 就是 G 的 P5- 分解, 定理得证. 因此, 不妨设 b(D∗) > 0. 接下

来的目标是将 D∗ 中所有待调整的迹都转化为长度为 5 的路.

首先作有向图 A, 使得 A 的顶点与 D∗ 中元素相对应, A 中两个顶点 T 与 Q 之间有弧
−→
TQ 当且

仅当 D∗ 中的元素 T 与 Q 满足: (I) T 是待调整的迹; (II) T 的连接点是 Q 的 (1, 2)- 点. 由于 D∗ 中

每个迹最多有两个 (1, 2)- 点且根据引理 2.1, D∗ 中每个待调整的迹有且只有一个元素, 其 (1, 2)- 点与

这个待调整的迹的连接点重合. 所以在有向图 A 中, 如果 T 所代表的迹在 D∗ 中是一条待调整的迹,

则 d+A(T ) = 1 且 d−A(T ) 6 2; 如果 T 代表的迹在 D∗ 中是一条路, 则 d+A(T ) = 0 且 d−A(T ) 6 2. 从而, A

的每个连通分支最多含一个圈.

假设 T ∈ V (A)是图 A中所有非孤立点中入度数最小的一个点,显然有 d−A(T ) 6 1. 若 d−A(T ) = 0,

则有 d+A(T ) = 1. 于是在原图 G 中, 与 T 相对应的分解 D∗ 中的元素是一条待调整的迹.

设 N+
A (T ) = {Q}. 不失一般性, 假设 N−

A (Q) = {T,Q1}, N+
A (Q) = {Q2}, 其中 Q1 与 Q2 有可能不

存在. 当 Q 是一条路时, Q2 一定不存在; 当 Q 的另一个 (1, 2)- 点是一条路的 (0, 1) 点时, 则 Q1 不存

在. 为简便起见, 仍用 T、Q、Q1 和 Q2 表示与其相对应的分解 D∗ 中的元素.

令 T = x0x1x2x3x4x1, Q = y0y1y2y3y4y5 且 y1 = x2, 其中可以有 y5 = y1 或 y0 = y4. 针对 T 和

Q 进行 α- 操作. 根据 G 中任意 3- 圈和 4- 圈均不相交的结构特点以及分解 D∗ 是由 F1 和 F2 上的

Euler 定向得来, 可知 Q 一定不经过 T 的中心点, 即 x1 /∈ V (Q), 同时 y0 /∈ V (T ). 从而经过 α- 操作后

T ′ 是长度为 5 的路, 而 Q′ 则可能是一条路 (当 Q 是一条路或 Q 是图 1(b) 时), 也可能是一条待调整

的迹 (当 Q 是图 1(a) 时). 令 D′ = (D∗\{T,Q}) ∪ {T ′, Q′}. 不难看出 D′ 仍然是 G 的迹分解且每条迹

要么是长为 5的路, 要么是待调整的迹. 接下来继续验证 D′ 是否符合定理证明中要求的所有条件.首

先 α- 操作只是交换了两条迹的端边, T ′ 的端点是 x0 和 y0, Q
′ 的端点是 x1 和 y1 或 x1 和 y5, 其中
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y1 或 y5 是 Q 的端点, 即 α- 操作交换了两条迹的一个端点, 并没有改变以某个点为端点的迹的个数.

所以对于任意一点 v ∈ V (G), 由 D∗(v) = 1 可知 D′(v) = 1 成立. 其次由 α- 操作的定义可知, 在函数

ℓ 的定义下, Q1 若存在, 则它的连接点仍然是 Q′ 的 (1, 2)- 点, 并且当 Q′ 是待调整的迹时, Q′ 的连接

点仍然是 Q2 的 (1, 2)- 点, 且此时的 Q2 是唯一的. 由于在 A 中, d−A(T ) = 0, 所以 T ′ 中的 x1 和 x4 不

会是其他迹的连接点, 所以 T 转换为 T ′ 并不影响 A 中其他点的出度. 事实上, 只有当 Q 是待调整的

迹且与 T 的关系如图 1(a) 所示时, α- 操作得到的 Q′ 才是待调整的迹. 由上面的分析可知, D′ 中任

意待调整的迹都有唯一的迹满足条件 (2). 但是 T 转换成 T ′ 使得 b(D′) 6 b(D∗) − 1, 这与开始时 D∗

的选择相矛盾. 于是一定有 d−A(T ) = 1 且 d+A(T ) = 1, 从而可知图 A 的每个连通分支是孤立点或圈且

与 D∗ 中待调整的迹所对应点一定含在 A 的某个圈中.

根据 A 的构造, 如果 A 的某个连通分支是孤立点, 则这个点所代表的迹是一条路. 对于 A 中的

孤立点, 我们不进行任何操作. 如果 A 的某个连通分支是圈, 则这个圈上的所有点相对应的 D∗ 中的

元素都是待调整的迹. 对于 A 中的圈, 有如下断言:

断言 2.1 假设 C 是 A 的连通分支且 C 是一个圈, 则 D∗ 中对应于 C 上所有点的迹都可以转

换成长度为 5 的路.

根据此断言, D∗ 中所有待调整的迹都可以转换成长度为 5 的路, 这样就证明了定理 2.2. 接下来

的主要工作就是证明断言 2.1.

断言 2.1 的证明 令 C = T1T2 · · ·TkT1是 A中的圈,边的方向是由 Tk 到 T1,且当 i = 1, . . . , k−1

时, 由 Ti 到 Ti+1. 根据 G 的结构, 可得 |C| > 3. 为方便起见, 仍延续之前的做法, 用 Ti 表示与其相对

应的 D∗ 中的迹, 其中 1 6 i 6 k. 由之前的分析可知 Ti (1 6 i 6 k) 在 D∗ 中是一条待调整的迹. 圈 C

上的两个相邻顶点,对应到 D∗ 中的两条迹 T 和 Q (如图 1(a)和 1(b)所示),它们有两种位置关系.在

图 1(a) 中, Q 的中心是 T 的连接点; 而在图 1(b) 中, Q 的 (1, 2)- 点是 T 的连接点. 下面就 Ti 和 Ti+1

的位置关系从以下 3 个方向进行证明.

情形 1 Tk 的连接点是 T1 的中心, 对于 1 6 i 6 k − 1, Ti 的连接点是 Ti+1 的中心.

为满足下标的表达, 可令 T0 = Tk. 对于所有的 i ∈ {1, . . . , k}, 令 vi 和 ui 分别是 Ti 的端点且 vi

是 Ti 的中心点. 于是根据条件, vi 也是 Ti−1 的连接点. 此时作如下变换 (见图 2, 分别用红色实线和

黑色实线表示相邻的 Ti): T
′
k = Tk − ukvk − vkv1 + vk−1vk + v1u1, T

′
1 = T1 − u1v1 − v1v2 + vkv1 + v2u2,

T ′
i = Ti − uivi − vivi+1 + vi−1vi + vi+1ui+1, 这里 i = 2, . . . , k − 1. 由于 G 中任意 3- 圈与 4 圈都不相

交, 不难验证以上定义的所有 T ′
i (1 6 i 6 k) 都是长度为 5 的路.

情形 2 Tk 的连接点是 T1 的 (1, 2)- 点, 对于 1 6 i 6 k − 1, Ti 的连接点是 Ti+1 的 (1, 2)- 点.

如果 k 是偶数, 则对所有的 T2i−1 和 T2i (i ∈ {1, 2, . . . , k/2}) 构成的对作 α- 操作. 由于在 G 中

任意 3- 圈和 4- 圈的交都为空集, 每个 Ti (1 6 i 6 k) 在 α- 操作下都变成了路, 于是结论成立. 从而

假设 k 是奇数. 首先考虑 k > 5 的情形. 先在每对迹 T2i 和 T2i+1 (i = 2, . . . , (k − 1)/2) 上进行 α- 操

作. 根据同上面类似的分析知, T4 ∪ T5 ∪ · · · ∪ Tk 可以分解成 k − 3 条 G 中的路. 最后, 考虑剩下的

3 条迹 T1、T2 和 T3. 为方便讨论, 令 T1 = z0z1z2z3z4z1, T2 = x0x1x2x3x4x1, T3 = y0y1y2y3y4y1, 其

中 z2 = x4, x2 = y4. (这里不排除以下情形: x0 ∈ {y2, z4}, y0 ∈ {x4 = z2, z4} 和 z0 ∈ {x2 = y4, y2}.
因为 D(z0) = 1, 所以可得 z0 /∈ {x1, y1}. 类似地有 x0 /∈ {y1, z1} 且 y0 /∈ {x1, z1}.) 如果能够证明由
E(T1)∪E(T2)∪E(T3)构成的子图可以分解成 3条路,结合 T4∪T5∪· · ·∪Tk 分解成的 k−3条路,我们就

将 T1, T2, . . . , Tk 转化成了 k 条路,于是结论成立. 所以接下来考虑 E(T1)∪E(T2)∪E(T3)的 P5-分解.

首先假设 x0 ̸= y2. 如果 y0 ̸= x4, 则令 T ′
1 = T1 − z1z2 + z2x1, T

′
2 = z1z2x3x2y1y0, T

′
3 = x0x1x2y3y2y1.

1792



中国科学 : 数学 第 54 卷 第 11 期

由 G 中任意 3- 圈与 4- 圈交均为空集的结构可知 {T ′
1, T

′
2, T

′
3} 就是我们想要寻找的 3 条路. 如果

y0 = x4 = z2, 可以令 T ′
1 = T1 − z1z2 + z2x1, T

′
2 = z1z2y1x2x1x0, T

′
3 = x4x3x2y3y2y1, 则 T ′

1、T
′
2 和 T ′

3

满足要求. 从而考虑 x0 = y2 的情形. 如果 z0 = x2 = y4, 则 T ′
1 = z1z4z3z2x3x2、T ′

2 = y1y4z1z2x1x0 和

T ′
3 = x1x2y3y2y1y0 是符合条件的路分解. 如果 z0 ̸= x2, 注意到我们的前提是 k > 5, 则 y2 ̸= z4, 于是

T ′
1 = z0z1z2x3x2y1、T ′

2 = z1z4z3z2x1x0 和 T ′
3 = y0y1y2y3y4x1 就是我们想要的路分解, 结论成立.

接下来考虑 k = 3, 即 C 是一个 3- 圈. 仍然致力于将 E(T1) ∪ E(T2) ∪ E(T3) 分解成 3 条长

为 5 的路. 由于 C 的长度为 3, 所以 y2 = z4. 根据顶点重合的几种可能性分类讨论. 首先假设

x0 ̸= y2. 当 z0 ̸= x2 时, T ′
1 = z0z1z2x3x2x1、T ′

2 = x0x1x4z3z4y1 和 T ′
3 = y0y1y4y3y2z1 是满足条

件的路分解. 当 z0 = x2 时, 进一步考虑如果 y0 ̸= x4, 令 T ′
1 = z1z4z3z2x3x2、T ′

2 = x0x1x2y3y2y1

和 T ′
3 = y0y1y4z1z2x1, 则 {T ′

1, T
′
2, T

′
3} 满足要求. 从而 y0 = x4 = z2. 这种情形下可得满足条件的

路分解 T ′
1 = y1y2z3z2x3x2、T ′

2 = x0x1x4y1y4z1 和 T ′
3 = x1x2y3y2z1z2. 接下来假设 x0 = y2 成立,

即 x0 = y2 = z4. 如果 z0 ̸= x2, 则满足条件的分解为 T ′
1 = y1y2x1z2z1z0、T ′

2 = z4z3z2x3x2x1 和

T ′
3 = y0y1y4y3y2z1. 如果 z0 = x2,则 T ′

1 = z1x2x3x4z3z4、T ′
2 = y0y1y4y3y2x1 和 T ′

3 = y1y2z1z2x1x2 是满

足条件的路分解.

情形 3 存在某个 j ∈ {1, . . . , k} 使得 Tj 的连接点是 Tj+1 的中心且 Tj+1 的连接点是 Tj+2 的

(1, 2)- 点.

不失一般性, 可假设 j = 1. 首先对 T2 和 T3 进行 α- 操作, 由于 G 中任意 3- 圈与 4- 圈的交都为

空, 从而 α- 操作后得到的 T ′
2 和 T ′

3 是长度为 5 的路. 接下来对 T4 和 T5 进行 α- 操作, 同样由 G 的

结构特点, 操作后得到一条长为 5 的路 T ′
4, 而此时 T ′

5 有可能仍然是一条待调整的迹或一条路, 这取

决于 T4 的连接点是否为 T5 的中心点. 如果 T ′
5 是一条待调整的迹, 则 T ′

5 的连接点仍是 T6 的 (1, 2)-

点, 从而可以对 T ′
5 和 T6 进行 α- 操作. 如果 T ′

5 是一条路, 则对 T6 和 T7 进行 α- 操作. 按上面的方

式继续对剩余的迹进行 α- 操作. 到最后要么所有的 Ti (1 6 i 6 k) 都被转换成长度为 5 的路, 要么剩

下 T1 (没有经过 α- 操作) 或者 T ′
1 (经过 Tk 或 T ′

k 和 T1 的 α- 操作后得到) 为待调整的迹, 其他的迹

均转换为长度为 5 的路. 前一种情形正是我们期望的结果, 在后一种情形下设 T1 = x0x1x2x3x4x1 或

T ′
1 = zx1x2x3x4x1, 其中 z 是 Tk 的中心点且 x2 是 T1 (或 T ′

1) 的连接点. 我们将利用 T ′
2 进一步将 T1

图 2 (网络版彩图) 变换后的 T ′
i 分别用红色的实线、虚线及黑色的实线、虚线表示
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或 T ′
1 转换成路. 设 T ′

2 = y0y1y4y3y2w, 其中 y1 = x2, w 是 T3 的中心点. 令 T ′′
2 = T ′

2 − y0y1 + x1x2.

由于 x1 是 T1 或 T ′
1 的中心点, 所以 x1 /∈ V (T ′

2), 从而 T ′′
2 是一条路. 若经过之前一系列 α- 操作后

余 T1, 则令 T ′′
1 = T1 − x1x2 + y0y1; 若经 α- 操作后余 T ′

1, 则令 T ′′
1 = T ′

1 − x1x2 + y0y1. 通过简单

分析知 T ′′
1 也是长为 5 的路且 {T ′′

1 , T
′′
2 } 构成 E(T1) ∪ E(T ′

2) (或 E(T ′
1) ∪ E(T ′

2)) 的分解. 于是分解

{T ′′
1 , T

′′
2 } ∪ {T ′

i : 3 6 i 6 k} 就是满足条件的路分解, 从而断言 2.1 得证.

根据断言 2.1, 定理 2.2 证毕.
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76–92

8 Lovász L. On covering of graphs. In: Theory of Graphs. Akad Kiadó: Budapest, 1968, 231–236
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