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摘要 本文是关于伪抛物方程的综述,内容包括伪抛物方程的物理背景以及从黏性角度对伪抛物方程

的研究, 重点介绍半线性伪抛物方程解的渐近行为方面的研究成果, 这是目前研究较为深入的领域.
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1 引言

1954 年, 著名数学家 Sobolev [135] 首次研究了一类描述旋转液体微振动的非经典方程
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不难发现, 上述方程中的最高阶导数项为关于时间 t 和空间 x 的混合导数. 人们将具有这种特征的

方程称为 Sobolev 方程或者 Sobolev-Gal’pern 方程. 俄罗斯学者 Al’shin 等 [3] 给出了各种不同类型

的 Sobolev 方程, 以混合导数具有关于时间 t 的奇数阶导数或者偶数阶导数作为区分, 列举了已有研

究工作中涉及的 Sobolev 方程.

Sobolev 的工作激发了数学工作者对这类方程的研究兴趣. 20 世纪 50 年代至 60 年代, 文献 [53,

54,85] 利用 Fourier 变换研究了如下 Sobolev 方程组 Cauchy 问题解的存在性和正则性:
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其中M 和 L为关于空间变量的线性微分算子的方阵,其系数为常数或仅依赖于 t. 到 20世纪 70年代,

对这类方程,特别是线性伪抛物方程的理论研究蓬勃发展起来. 具有标志性的工作为 1970年 Showalter

和 Ting [130] 首次提出将方程

∂u

∂t
− τ

∂∆u

∂t
= ∆u (1.1)

命名为伪抛物方程,其原因在于他们发现抛物方程适定的问题对这种伪抛物方程也是适定的,并且 (1.1)

的解连续依赖于 τ , 即抛物方程的解可以由满足相同初边值条件的伪抛物方程的解来逼近. 此后, 伪

抛物方程以一种大家普遍接受的定义方式而提出,这就是方程中的混合导数项具有关于时间 t的一阶

导数.

从 20世纪 60年代至 80年代, Showalter [121–125,127–129]、Ting [149]、Showalter和 Ting [131]、Gopala

Rao和 Ting [57]、Coleman等 [26]、Colton [28–30]、Colton和Wimp [31]、Rundell等 [32, 115–120,138]、DiBene-

detto 和 Pierre [42]、Böhm 和 Showalter [11]、Brill [13] 等完成了多篇关于线性及非线性伪抛物方程的

经典工作, 研究了初边值问题或 Cauchy 问题解的存在性、唯一性、正则性以及极值原理和基本解

等基本理论. 此后, 伪抛物方程的研究得到了长足的发展, 人们对具有非线性性和退化性的伪抛物方

程 [21, 37,39,68,70–72,75]、非局部伪抛物方程 [38, 41,50,95,154]、分数阶伪抛物方程 [67, 105,106,150,158]、随机伪

抛物方程 [93, 94,143,144,165] 以及控制 [20, 60,139,140,157] 和多孔介质渗流 [15,76,167] 等领域出现的伪抛物方

程模型得到了很多重要的分析及数值计算结果 (参见文献 [2, 74, 155,156,160,168]).

本文综述近年来伪抛物方程的研究进展.第 2节介绍伪抛物方程的实际背景并详细推导具跳扩散

的期权定价问题和多孔介质中具动态毛管压力的水油动力学中的伪抛物方程模型. 不论从物理背景的

角度亦或是数学理论的角度看, 高阶混合导数项都可以被认为是一种新的黏性项, 称其为伪抛物黏性

并在第 3 节总结这类黏性的特点. 第 4 节作为主要内容, 介绍最近十余年来对半线性伪抛物方程解的

渐近行为的研究成果.

2 应用背景

伪抛物方程具有非常丰富的物理背景. 例如, 当利用二阶近似研究均匀各向同性的不可压缩流体

时, 若应力张量含有二阶 Rivlin-Ericksen 张量, 则可得到伪抛物方程 (1.1) 的混合边值问题 (参见文

献 [27, 148]). 考虑均匀流体在裂隙岩石的渗流也可得到伪抛物方程 (1.1), 此时 ∆ut 的系数 τ 代表

了裂隙岩石的特征, 它的减小对应于多孔块体尺寸的减小和裂缝程度的增加 (参见文献 [6]). 在 Chen

和 Gurtin [25] 建立的具有热力学温度 u − τ∆u 和传导温度 u 的双温热传导理论中, 对于各向同性材

料, 能量方程的线性化形式就是伪抛物方程. 当考虑聚合物固体中的溶剂吸收时, 人们发现聚合物内

部的溶剂颗粒先形成一个几乎尖锐的前沿以近似恒定的速度前进, 一段时间后才能观察到 Fickian 扩

散, 这种异常扩散称为 II 型扩散. Thomas 和 Windle [146,147] 认为这是由溶剂颗粒的扩散和溶剂进入

引起的聚合物膨胀之间的相互作用导致的. 由此, 他们将聚合物固体看成黏弹性体, 将聚合物的膨胀

看成是一个松弛过程, 并在溶剂流量满足的 Darcy 定律中引入溶剂颗粒对聚合物施加的应力, 由此得

到的扩散模型便是伪抛物方程, 其 3 阶项的系数为黏弹性体的黏性特征. 特别地, 具有如下源项的伪

抛物方程:
∂u

∂t
− τ

∂∆u

∂t
= ∆u+ up + f(x)

还可以应用到具有源项的半导体非平稳过程的分析中 (参见文献 [83, 84]), 其中, τ ∂∆u
∂t − ∂u

∂t 代表自由

电子密度率, ∆u 代表自由电子流的线性耗散, up 代表自由电子流的源. 从物理的角度来看, 其解的爆
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破对应着半导体中的电击穿现象, 这种现象在实验中也会发生. 本节以近年来对具跳扩散的期权定价

问题和多孔介质中具动态毛管压力的水油动力学的研究为例, 详细推导伪抛物方程模型.

在金融数学中, 基于 Poisson 跳 - 扩散过程研究期权定价是人们常用的办法. 然而这个过程中得

到的偏微分积分方程 (partial integro-differential equation, PIDE)通常没有解析解, 其数值求解也面临

一些问题. 2012 年, Itkin 和 Carr [65] 将 PIDE 转化为伪抛物方程, 他们的想法是将 Lévy 测度表示为

某个未知微分算子 A 的 Green 函数, 如果能找到算子 A 的显式形式, 则原始 PIDE 将简化为伪抛物

方程. 假设股票价格为纯跳跃过程, 进一步地假设跳跃过程是复合 Poisson 过程. 令 u(x, t) 为基于股

票价格 x 和时间 t 的未定权益值, 则对于欧式看涨期权, u 满足如下终值问题:
∂u

∂t
(x, t) + λ

∫
R

[
u(x+ j, t)− u(x, t)− ∂u

∂x
(x, t)j

]
q(j)dj = 0, x ∈ R, t ∈ [0, T ],

u(x, T ) = (x−K)+, x ∈ R,
(2.1)

其中, λ > 0, K ∈ R 为成交价, q(j) 为跳跃的概率密度, 满足

q(j) =
αe−α|j|

2
, j ∈ R, α > 0.

令 s = T − t, 并记 u(x, T − s) = w(x, s), 则终值问题 (2.1) 可转化为
−∂w
∂s

(x, s) + λ

∫
R

[
w(x+ j, s)− w(x, s)− ∂w

∂x
(x, s)j

]
q(j)dj = 0, x ∈ R, s ∈ [0, T ],

w(x, 0) = (x− k)+, x ∈ R.
(2.2)

由概率密度函数 q(j) 的对称性和归一性, 方程 (2.2) 可简化为

−∂w
∂s

(x, s)− λw(x, s) + λ

∫
R
w(x+ j, s)q(j)dj = 0.

令 z = −j, 方程转变为

−∂w
∂s

(x, s)− λw(x, s) + λ

∫
R
w(x− z, s)q(z)dz = 0.

再令 y = x− z, 方程转变为

−∂w
∂s

(x, s)− λw(x, s) + λ

∫
R
w(y, s)q(x− y)dy = 0. (2.3)

考虑如下二阶线性非齐次常微分方程的边值问题:

g′′(x)− α2g(x) = −δ(x), x ∈ R, (2.4)

lim
x→±∞

g(x) = 0, (2.5)

其中 δ(x) 为 δ 函数. (2.4) 和 (2.5) 的解称为 Green 函数,

g(x) =
e−α|x|

2α
.

于是 q(x) = α2g(x) 且方程 (2.3) 转化为

−∂w
∂s

(x, s)− λw(x, s) + λα2

∫
R
w(y, s)g(x− y)dy = 0. (2.6)
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令线性微分算子 Ax = D2
x −α2I,则常微分方程 (2.4)可写成 Axg(x) = −δ(x). 将 Ax 作用在方程 (2.6)

两边, 并假设积分与求导可交换次序, 则有

−Ax
∂w

∂s
(x, s)− λAxw(x, s) + λα2

∫
R
w(y, s)Axg(x− y)dy = 0.

再利用 (2.4), 可得

−Ax
∂w

∂s
(x, s)− λAxw(x, s)− λα2

∫
R
w(y, s)δ(x− y)dy = 0.

将 Ax = D2
x − α2I 代入上式, 可以得到伪抛物方程的初值问题α

2 ∂w

∂s
(x, s)− ∂3w

∂x2∂s
(x, s)− λ

∂2w

∂x2
(x, s) = 0, x ∈ R, s ∈ [0, T ],

w(x, 0) = (x− k)+, x ∈ R.

对于其他类型的跳分布,也可以采用上述办法将 PIDE转化为伪抛物方程. 例如,对于 Erlang分布 [48],

可选取高阶微分算子代替二阶微分算子, 相应得到更高阶的伪抛物方程. 更多关于金融数学中伪抛物

方程的研究可参见文献 [64, 第五和六章].

在单相和多相多孔介质流体模型中, 人们通常在平衡状态下构建本构方程. 例如, 令 Sw 和 Sn 分

别表示湿相及非湿相饱和度, pw 和 pn 分别表示湿相及非湿相压力, 假设孔隙中相静态分布, 则毛管

压力 (相压差) 通常被视为湿相饱和度的单调递减函数:

pn − pw = pc(Sw), (2.7)

其中函数 pc(·) 可以通过实验给出 (参见文献 [63, 73]). (2.7) 称为静态毛管压力模型. 然而, 多个实验

测得的渗透和排水关系并不满足静态假设. 例如, DiCarlo [43] 的实验表明, 在均质介质中, 渗透过程

中饱和剖面可能会变得非单调; Rezanezhad 等 [114] 的实验结果呈现了二维情形下的指进现象 (fingers

behavior). 这些现象与平衡态下的经典模型相悖, 因此人们考虑在数学模型中引入动态机制. 1993 年,

Hassanizadeh和 Gray [61] 提出了依赖于湿相饱和度及湿相饱和度时间导数的毛管压力,即动态毛管压

力模型

pn − pw = pc(Sw)− τ∂tSw, (2.8)

其中 τ > 0 为动态效应系数并可以是 Sw 的函数 [12]. 2001 年, Beliaev 和 Hassanizadeh [7] 提出了带有

滞后效应的动态毛管压力模型 pn − pw = pc(Sw) − γsign∂tSw − τ∂tSw. 以两相多孔介质流体为例, 当

考虑动态毛管压力时, 流体可由伪抛物方程耦合椭圆型压力 - 速度方程描述. 为完整起见, 以下按照

文献 [1, 14] 给出推导过程.

假设湿相和非湿相占据整个孔隙空间, 即

Sw + Sn = 1. (2.9)

对于湿相和非湿相, 质量守恒方程为

∂

∂t
ϕSw +∇ · vw = 0, (2.10)

∂

∂t
ϕSn +∇ · vn = 0, (2.11)
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其中, ϕ 为孔隙度, vw 和 vn 为渗流速度. 由 Darcy 定律可得

vw = − k̄

µw
krw∇Ψw, (2.12)

vn = − k̄

µn
krn∇Ψn, (2.13)

其中, k̄ 为多孔介质的绝对渗透率, µw 和 µn 为黏性, krw 和 krn 分别为湿相和非湿相的相对渗透率,

一般是湿相饱和度 Sw 的函数. Ψw 和 Ψn 为相位,

Ψw = pw + ρwgz, Ψn = pn + ρngz, (2.14)

其中, ρw 和 ρn 分别为湿相和非湿相的质量密度, g 为重力加速度, z 为垂直坐标且方向向上. 由 (2.8)–

(2.14) 可以得到如下的方程组:

∂

∂t
ϕSw −∇ ·

(
k̄

µw
krw(∇pw + ρwgz)

)
= 0,

− ∂

∂t
ϕSw −∇ ·

(
k̄

µn
krn(∇pn + ρngz)

)
= 0,

pn − pw = pc(Sw)− τ∂tSw.

假设 k̄ 为常数, 可将上述系统无量纲化. 令

t :=
t

T
, x :=

x

L
, pn :=

pn
Pr
, pw :=

pw
Pr
, pc :=

pc
Pr
, kw :=

k̄PrT

L2ϕ

krw
µw

, kn :=
k̄PrT

L2ϕ

krn
µn

以及
−→g1 :=

ρwgzL

Pr
, −→g2 :=

ρngzL

Pr
, τ :=

τ

TPr
,

可得到

∂Sw

∂t
−∇ · (kw(∇pw +−→g1)) = 0, −∂Sw

∂t
−∇ · (kn(∇pn +−→g2)) = 0, pn − pw = pc(Sw)− τ∂tSw.

由上述方程组可得到伪抛物方程

∂Sw

∂t
−∇ ·

(
V

kw
kw + kn

)
+∇ ·

(
kwkn
kw + kn

(
∇pc(Sw)− τ∇∂Sw

∂t
+−→g2 −−→g1

))
= 0 (2.15)

和压力 - 速度方程

−∇ · V = 0, V = kw∇pw + kn∇pn + kw
−→g1 + kn

−→g2 .

注意, 当 Sw 为 0 或 1 时, kw、kn 或 pc 可能为 0 或者 ∞, 则伪抛物方程 (2.15) 出现退化性或者奇

异性.

3 伪抛物黏性

从数学角度, 人们常将 3 阶混合导数看成黏性项或者松弛项, 不妨称其为伪抛物黏性. 这种黏性

具有鲜明的自身特点.
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首先, 伪抛物方程是抛物方程的一种正则化逼近. Ting [149]、Showalter 和 Ting [130] 指出了伪抛物

方程 ∂u
∂t − εM ∂u

∂t = Lu 的解在 L2 的意义下逼近于抛物方程 ∂u
∂t = Lu 的解, 其中 M 和 L 为自伴随椭

圆算子. 虽然正则化的方式有很多种, 如 Cahn-Hilliard 扰动 ε∆2u 和双曲扰动 εutt 等, 但是伪抛物黏

性的一个显著优点是能够保留原问题的定解条件,即抛物方程适定的问题对于相应的伪抛物方程也是

适定的, 这也是 Showalter 和 Ting 称其为 “伪抛物” 的主要原因. 此外在解的正则性方面, Showalter

和 Ting [130]、Gopala Rao 和 Ting [57] 及 Karch [75] 等都曾指出热方程的伪抛物黏性解 u 及其导数 ut

关于空间变量 x 的光滑性与初值 u0 的光滑性一致, 即伪抛物黏性保留初值的空间正则性, 降低热核

的光滑作用.

进一步对非适定问题,如倒向热传导和正倒向扩散问题,伪抛物黏性是有效的正则化方式. 实际上,

它属于 Lattès 和 Lions [87] 提出的拟逆方法, 其本质思想是对算子进行微小扰动从而得到适定的逼近

问题. 1972年, Gajewski和 Zacharias [52] 首先提出对不适定问题的时间导数项进行扰动. Showalter [126]

和 Ewing [49] 又将其推广到一般情形,即伪抛物正则化. 以热方程 ut = ∆u满足终值 u(x, T ) = χ(x)为

例, 这一问题是非适定的. 文献 [49,52,126]指出,如果以倒向问题 vt − ε∆vt = ∆v 满足 v(x, T ) = χ(x)

的解

vε(x, 0) = exp(−∆(I −∆)−1T )v(x, T )

作为热方程的初值, 则有 limε→0 uε(x, T ) = χ(x).

进入 20 世纪 90 年代, 人们开始引入伪抛物黏性处理正倒向扩散方程. 1991 年, Novick-Cohen

和 Pego [107] 受黏性二元混合物的等温相分离问题的启发, 对具有三次型 (cubic-like) 响应函数的正倒

向扩散方程考虑其线性伪抛物正则化问题

∂u

∂t
− ε

∂∆u

∂t
= ∆φ(u). (3.1)

由于响应函数 φ(·) 非单调, 方程 (3.1) 具有不连续稳态解, 其相位以任意斑图排列. 文献 [107] 的一个

显著结果是满足 φ(u) = 0 和 φ′(u) > 0 的任意有界可测稳态解在小扰动下动态稳定. 特别地, 长时

间后 (3.1) 光滑解可能几乎处处接近不连续稳态. Plotnikov [111,112]、Evans 和 Portilheiro [47]、Lafitte

和 Mascia [86]、Smarrazzo 和 Terracina [132] 分析了方程 (3.1) 黏性消失时的奇异极限, 并发现伪抛物

正则化具有 Cahn-Hilliard 正则化不具备的一个优点, 即 (3.1) 的解及其黏性消失得到的 Young 测度

解成立着熵不等式. 特别地, 以此熵不等式作为容许条件, 文献 [56, 99, 141] 建立了描述稳定相之间

过渡状态的两相熵解的研究框架, 进一步还得到了具有滞后和不稳定相的两相熵解. 对于具其他类型

响应函数的正倒向扩散方程的线性伪抛物正则化问题 (参见文献 [109, 110, 145]), 还有一类重要的正

倒向扩散方程一直受到人们的关注, 即图像处理中的 Perona-Malik 模型. 需要注意的是线性伪抛物

正则化并不适用于处理 Perona-Malik 型响应函数. 这是因为对于三次型响应函数, 任何有界且足够

大的区间是正则化问题解 u 的不变区域, 因此伪抛物黏性项在无穷远处的行为并不起关键作用, 但对

于 Perona-Malik 型的响应函数而言, 其不变域是一个有限区间, 必须考虑伪抛物黏性项在无穷远处的

行为. 1993 年, Barenblatt 等 [4] 在考虑稳定分层剪切湍流热或质量传导 (交换) 过程中, 最早研究了具

退化伪抛物黏性的 Perona-Malik 型正倒向扩散方程 ut − εψ(ux)xt = φ(ux)x. 他们指出退化伪抛物黏

性可以保留下初始的非连续性, 甚至对某些光滑初值, 解在有限时刻仍然能够呈现与物理背景一致的

非连续特征, 且如果解在某点非连续, 则解在此点保持非连续, 并在此点的跳跃值随时间非减, 长时间

后解收敛为分片常值函数. 正因为退化伪抛物黏性保留了原正倒向扩散方程解的间断性质, Smarrazzo

和 Tesei [133,134] 进一步考虑了方程 ut − ε∆(ψ(u))t = ∆φ(u) 的 Radon 测度解的存在唯一性及黏性消
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失问题, 同时发现测度解的正则部分满足黏性熵不等式, 而奇异部分的支集随时间非减. 更多关于退

化伪抛物黏性正倒向扩散方程, 特别是对有界 φ(·)、多项式型 φ(·)和 Log型 φ(·)的研究, 可参见系列

工作 [8–10,142].

除了从正则化非适定问题的角度研究退化伪抛物黏性,很多实际问题中得到的伪抛物方程也具有

退化性, 如在第 2 节提到的多孔介质中具动态毛管压力效应的两相渗流模型. 绝大多数关于退化伪抛

物方程的研究成果是围绕行波解建立的. 1997 年, Barenblatt 等 [5] 指出, 与二阶渗流方程相比, 退化

伪抛物方程能够在大多孔块 (block) 处保持渗流方程最重要的有限传播性质, 但在小多孔块处无限传

播. 1998 年, King 和 Hulshof [81] 详细研究了方程

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
uα
∂u

∂x
+ uβ

∂2u

∂x∂t

)
(3.2)

的行波解, 描述了参数 α 和 β 在不同范围内近波前区域解的局部行为, 特别地, 当 2 6 β < 2α 时出现

与渗流方程类似的界面固定现象. Cuesta 等 [35] 发现方程

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
(β − α− 1)uα

∂u

∂x
+ τuβ

∂

∂x

(
uγ
∂u

∂t

)
+ uβ

)
中伪抛物项对行波解的单调性和界面的存在性也有着重要影响,当 τ 足够小时,具有单调行波解,当 τ

大时,会出现振荡但非周期行波解; 2α−β−γ = 0是界面存在与否的临界条件,次临界时界面存在,超

临界时界面不存在, 临界情形下只有 τ 足够小时界面才存在. 特别地, 他们指出,对于上述方程的特例

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ τ

∂

∂t

∂2u

∂x2
,

即线性伪抛物 Burgers 方程, τ 具有增加行波振荡次数的作用, 并找到了临界值 τ = 1
4 , 当 τ 6 1

4 时,

行波解单调且非线性稳定, 当 τ > 1
4 时, 行波解非单调但线性稳定 (参见文献 [33, 34]). 除了水气两相

渗流, 人们还很关心具动态毛管效应的水油两相渗流, 如伪抛物 Buckley-Leverett 方程, 理论分析集中

于探索行波解及极限情形下的非标准激波. Cuesta 等 [36]、Mitra 等 [104]、van Duijn 等 [151,152]、Spayd

和 Shearer [137]、Spayd [136] 分别针对线性伪抛物项和退化伪抛物项的不同情形, 得到伪抛物 Buckley-

Leverett 方程振荡行波解和不满足 Oleinik 条件的新型容许激波. 特别地, 文献 [104, 152] 对行波解的

单调性和尖锐 (sharp) 波的存在性发现了 τ 的分支现象, 这与实验中发现的饱和度过冲现象相吻合.

关于分界面, King 和 Cuesta [80] 通过初值在边界处的增长指数以及 α 和 β 划分了方程 (3.2) 比二阶

渗流方程更加复杂的等候或非等候时间区域, 分界面局部行为也更加丰富, 甚至可能同时出现前进界

面和后退界面.

在解的存在唯一性方面, Düll [46] 证明了方程 (3.2) 在 α = β 时光滑解的局部存在性, 同时也发现

了与渗流方程类似,退化伪抛物方程也具有支集有限传播的性质. 重要进展由 Mikelić和 Bruining [102]

完成, 他们使用统计流体力学的方法, 为正则化问题构造相应的 Kullback 熵泛函, 得到了方程

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
D(u)

∂u

∂x
+D(u)u

∂

∂x

(
e−mu ∂u

∂t

))
弱解的整体存在性. Mikelić [101] 及 Cao 和 Pop [16] 对高维退化伪抛物方程和方程组得到了类似的结

果. 在这些工作中, 虽然动态毛管效应系数可以与 u 有关, 但均要求 (2.8) 中的 τ 有正下界. 这个要求

直到 2018年 Milǐsić [103] 构造了新的 Kullback熵泛函才得以去掉,在允许 τ(u)有零点的条件下, 可以

证明解的整体存在性.
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4 半线性伪抛物方程

正如前面所述, 以最典型的伪抛物黏性热方程为例, 伪抛物项 ∆ut 的引入并未改变求解方程的定

解条件, 而且使得初值的光滑性得以保持. 若考虑解的其他性质, 如长时间渐近行为, 则伪抛物项的存

在是否会对其产生影响呢? 解的渐近行为一直是非线性抛物方程理论研究中深入且富有活力的领域.

对于伪抛物方程, 已有大部分工作围绕解的整体存在与否这一问题开展研究. 2011年, 专著 [3]详尽总

结了 20 世纪至 21 世纪初期关于 Sobolev 方程解的整体存在和有限时刻爆破的研究结果. 该专著中

的 Sobolev 方程以如下的抽象形式展示:

∂

∂t

(
A0u+

N∑
j=1

Aju

)
+ aLu+ bDPu = Fu,

其中抽象形式的算子可取成

A0u : ∆u,∆u− u,±∆2u∓∆u,

Aju : div(|∇u|pj−2∇u),

Lu : ∆u,

Du :
∂u

∂xi
,∇u,

Pu : |u|q−1,

Fu : |u|qu,div(|∇u|p−2∇u) + λ|u|p−2u.

该专著细致介绍了利用 Galerkin 方法证明解的存在性, 以及通过构造不同形式的能量泛函 Φ 得到微

分不等式

ΦΦ′′ − (1 + α)(Φ′)2 + C1ΦΦ
′ + C2Φ

2 > 0,

从而证明解在有限时刻爆破.

为与文献 [3] 互为补充, 本节以如下最典型的半线性伪抛物方程为例, 讲述近十五年来对解的渐

近行为的研究进展:

∂u

∂t
− τ

∂∆u

∂t
= ∆u+ f(u),

其中 f(u) 为多项式源 up 或 Log 型源 u log |u|, 所考虑的问题为 Rn 中的 Cauchy 问题或初边值问题.

当然, 对含源项问题的研究是典型扩散方程理论研究的重要组成部分, 源的存在对解的长时间渐近行

为有着很大的影响, 可能会使得解在有限时刻发生爆破或熄灭等.

4.1 半线性伪抛物方程的 Cauchy 问题

首先考虑 Rn 上具多项式源 up 的伪抛物方程 Cauchy 问题
∂u

∂t
− τ

∂∆u

∂t
= ∆u+ up, x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Rn,
(4.1)

其中初值 u0(x) 非负非平凡. 当 τ = 0 时, 问题 (4.1) 正是读者们熟知的半线性热方程, 其研究结果非

常丰富和深刻. 特别地, 人们发现 p 的取值在刻画解的渐近行为上起到了举足轻重的作用, 解的长时
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间行为完全可由 p 的取值范围来精确给出. 这方面的开创性工作首推 Fujita [51] 于 1966 年的研究, 他

在 Rn 上讨论了具有非线性源 up 的热方程 Cauchy 问题, 并证明了 (1) 如果 1 < p < 1 + 2
n , 则不存

在非负非平凡的整体解; (2) 如果 p > 1 + 2
n , 则当初值充分小时存在非负整体解. 随后, Hayakawa [62]

和 Kobayashi 等 [82] 分别考虑了 n = 1, 2 和 n > 1 时的临界情形 p = 1 + 2
n , 证明了对于任意初值, 解

在有限时刻爆破. 人们称以上的结果为 Fujita 型结果, 将 pc = 1 + 2
n 称为 Fujita 指标. 根据上述工

作发展起来的后续研究逐渐形成了抛物方程理论研究中非常重要的临界指标理论.一个很自然的问题

是, 对于伪抛物方程 (4.1), 是否也能建立相应的指标理论? 其指标是否会受到伪抛物项 ∆ut 的影响?

Kaikina 等 [69] 和 Cao 等 [19] 指出, 对伪抛物方程 Cauchy 问题 (4.1), 其 Fujita 指标与热方程一致.

定理 4.1 Cauchy问题 (4.1)的 Fujita指标 pc = 1+ 2
n ,即当 1 < p 6 pc 时,对于任意初值 u0(x),

解在有限时刻爆破; 当 p > pc 时, 对足够大的初值, 解在有限时刻爆破, 对足够小的初值, 解整体存在.

注 4.1 从上述结果不难发现, 伪抛物项 ∆ut 的出现并未对临界指标的大小产生影响, 这说明这

种黏性的作用不足以改变临界指标. 但是在证明过程中, 3 阶项 ∆ut 会带来不小的困难, 如它会导致

伪抛物方程没有自相似结构,因此无法通过构造自相似上下解这一重要方法来研究伪抛物方程的临界

指标问题. 文献 [19, 69] 利用伪抛物方程解的积分表示, 即温和解, 来完成解的整体存在性的证明. 进

一步地, 文献 [19] 从能量 (积分) 爆破法来得到解的有限时刻爆破的证明.

为了得到伪抛物方程温和解, 对 (4.1) 作 Fourier 变换, 则有ût = − |ξ|2

1 + τ |ξ|2
û+

1

1 + τ |ξ|2
ûp, (ξ, t) ∈ RN × (0, T ),

û(ξ, 0) = û0(ξ), ξ ∈ RN .

求解上述问题可以得到

û(ξ, t) = e
− |ξ|2

1+τ|ξ|2
t
û0(ξ) +

∫ t

0

e
− |ξ|2

1+τ|ξ|2
(t−s) 1

1 + τ |ξ|2
ûpds.

再作 Fourier 逆变换可以得到温和解:

u(x, t) = G (t)u0(x) +

∫ t

0

H (t− s)up(x, τ)ds, (4.2)

其中算子 G (t) 和 H (t) 分别为

G (t)φ = (e
− |ξ|2

1+τ|ξ|2
t
φ̂(ξ))∨, H (t)φ =

(
e
− |ξ|2

1+τ|ξ|2
t 1

1 + τ |ξ|2
φ̂(ξ)

)∨

.

利用 Taylor 展开, 可以发现

G (t)φ = e−
t
τ

∞∑
m=0

τ−mtm

m!
Bmφ, H (t)φ = G (t)Bφ = e−

t
τ

∞∑
m=0

τ−mtm

m!
Bm+1φ,

其中, Bm 为 Bessel 位势

Bmφ =

(
1

(1 + τ |ξ|2)m
φ̂(ξ)

)∨

=
1

τN/2

∫
Rn

Bm

(
x− y√
τ

)
φ(y)dy,

Bm 为 Bessel-Macdonald 核函数

Bm(x) =
1

(4π)N/2(m− 1)!

∫ ∞

0

ξm−N/2−1e−ξ−|x|2/4ξdξ,

267



曹杨等: 伪抛物方程的一些研究进展

并具有如下性质:

(1) Bm(x) > 0 且 Bm(−x) = Bm(x);

(2)
∫
RN Bm(x)dx = 1;

(3) Bm1 ∗Bm2 = Bm1+m2 且 Bm1 ◦ Bm2 = Bm1+m2 , 其中

Bmφ =

∫
RN

Bm(x− y)φ(y)dy.

于是温和解 (4.2) 可以写成如下形式:

u(x, t) = G (t)u0(x) +

∫ t

0

G (t− τ)Bup(x, s)ds

=

∫
Rn

G(x− y, t)u0(y)dy +

∫ t

0

ds

∫
Rn

H(x− y, t− s)up(y, s)dy,

其中,

G(x, t) = (2π)−n/2e−t/k
∞∑

m=0

k−mtm

m!
Bm(x) > 0, x ∈ Rn, t > 0,

H(x, t) = (2π)−n/2e−t/k
∞∑

m=0

k−mtm

m!
Bm+1(x) > 0, x ∈ Rn, t > 0.

根据算子 G 和 Bessel 位势的估计

∥G (t)φ∥Lq1 (Rn)

6M(1 + t)n(1/q1−1/q2)/2∥φ∥Lq2 (Rn) +Me−t∥φ∥Lq1 (Rn)

6M
√
1 + |t|2

n(1/q1−1/q2)/2∥φ∥Lq2 (Rn) +Me−t∥φ∥Lq1 (Rn), φ ∈ Lq1(Rn) ∩ Lq2(Rn), t > 0,

∥Bmφ∥Lq(Rn) 6M∥φ∥Lq(Rn), φ ∈ Lq(Rn),

在空间

X = {0 6 φ ∈ C([0,+∞);C(Rn) ∩ L∞(Rn) ∩ L1(Rn)) : ∥φ∥X < δ},

∥φ∥X = sup
t>0

(⟨t⟩n/2∥φ(·, t)∥L∞(Rn) + ∥φ(·, t)∥L1(Rn))

上利用压缩不动点定理,可以证得小初值时解的整体存在性. 然而伪抛物方程核函数 G(x, t)和 H(x, t)

比热核复杂得多且无法写出具体表达式, 故从基本解的估计来得到爆破并不可行. 文献 [19] 采用积分

估计的方法证明了爆破, 主要考虑如下积分的变化:

wl(t) =

∫
Rn

u(x, t)ψl(x)dx, t > 0, l > 0,

其中,

ψl(x) = ψ

(
x

l

)
, x ∈ Rn,

ψ(x) 为截断函数. 对足够大的 l > 0, 成立着

wl(t) >
1

1 + kC0l−2

(
wl(0) + (C2l

−pn+n)1/p
∫ t

0

wl(s)
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· (−C1l
n−2−n/p + C

(p−1)/p
2 l(−pn+n)(p−1)/pwp−1

l (s))ds

)
. (4.3)

注意在 (4.3) 右端 l 的幂次满足:

当 p < pc = 1 +
2

n
时, n− 2− n

p
<

(−pn+ n)(p− 1)

p
;

当 p > pc = 1 +
2

n
时, n− 2− n

p
>

(−pn+ n)(p− 1)

p
;

当 p = pc = 1 +
2

n
时, n− 2− n

p
=

(−pn+ n)(p− 1)

p
.

于是,

当 p0 < p < pc 时, 选择 l 足够大⇒任意初值解爆破;

当 p > pc 时, 选择 wl(0) 足够大⇒大初值解爆破;

当 p = pc 时, 选择 wl(0) 足够大⇒大初值解爆破.

对于临界情形, 伪抛物方程是否与热方程一样, 对于任意非负非平凡初值, 解会在有限时刻爆破? 为

此, 文献 [19] 采用反证法, 考虑 wl(t) 的增长. 需要注意的是, 在积分估计中伪抛物项 ∆ut 会在分部积

分后带来边界积分 ∫
∂B2l

u(x, ti)∇ψl · νdσ, (4.4)

这一项会给估计特别是临界情形时的估计带来极大困扰. 假设 u 为 Cauchy 问题 (4.1) 的整体古典解.

由 (4.3) 和 p = pc 可得 supt>0

∫
Rn u(x, t)dx <∞. 那么存在一个常数 Λ <∞ 使得

Λ = sup
l>0,t>0

wl(t) = sup
t>0

∫
Rn

u(x, t)dx. (4.5)

如果能够找到某个 T > 0 使得 ∫
Rn

u(x, T )dx > Λ, (4.6)

则与假设 u 为整体古典解矛盾. 注意, 对于任意 0 < ε < Λ, 存在 t0 > 0 和 l0 > 1 使得

wl0(t0) =

∫
Rn

u(x, t0)ψl0(x)dx > Λ− ε.

将时间离散 t0 < t1 < t2 < · · · < tN ≡ T , 需要选择合适的 ti, 一步一步估计积分
∫
Rn u(x, t)dx. 为避免

边界积分 (4.4) 带来的困难, 在每一步选取具有紧支集的初值满足

u(1)(x, t0) 6 u(x, t0), u(2)(x, t1) 6 u(1)(x, t1), . . . , u(N)(x, tN−1) 6 u(N−1)(x, tN−1),

并令 u(i)(x, t) 为满足初值条件 u(i)(x, ti−1) = u(i−1)(x, ti−1) 的解. 于是对每个 i > 2, 有∫
Rn

u(i)(x, ti)dx > Λ−
i∑

m=0

ε0
2m

+
i−1∑
m=0

δm,
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其中,

ti = ti−1 +
Γ0

C1

(
li
2

)−(pc(n−2)−n)/(pc−1)

,

δi =
C2Γ0

2C1

(
Λ−

i+1∑
m=0

ε0
2m

)pc

2(pc(n−2)−n)/(pc−1),

这里, C1 和 C2 为常数, Γ0、ε0 和 li 为选取的常数. 因此, 对每个 i > 2, 可以得到∫
Rn

u(i)(x, ti)dx > Λ−
i∑

m=0

ε0
2m

+
i−1∑
m=0

δm > Λ− 2ε0 + iδ,

其中

δ =
C2Γ0

2C1

(
Λ−

∞∑
m=0

ε0
2m

)pc

2(pc(n−2)−n)/(pc−1).

这样只要有限多步后就可以得到 (4.6), 从而得到解的有限时刻爆破结论.

在工作 [19] 后, 国内外对伪抛物方程的临界指标的研究有了长足的进展. Wang 和 Wang [153] 考

虑负指数 Sobolev 空间中的初值, 并找到 (4.1) 新的临界指标 ps = 1 + 2
n+s . Yang 等 [164] 考虑了半线

性耦合伪抛物方程组的 Cauchy 问题
∂u

∂t
− τ

∂∆u

∂t
= ∆u+ vp, x ∈ Rn, t > 0,

∂v

∂t
− τ

∂∆v

∂t
= ∆v + up, x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Rn,

确定了其临界 Fujita 曲线 (pq)c = 1 + 2
n max(p+ 1, q + 1). Li 和 Du [90] 及 Khomrutai [77] 同时考虑了

具无穷系数源的伪抛物方程

∂u

∂t
− τ

∂∆u

∂t
= ∆u+ |x|σup, x ∈ Rn, t > 0, (4.7)

找到了 Fujita 指标 pc = 1+ σ+2
n . 当 0 < p < 1 时, Khomrutai [78] 又考虑了 (4.7) 解的整体存在唯一性

并建立了解的时间增长和空间径向增长的下界估计. 与 (4.7) 相关的非局部扩散方程的临界指标参见

文献 [79]. 我们知道对半线性热方程或半线性伪抛物方程, 如果初值 u0(x) ≡ 0, 则解 u ≡ 0. 因此, 当

初值非负非平凡时, 上述结果可理解为对初值作小扰动后解的性质发生的本质变化, 即解可能在有限

时刻爆破. 很自然地人们也考虑, 当对内部源作小扰动时是否有相关的结论. Cao 和 Yin [18] 考虑了具

零初值的伪抛物方程

∂u

∂t
− τ

∂∆u

∂t
= ∆u+ up + f(x), x ∈ Rn, t > 0,

发现了此时临界指标 pc =
n

n−2 , n > 3, 即内部源的小扰动可以扩大任意初值爆破的区域.

在对临界指标的研究中, 人们发现初值对解的渐近行为有着重要影响, 如大初值解在有限时刻爆

破,小初值解整体存在. 那么何为大初值何为小初值是人们一直思考的问题,人们通过对生命跨度 (life

span) 的研究来解答这样的问题. 定义

T ∗ = sup{T > 0 | u(x, t) 在 RN × [0, T ] 上有界}.

270



中国科学 : 数学 第 54 卷 第 3 期

如果 T ∗ < +∞, 则

lim
t→T∗

∥u(·, t)∥L∞(RN ) = ∞,

并将 T ∗ 称为解的生命跨度. 半线性热方程解的生命跨度的早期工作是由 Lee 和 Ni [88] 以及 Gui

和Wang [58] 完成的. 他们发现了很多重要的现象,特别是初值在无穷远处的性态会密切影响解的生命

跨度. 这一发现为许多后续工作指明了方向. 在文献 [58, 88] 中, 一个很有趣的想法是, 将初值作伸缩

变换 u0(x) = λϕ(x), 考虑 ϕ(x) 在无穷远处多项式衰减阶对解的渐近性态的影响以及伸缩系数 λ 与生

命跨度的关系. 特别地, 文献 [88] 确定了第二临界指标 ac = 2
p−1 . 对半线性伪抛物方程的 Cauchy 问

题 (4.1), Yang 等 [163] 也发现了第二临界指标的存在且与半线性热方程一致.

定理 4.2 对问题 (4.1), 当 p > pc = 1 + 2
n 时, 有如下结论:

(1) 如果 lim inf |x|→∞ |x|aϕ(x) > 0, a < ac 或 a > ac 且 λ 足够大, 则解在有限时刻爆破;

(2) 如果 lim sup|x|→∞ |x|aϕ(x) < ∞, a > ac, 且对固定的 τ , 存在 λτ > 0 使得当 λ < λτ 时, 或者

对于任意 λ > 0, 存在 τλ 使得 τ > τλ 时, 解整体存在.

注 4.2 从上述结论可以发现, 尽管伪抛物方程与热方程在解的整体存在和有限时刻爆破方面

对初值在无穷远处衰减阶的划分相同, 但当 a > ac 时, 可以增大伪抛物项的系数 τ 来保证解的整体

存在.

当考虑 λ 对生命跨度的影响时, 先看空间齐次情形, 即
∂u

∂t
= |u|p−1u, (x, t) ∈ RN × (0,+∞),

u(x, 0) = λ, x ∈ RN ,

可以给出解的显式形式

u(x, t) =

(λ1−p − (p− 1)t)1/(p−1), p > 1,

λet, p = 1.

因此解的爆破时间

Tλ =
λ1−p

p− 1
.

对半线性热方程的 Cauchy 问题, 由文献 [88] 的结果可知

lim inf
|x|→∞

u0(x) > 0,

则

Tλ ∼ λ−(p−1), 当 λ→ 0+ 时.

进一步文献 [58] 证明了, 如果

lim
|x|→∞

u0(x) = λA > 0,

则

lim
λ→0

λp−1Tλ =
1

p− 1
A1−p.
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还有很多工作关心对生命跨度上下界的估计, 这里主要引用文献 [55, 108, 161, 162] 关于半线性热方

程 Cauchy 问题的研究结果. Giga 和 Umeda [55] 指出, 若初值 u0 ∈ L∞(RN ), 则生命跨度

T ∗ > 1

p− 1
∥u0∥1−p

L∞(RN )
. (4.8)

如果从平凡初值 u0(x) ≡ λ 的角度来看,

T ∗ =
λ1−p

p− 1
,

这说明文献 [55] 中的估计 (4.8) 是最优的. 但是只有下界估计是无法判断解是否在有限时刻爆破, 人

们还需要生命跨度的上界估计. Yamaguchi 和 Yamauchi [161] 建立了一维情形时生命跨度的上界估计,

即如果 limx→±∞ u0(x) = A±, 则

T ∗ 6 1

p− 1

(
A+ +A−

2

)1−p

.

Ozawa 和 Yamauchi [108] 考虑了高维情形, 假设 lim infr→∞ u0(rx) = u∞(x), x ∈ SN−1, 这里 u∞(x) ∈
L∞(SN−1) 满足

∫
SN−1 u∞(x) dσ(x) > 0, 其中 σ 表示单位球表面积, 则生命跨度

T ∗ 6 1

p− 1

(
1

σ(SN−1)

∫
SN−1

u∞(x′) dσ(x′)

)1−p

.

这表明如果初值在无穷远处的下极限经伸缩变换后在单位球面上的积分大于 0,则解在有限时刻爆破.

Yamauchi [162] 进一步地指出, 只要初值在无穷远的角状区域上大于 0, 解也会在有限时刻爆破. 令

u∞(x′) = lim inf
r→+∞

u(rx′), x′ ∈ SN−1.

在单位球面上取一点 ξ′ 并令 δ ∈ (0,
√
2), 给出角状邻域

Γξ′(δ) =

{
η ∈ RN \ {0}

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ξ′ − η

|η|

∣∣∣∣ < δ

}
和部分球冠

Sξ′(δ) = Γξ′(δ) ∩ SN−1.

如果存在 ξ′ ∈ SN−1 以及 δ > 0, 使得 essinfx′∈Sξ′ (δ)
u∞(x′) > 0, 则解在有限时刻爆破, 且有生命跨度

的上界估计

T ∗ 6 1

p− 1

(
essinf

x′∈Sξ′ (δ)
u∞(x′)

)1−p

.

此结果的一维情形版本如下: 如果 max{lim infx→+∞ u0(x), lim infx→−∞ u0(x)} > 0, 则有

T ∗ 6 1

p− 1

(
max

{
lim inf
x→+∞

u0(x), lim inf
x→−∞

u0(x)
})1−p

.

通过上述系列工作, 可以看到初值在无穷远处非零性质的重要作用, 因此人们有理由相信初值在

无穷远处的密度对解渐近行为起到的关键作用. Cao等 [17] 发现对于伪抛物方程的 Cauchy问题 (4.1),

只要初值在无穷远处非稀疏, 解就会在有限时刻爆破. 如果

lim
r→0

mes(B(x0, r) ∩ E)

mes(B(x0, r))
= 0,
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其中, mes(F ) 为集合 F 的 Lebesgue 测度, B(x, r) 为以 x 为球心、r 为半径的球, 则称点 x0 为集合 E

的稀疏点. 如果

lim
r→+∞

mes(B(0, r) ∩ E)

mes(B(0, r))
= 0,

则称 ∞ 为集合 E 的稀疏点. 对于非负函数 φ(x), 如果对于任意 α > 0, ∞ 为集合 {x | φ(x) > α} 的
稀疏点, 则称 ∞ 为 φ(x) 的稀疏点.

定理 4.3 [17] 如果 ∞ 是初值 u0(x) 的非稀疏点, 即存在 α > 0 使得

D(α) := lim sup
r→+∞

sup
x∈RN

mes(B(x, r) ∩ {y | u0(y) > α})
mes(B(x, r))

> 0,

则问题 (4.1) 的解在有限时刻爆破且生命跨度 T ∗ 有上界估计

T ∗ 6 1

p− 1
inf
α>0

(αD(α))1−p.

下面简要介绍对这一结果的证明思路, 主要想法是对温和解作积分估计. 回顾热方程的温和解

u(x, t̄) =

∫
RN

G(x− y, t̄)u0(y)dy +

∫ t̄

0

∫
RN

G(x− y, t̄− s)up(y, s)dyds,

如果对上式两边同时乘以 G(z − x, t− t̄) 并在 Rn 上积分, 则利用热核 G(x, t) 的半群性质可以容易得

到微分不等式

F ′(t̄) > F p(t̄), (4.9)

其中

F (t̄) =

∫
RN

G(z − y, t̄)u0(y)dy +

∫ t̄

0

(∫
RN

G(z − y, t− s)u(y, s)dy

)p

ds.

然而伪抛物方程涉及多个核函数 h(x, t)、g(x, t) 和 bm(x), 其中 g(x, t) 具有半群性质, 但 h(x, t) 不具

有半群性质, ∫
Rn

g(x− y, t)g(y − z, s)dy = g(x− z, s+ t),∫
Rn

Bm ∗ h(x− y, t)h(y − z, s)dy = Bm+1 ∗ h(x− z, t).

因此对伪抛物方程的解

u(x, t̄) =

∫
RN

g(x− y, t̄)u0(y)dy +

∫ t̄

0

∫
RN

h(x− y, t̄− s)up(y, τ)dyds, (4.10)

两边同时卷积 h(x, t)或者 g(x, t)都无法得到类似热方程的结果.文献 [17]对 (4.10)两边同时乘以 (Bm∗
g)(z − x, t− t̄) 并关于 x 在 RN 上积分得到∫

RN

(Bm ∗ g)(z − x, t− t̄)u(x, t̄)dx >
∫
RN

(Bm ∗ g)(z − y, t)u0(y)dy

+

∫ t̄

0

(∫
RN

(Bm+1 ∗ g)(z − y, t− s)u(y, s)dy

)p

ds.

如果对 Bessel 核函数 Bm(x) 与 Bm+1(x) 建立一些合适的估计, 则有可能得到类似 (4.9) 的微分不

等式.
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引理 4.1 令 Bm(x) 为 m 阶 Bessel 核函数. 令

C(m) = inf
x∈RN

Bm+1(x)

Bm(x)
.

则当 m > N
2 时, C(m) < 1 且

lim
m→+∞

C(m) = 1.

证明 首先证明 Bm+1(x)/Bm(x) 为关于 |x| 的递增函数. 令 r = |x|2/4, 考虑函数

F (r) =

∫∞
0
ξm−N

2 e−ξ− r
ξ dξ∫∞

0
ξm−N

2 −1e−ξ− r
ξ dξ

.

令 dµ = e−ξ− r
ξ dξ, 则

dF

dr
=

∫∞
0
ξm−N

2 dµ
∫∞
0
ξm−N

2 −2dµ− (
∫∞
0
ξm−N

2 −1dµ)2

(
∫∞
0
ξm−N

2 −1dµ)2
.

利用 Cauchy 不等式, 得到∫ ∞

0

ξm−N
2 −1dµ =

∫ ∞

0

(ξm−N
2 )1/2(ξm−N

2 −2)1/2dµ

6
(∫ ∞

0

ξm−N
2 dµ

)1/2(∫ ∞

0

ξm−N
2 −2dµ

)1/2

.

于是 F ′(r) > 0 且 Bm+1(x)/Bm(x) 为 |x| 的递增函数, 并且有

Bm+1(x)

Bm(x)
> lim

x→0

Bm+1(x)

Bm(x)
.

由于当 2m > N 时, Bm(0) ∈ (0,∞) 且 Bm(x) 连续, 所以

Bm+1(0)

Bm(0)
= inf

x∈RN

Bm+1(x)

Bm(x)
, 对 2m > N. (4.11)

接下来通过直接计算可得

Bm+1(0)

Bm(0)
=

1
m!
1

(m−1)!

∫∞
0
ξ−(N

2 −m)e−ξdξ∫∞
0
ξ−(N

2 −m)−1e−ξdξ
=

1

m

∫∞
0
ξm−N

2 e−ξdξ∫∞
0
ξm−N

2 −1e−ξdξ
.

当 N 为偶数时,∫ ∞

0

ξm−N
2 e−ξdξ =

(
m− N

2

)
!,

∫ ∞

0

ξm−N
2 −1e−ξdξ =

(
m− N

2
− 1

)
!.

当 N 为奇数时,∫ ∞

0

ξm−N
2 e−ξdξ =

(
m− N

2

)(
m− N

2
− 1

)
· · · 1

2

∫ ∞

0

1√
ξ
e−ξdξ,∫ ∞

0

ξm−N
2 −1e−ξdξ =

(
m− N

2
− 1

)(
m− N

2
− 2

)
· · · 1

2

∫ ∞

0

1√
ξ
e−ξdξ,

其中
∫∞
0

1√
ξ
e−ξdξ =

√
π. 这样可以得到

Bm+1(0)

Bm(0)
=
m− N

2

m
→ 1, 当 m→ ∞ 时.

结合 (4.11) 得到引理结果.
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将引理 4.1 的结果应用到 (4.10), 类似对半线性热方程的处理可以得到类似 (4.9) 的微分不等式

以及如下引理.

引理 4.2 令 u 为问题 (4.1) 在 [0, T ∗) 上的解, 则可以得到如下对生命跨度 T ∗ 的上界估计:

T ∗ 6 sup

{
T > 0

∣∣∣∣ C(m)−p

p− 1

(
sup
z∈RN

∫
RN

Bm ∗ g(z − y, t)u0(y) dy

)1−p

> t, t ∈ (0, T )

}
, (4.12)

其中, m > N + 1, Bm(x) 为 m 阶 Bessel 核函数, C(m) > 0 且 limm→∞ C(m) = 1.

如果能证明

sup
z∈RN

∫
RN

Bm ∗ g(z − y, T ∗)u0(y) dy > αD(α), ∀m >
N

2
, (4.13)

则由 (4.12) 就可以得到定理 4.3 的结果

T ∗ 6 1

p− 1
(αD(α))1−p.

引理 4.3 对于任意 δ ∈ (0, 1), 存在 K, 使得当 k > K 时,

sup
x∈B(zk,rk−

√
rk)

∫
B(zk,rk)

1B(x,
√
rk)(y)Bm ∗ g(x− y, T ∗)u0(y) dy

> 1− δ

(rk −√
rk)N

[α(D(α)− ε)rNk − ∥u0∥L∞(RN )(r
N
k − (rk − 2

√
rk)

N )],

其中 1E 为集合 E 的特征函数.

由引理 4.3、limk→∞
rNk

(rk−
√
rk)N

= 1和 limk→∞
rNk −(rk−2

√
rk)

N

(rk−
√
rk)N

= 0以及 ε和 δ的任意性得到 (4.13).

注 4.3 通过定理 4.3 可以发现某些在无穷远处的下极限为 0 的初值可以导致解在有限时刻爆

破, 然而这样的结果无法通过文献 [108, 162] 得到. 例如, 令 ak = k!, 0 < ε < 1, u0(x) (0 6 u0(x) 6 1)

满足

u0(x) =


ε, |x| ∈

[
a2k−1 +

1

4
, a2k − 1

4

]
,

1, |x| ∈ [a2k, a2k+1].

由 D(α) 的定义可以得到

D(1) > lim sup
k→+∞

mes({x | u0(x) > 1} ∩B(0, a2k+1))

mes(B(0, a2k+1))
> lim sup

k→+∞

aN2k+1 − aN2k
aN2k+1

= 1.

故生命跨度 T ∗ 有估计 T ∗ 6 1
p−1 (1D(1))1−p = 1

p−1 .

4.2 半线性伪抛物方程的初边值问题

当考虑有界域上的半线性伪抛物方程的初边值问题时, Xu和 Su [159] 利用位势井方法研究伪抛物

方程的工作引起了很大关注. 在此工作基础上, 人们相继建立了很多利用位势井方法讨论具有源项的

伪抛物方程 [59, 89,96,98,100,169,170]、变指标伪抛物方程 [92, 113] 及退化、奇异伪抛物方程 [23,91] 解的渐近
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行为的结果. 文献 [159] 首次通过初始能量的大小来划分如下伪抛物方程初边值问题解的整体存在和

爆破: 
∂u

∂t
− ∂∆u

∂t
= ∆u+ up, x ∈ Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0.

(4.14)

引入能量泛函

J(u) =
1

2
∥∇u∥22 −

1

p+ 1
∥u∥p+1

p+1, I(u) = ∥∇u∥22 − ∥u∥p+1
p+1

和 Nehari 流形

N = {u ∈ H1
0 (Ω) | I(u) = 0, ∥u∥H1

0
̸= 0},

并令

d = inf

{
sup
λ>0

J(λu)

∣∣∣∣u ∈ H1
0 (Ω),

∫
Ω

|∇u|2dx ̸= 0

}
= inf

u∈N
J(u).

文献 [159] 建立了如下结果.

定理 4.4 对问题 (4.14), 当 1 < p <∞, n = 1, 2 或者 1 < p 6 n+2
n−2 , n > 3 时,

(i) J(u0) < d, I(u0) > 0, 解整体存在且指数衰减 ∥u∥2
H1

0 (Ω)
6 ∥u0∥2H1

0 (Ω)
e−λt;

(ii) J(u0) < d, I(u0) < 0, 解有限时刻爆破, limt→T

∫ t

0
∥u∥2

H1
0 (Ω)

ds = ∞;

(iii) J(u0) = d, I(u0) > 0, 解整体存在, 进一步地当 J(u0) = d、I(u0) > 0 时, 解指数衰减

∥u∥2
H1

0 (Ω)
6 Ce−λt;

(iv) J(u0) = d, I(u0) < 0, 解有限时刻爆破, limt→T

∫ t

0
∥u∥2

H1
0 (Ω)

ds = ∞;

(v) J(u0) > d, I(u0) > 0, ∥u0∥H1
0 (Ω) 6 inf{∥u∥H1

0 (Ω) | I(u) = 0, ∥u∥H1
0 (Ω) <

√
2d(p+1)

p−1 }, 解整体存在
且衰减至 0;

(vi) J(u0) > d, I(u0) < 0 且 ∥u0∥H1
0 (Ω) > sup{∥u∥H1

0 (Ω) | I(u) = 0, ∥u∥H1
0 (Ω) <

√
2d(p+1)

p−1 }, 解在有
限时刻爆破.

在多项式源之外, 还有一类源项也极具研究价值, 即 Log 型源. 除了 Log 型源本身具有的物理背

景, 其数学理论上的研究也很有趣. 从大量对多项式源 up 的研究发现, 线性源 u 与多项式源 up 具

有本质区别. 以伪抛物方程为例, 当 p = 1 时, 解整体存在; 当 p = 1 + ε 时, 解会在有限时刻爆破.

当 u → ∞ 时, u log |u| 介于线性增长和多项式增长之间, 那么 Log 型源会如何影响解的定性性质呢,

u log |u|的行为更类似于线性源 u还是多项式源 up 呢? Chen和 Tian [22] 首次讨论了具 Log型源的伪

抛物方程, 这一工作吸引了众多学者的广泛关注 (参见文献 [24,40,44,45,97,166]). 文献 [22] 考虑了如

下的具 Log 型源的伪抛物方程的初边值问题:
∂u

∂t
− ∂∆u

∂t
= ∆u+ u log |u|, x ∈ Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0.

(4.15)

实际上常用的位势井方法适用于满足如下条件的非线性源 f(u).

(1) f ∈ C1, f(0) = f ′(0) = 0.
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(2) f 单调且在 u > 0 时是凸函数, u < 0 时是凹函数; 或者 f 是凸函数.

(3) (p+ 1)F (u) 6 uf(u), 且 |uf(u)| 6 γ|F (u)|, 其中 2 < p+ 1 6 γ < 2∗, F (u) =
∫ u

0
f(s)ds.

值得注意的是 Log 型源并不满足上述要求, 因此文献 [22] 给出了改进的能量泛函:

J(u) =
1

2
∥∇u∥22 −

1

2

∫
Ω

u2 log |u|dx+
1

4

∫
Ω

u2dx,

I(u) = ∥∇u∥22 −
∫
Ω

u2 log |u|dx,

d = inf

{
sup
λ>0

J(λu)

∣∣∣∣u ∈ H1
0 (Ω),

∫
Ω

|∇u|2dx ̸= 0

}
,

并建立了如下结果.

定理 4.5 对于问题 (4.15), 令 M = 1
4 (2π)

n
2 en.

(i) 如果 J(u0) 6 d, I(u0) > 0, 则解整体存在且有界. 进一步地, 如果 J(u0) < M , I(u0) > 0, 则

∥u(·, t)∥H1
0 (Ω) 6 ∥u0∥H1

0 (Ω)e
1
2−

1
2αt, t > 0,

其中 α 与 J(u0) 有关. 如果 J(u0) =M , I(u0) > 0, 则对于任意小的 γ > 0, 存在 tγ , 使得

∥u(·, t)∥H1
0 (Ω) 6 ∥u0∥H1

0 (Ω)e
1
2−

1
2α1t, t > tγ ,

其中 α1 与 γ 和 M 有关.

(ii) 如果 J(u0) 6 d, I(u0) < 0, 则解在无穷时刻爆破 limt→∞ ∥u∥H1
0 (Ω) = ∞. 进一步地,

∥u(·, t)∥2H1
0 (Ω) 6 ∥u0∥2H1

0 (Ω)e
et , t > 0,

对于任意 α2 ∈ (0, 1), 存在 tα2>0 和 Cα2 > 0, 使得

∥u(·, t)∥2H1
0 (Ω) > Cα2(t− tα2)

1
1−α2

−1, t > tα2 .

注 4.4 定理 4.5揭示了 Log型源与多项式源之间的区别,对具多项式源 up 的问题 (4.14), 解在

有限时刻爆破 [159]; 而对具 Log 型源的问题 (4.15), 解在无穷时刻爆破 [22]. 另外, 文献 [22] 的研究表

明, 通过与具 Log 型源的热方程的结果相比较, 在解的衰减估计方面, 伪抛物方程的解衰减更弱; 在解

的爆破估计方面, 热方程解以指数增长为下界在无穷时刻爆破, 而伪抛物方程则以多项式增长为下界

在无穷时刻爆破. 这些区别正是由伪抛物项 ∆ut 造成的.

文献 [22] 指出 M 6 d, 则当 J(u0) = d、I(u0) = 0 时, 是否会出现定理 4.5 的结论 (1) 中描述的解

衰减至 0 的现象呢? Ji 等 [66] 关于具 Log 型源的伪抛物方程周期解的工作回答了这一问题. 文献 [66]

讨论了如下伪抛物方程 (τ = 1) 及热方程 (τ = 0) 周期解的存在性和稳定性问题:
∂u

∂t
− τ

∂∆u

∂t
= ∆u+m(t)u log |u|, x ∈ Ω, t > 0,

u(x, t) = u(x, t+ T ), x ∈ Ω, t > 0,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0.

(4.16)

定理 4.6 热方程周期解问题 (4.16) (τ = 0)存在至少一个正周期解.令 ũ(x, t)为一个周期解.对

于任意 ε > 0, 存在 u0i ∈ L2(Ω) (i = 1, 2), 满足 ∥u0i − ũ(x, 0)∥L∞(Ω) < ε, 使得

∥u1(x, t)∥L∞(Ω) > ∥ũ(x, 0)∥L∞(Ω) · exp
(
exp

(∫ t

0

m(τ) dτ + log log(1 + δ)

))
,
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且

∥u2(x, t)∥L∞(Ω) 6 ∥ũ(x, 0)∥L∞(Ω) · exp
(
− exp

(∫ t

0

m(τ) dτ + log | log(1− δ)|
))

,

其中, ui(x, t)为以 u0i (i = 1, 2)为初值的问题 (4.15)当 τ = 0时的解, δ (0 < δ < 1)使得 ∥δũ(x, 0)∥L∞(Ω)

< ε.

定理 4.7 伪抛物方程周期解问题 (4.16) 存在至少一个正周期解. 令 ũ(x, t) 为一个周期解. 进一

步假设 m(t) ≡ m0. 则对于任意 ε > 0, 存在 u0 ∈ H1
0 (Ω) 满足 ∥u0 − ũ(x, 0)∥L∞(Ω) < ε 及常数 µ > 0,

使得

∥u(x, t)∥L∞(Ω) > ∥ũ(x, 0)∥L∞(Ω) · exp(exp(µt+ log log(1 + δ))),

其中, u(x, t) 为以 u0 为初值的问题 (4.15) 的解, δ (0 < δ < 1) 使得 ∥δũ(x, 0)∥L∞(Ω) < ε.

注 4.5 从定理 4.6 和 4.7 以及关于具周期源的热方程和伪抛物方程的研究结果可知, 在周期解

的存在性方面, Log型源的作用更接近于幂指型源,此时均存在正周期解.而具线性源的热方程或伪抛

物方程, 其正周期解的存在性依赖于周期系数, 可能存在也可能不存在. 在周期解的稳定性方面, Log

型源与线性源和幂指型源皆有重要区别. 具线性源的热方程和伪抛物方程的正周期解稳定; 而具幂指

型源和 Log型源时周期解不稳定. 这种不稳定性也有很大差别,文献 [66]给出了不稳定性的增长速率

或衰减速率, 这在以往对周期解稳定性的分析中未曾发现. 此外, m(t) = 1 可以认为是特殊的周期情

形, 那么从周期解的存在性可知, 此时存在正周期解 ũ, 根据文献 [66] 的证明可知此时周期解 ũ(x, t)

与 t 无关, 即 ũ(x, t) = ũ(x), 这实际上表明 I(ũ) = 0. 另外从文献 [66, 引理 2.1] 及 Nehari 流形可以推

断 J(ũ) = d, 因此可知文献 [22] 中 J(u0) = d 和 I(u0) = 0 对应的整体有界解可能是周期解.

可以说目前对半线性伪抛物方程解的有限时刻爆破及整体存在结果,人们已经有了较为深刻的认

识. 然而还有很多问题尚未完全解决, 如伪抛物项对生命跨度的精确影响以及伪抛物方程的爆破集和

爆破速率, 而这些都是解的渐近行为中具有重要理论价值的问题.

致谢 感谢编委和两位审稿人提出的宝贵意见.
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101 Mikelić A. A global existence result for the equations describing unsaturated flow in porous media with dynamic

capillary pressure. J Differential Equations, 2010, 248: 1561–1577
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An overview of recent studies on the pseudo-parabolic equation

Yang Cao & Jingxue Yin

Abstract In this paper, we give an overview of the recent developments in the area of pseudo-parabolic equa-
tions, including the physical background, and the study from the perspective of viscosity. A significant part of the
paper is devoted to the asymptotic behavior of the solutions for semi-linear pseudo-parabolic equations, which is
an in-depth research field at present.
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