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关于常微分方程的习题课设计：以一阶
微分方程的初等解法为例*

熊　敏，刘伟明**

（湖北师范大学数学与统计学院，湖北  黄石　435002）

摘要：为提高学生学习常微分方程的积极性，激发学生的学习兴趣，本文通过回顾一阶微分方程的

初等解法，并结合例子强化和拓展练习来设计一阶微分方程的初等解法的习题课。通过这一设计，

可以提升学生对初等解法的掌握程度，帮助学生理解解题技巧和各题之间的联系。

关键词：常微分方程；习题课；初等解法

中图分类号：G642.0                             文献标志码：A

Exercise lesson teaching on the ordinary differential equation：

an example of the elementary solution of the 

first order differential equation

XIONG Min，LIU Weiming** 

（College of Mathematics and Statistics，Hubei Normal University，Huangshi Hubei　435002）

Abstract：In order to improve the students' enthusiasm in learning ordinary differential equation and 

stimulate students’ interest in learning，this paper presents the design of exercise lesson on “the 

elementary solution of the first order differential equation” by recalling the elementary solution of the 

first order differential equation and combining with examples to strengthen and expand the exercises. 

The exercise lesson design can enhance the degree of mastery of the elementary solution and help 

students understand the connection between these exercises.

Keywords：ordinary differential equations；exercise lesson；elementary solutions
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0 引  言

常微分方程是以高等代数、数学分析为基础的

课 程 ，具 有 理 论 性 与 应 用 性 强 的 特 点 ，对 学 生 形 成

数学思维和数学思想有重要意义［1-3］。常微分方程

课程既是数学专业本科生的一门必修基础课，又是

该学科本身近代发展方向的重要基础，贯穿于多学

科领域，如化学、物理、经济、生物和工程等学科［4-6］。

同 时 ，常 微 分 方 程 与 生 产 生 活 紧 密 联 系 ，现 实 生 活

和 科 学 技 术 中 很 多 现 象 都 可 以 用 一 般 的 常 微 分 方
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程 来 描 述 ，如 人 口 预 测 、放 射 性 物 质 的 衰 变 和 古 迹

年代的鉴别等［7］。

常微分方程课程包含了许多定理的推导，学习

难 度 较 高 ，为 了 更 好 地 理 解 这 些 定 理 的 推 导 ，学 生

必 须 熟 悉 一 些 数 学 分 析 和 高 等 代 数 等 课 程 的 相 关

知 识［8-10］。 而 求 解 常 微 分 方 程 是 课 程 讲 授 的 重 点 ，

这要求学生需要学习一阶微分方程的初等解法，结

合 方 程 的 特 点 选 取 一 种 或 多 种 方 法 求 解 。 这 些 要

求 增 加 了 学 生 学 习 常 微 分 方 程 课 程 的 难 度 。 王 卿

文 等［11］以 实 对 称 矩 阵 正 交 相 似 定 理 的 应 用 为 例 设

计 了 习 题 课 ，引 领 学 生 逐 步 思 考 ，轻 松 发 现 实 对 称

矩阵正交相似对角化的应用；张淑琴和王洁［12］提出

了线性代数习题课的教学改革需要注意的问题；王

守 峰 和 杨 义 川［13］给 出 了 一 个 关 于 矩 阵 秩 的 习 题 课

的教学设计，通过习题课的设计帮助学生理解这部

分习题的解题技巧和各题之间的联系；严文利［14］和

尹正［15］从不同的角度设计了正定二次型的习题课；

王文等［16］对实变函数习题课的教学进行了探讨，启

发 学 生 在 学 习 过 程 中 要 深 层 次 地 理 解 并 应 用 学 习

的知识；高文华［17］从理论上探讨了高等数学习题课

教学应注意的问题；倪柏竹［18］提出以微视频的线上

教学方式代替或补充线下习题课教学，探索了线上

习题微课的教学设计，并以一类硕士研究生入学试

题为例，介绍了习题微课的教学方案设计与教学实

践；熊昀暄［19］对高等数学习题课“问题链”教学模式

进 行 了 探 究 ；杨 刘 和 汪 忠 志［20］结 合 多 年 的 教 学 实

践，就如何上好数学分析习题课谈了几点体会。然

而 ，目 前 尚 无 有 关 常 微 分 方 程 习 题 课 设 计 的 研 究 。

本 文 拟 通 过 一 阶 微 分 方 程 的 初 等 解 法 习 题 课 帮 助

学 生 总 结 、巩 固 和 加 深 对 初 等 解 法 的 理 解 及 其 应

用 ，以 提 高 学 生 的 抽 象 思 维 能 力 、逻 辑 推 理 能 力 及

运算技巧能力等数学能力。

1 一阶微分方程的初等解法的回顾

一阶微分方程的初等解法，就是把微分方程的

求解问题化为积分问题，其解的表达式由初等函数

或 超 越 函 数 表 示 。 能 够 使 用 这 种 方 法 求 解 的 方 程

是有限的，但却能反映实际问题中的相当一部分微

分 方 程 。 因 此 让 学 生 掌 握 使 用 初 等 解 法 求 解 这 类

微分方程是有意义的。

习题课开始前，教师先引导学生回顾本章学过

的 几 种 微 分 方 程 的 具 体 形 式 ，再 通 过 提 问 的 方 式 ，

引 发 学 生 思 考 如 何 求 解 这 些 方 程 ：（1）变 量 分 离 方

程及其求解方法；（2）齐次微分方程及其求解方法；

（3）形如

dy
dx

=
a1 x + b1 y + c1

a2 x + b2 y + c2

的 方 程 及 其 求 解 方 法 ；（4）一 阶 线 性 微 分 方 程 及 其

求 解 方 法 ；（5）伯 努 利 方 程 及 其 求 解 方 法 ；（6）恰 当

微分方程及其求解方法，积分因子。

2 习题课的教学设计

为了让学生更好地运用初等解法求解上述 6 类

方程，教师应选取一些经典的例题进行讲解，举 1 个

例子，同时由这个例子再引伸出剩下 9 个例子，通过

例题讲解，锻炼学生举一反三的发散思维能力。

例 1　求解方程
dy
dx

=
2x + 3y
3x + 2y

。

分析　引导学生观察方程的结构，确定求解这

类方程的方法。

解　将 方 程 改 为
dy
dx

=
2 + 3( )y

x

3 + 2 ( )y
x

，这 是 齐 次 方

程，作变换 u = y
x

，代入方程得到

u + x
du
dx

=
2 + 3u
3 + 2u

，

可 整 理 为
3 + 2u

2 − 2u2
du =

dx
x

( u ≠ ±1)，两 边 积 分 ，得

1 + u

(1 − u )5
= cx4。代回原变量，得原方程通解 x + y =

c ( x − y )5。

此 外 ，u = ±1 也 是 方 程 的 解 。 即 y = ±x 都 是 方

程的解，又 y =− x 包含在上述通解之中，则原方程的

通 解 为 x + y = c ( x − y )5（C 为 任 意 常 数），且 y = x

也是原方程的解。

教师可把方程进行细微的修改，让学生思考是

否还可以用上题的方法求解这类方程。

例 2　求解方程

( 2x + 3y − 7 ) dx − ( 3x + 2y − 8 ) dy = 0。

分析：方程表现的形式产生了变化，同时，方程

多了 2 项“− 7”和“− 8”。这时，再引导学生思考如何

求解这类方程。

解　将方程改写为
dy
dx

=
2x + 3y − 7
3x + 2y − 8

，

这是一个可化为齐次的方程。
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解方程组

ì
í
î

2α + 3β − 7 = 0，

3α + 2β − 8 = 0，

得 α = 2，β = 1。

令 x =  ξ +2，y =  η +1，代 入 方 程 得
dη
dξ

=
2ξ +  3η
3ξ +  2η

。

由例 1 知，方程通解为 ξ + η = c ( ξ − η )5（c 为任意常

数），且 η = ξ也是方程的解。代回原变量，得原方程

的通解为

x +y −  3 =  c ( x −  y −  1)5（c 为任意常数），

且 x =  y +1 也是原方程的解。

对例 2 方程进行修改，得到以下例题。

例 3　求解方程

( 2x + 3y − 7 ) dx − ( 4x + 6y − 8 ) dy = 0。

分析　这 里 的“2x + 3y”和“4x + 6y”是 呈 倍 数

关 系 ，这 样 的 好 规 律 ，相 对 于 例 2，是 否 可 以 简 化 求

解过程呢？继续让学生思考。

解　令 z = 2x + 3y，代入方程得
dz
dx

=
7z − 37
2z − 8

。

将变量分离得

2z − 8
7z − 37

dz = dx ( )z ≠ 37
7

。

两边积分得
2
7

z +
18
49

ln
|
|
||||

|
|
|||| z − 37

7
= x + c1。

代回原变量，得方程通解

2x + 3y − 37
7

= ce
7
6

x − 7
3

y
 （c为任意常数）。

此外，z =
37
7

是解。即 2x + 3y =
37
7

是原方程的解，

但其被包含在通解之中。

例 2 方 程 里 面 的 x、y 都 是 一 次 的 ，如 果 改 为 二

次，可以设置如下例题。

例 4　求解方程

x ( )2x2 + 3y2 − 7 dx − y ( )3x2 + 2y2 − 8 dy = 0。

分析　要求学生观察方程的具体结构，相比例

2 的方程，这里把 x、y 改为了二次，引导学生思考，求

解方法是否还会一样？

解　将方程改写为
2ydy
2xdx

=
2x2 + 3y2 − 7

3x2 + 2y2 − 8
，即

dy2

dx2
=

2x2 + 3y2 − 7

3x2 + 2y2 − 8
。

令 x2 = u，y2 = v，代入方程得

dv
du

=
2u + 3v − 7
3u + 2v − 8

。

这是一个可化为齐次的方程，由例 2 得方程的通解

为 u + v − 3 = c ( u − v − 1)5（c 为 任 意 常 数），且 u =

v + 1 也是原方程的解。

代回原变量，得原方程的通解为

x2 + y2 − 3 = c ( )x2 − y2 − 1
5

（c 为 任 意 常 数），

且 x2 = y2 + 1 也是原方程的解。

将例 2 的方程变形，可得如下例题。

例 5　求解方程
dy
dx

= ( )3y − 7
3x + 2y − 8

2

。

分析　这里方程的右边是整体的平方，而括号

里面的分式的形式相比例 2 却简化了许多，那么求

解 方 法 是 否 也 会 简 化 很 多 呢 ？ 激 发 学 生 进 一 步 的

思考。

解　令 v = 3y − 7，u = x − 10
9

，代入原方程得  

1
3

dv
du

=

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷v

3u +
2
3

v

2

，

这是齐次方程。作变换 z =
v
u

，则方程化为

z
3

+
u
3

dz
du

=

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷z

3 +
2
3

z

2

。

将变量分离得

( )2
3

z + 3
2

z ( )4
9

z2 + z + 9

dz =− du
u

( z ≠ 0 )，

两边积分化简得

∫æ
è

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷1
z

+
3

4
9

z2 + z + 9
dz =− ∫ du

u
。

则

ln|z| +
6

15
arctan

8
9

z + 1

15
=− ln|u| + C 1

，

将变量代回，即得原方程的解。

例 6　求解方程

( 2x + 3y − 7 ) dx + ( 3x + 2y − 8 ) dy = 0。

分析　相比例 2，方程也就变了一个符号，但采

用 的 方 法 却 有 天 壤 之 别 。 引 导 学 生 回 忆 全 微 分 方

程的概念和求解这类方程的方法。
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解　这里

M ( x，y ) = 2x + 3y − 7，N ( x，y ) = 3x + 2y − 8，

所 以
∂M ( x，y )

∂y
=

∂N ( x，y )
∂x

= 3。 这 是 一 个 全 微 分

方程，取 x0 = 0，y0 = 0，得  

u ( x，y ) = ∫
0

x

M ( x，y ) dx + ∫
0

y

N ( x，y ) dy =

∫
0

x

( 2x + 3y − 7 ) dx + ∫
0

y

( 3x + 2y − 8 ) dy =

x2 − 7x + 6xy + y2 − 8y。

于是方程的通解为 x2 − 7x + 6xy + y2 − 8y = C。

例 7　求解方程 ( )y − y2 − xy dx − xdy = 0。

分析　通过对比例 2，让学生明白 2 个方程似乎

没有本质上的区别，但继续沿用例 2 的方法却无法

求 解 ，这 里 引 导 学 生 化 简 此 方 程 ，变 化 后 的 方 程 就

是熟知的伯努利方程。

解　 原 方 程 化 为
dy
dx

=
1 − x

x
y − 1

x
y2。 令 z =

y− 1，代入以上方程，化简得

dz
dx

=
x − 1

x
z +

1
x

。

对应的齐次线性方程
dz
dx

=
x − 1

x
z 的通解 z = c

ex

x
。

利用常数变易法，设 z = c ( x )
ex

x
，可求得

c ( x ) =− e− x + c͂。

因此，原方程的通解为

y− 1 = ( )− e− x + c͂
ex

x
= c͂

ex

x
− 1

x
。

即 y =
x

c͂ex − 1
。此外，y = 0 也是解。

将例 7 方程中的 y2 改为 1，− x 改为 x，得到以下

例题。

例 8　求解方程 ( y − 1 − xy ) dx + xdy = 0。

分析　引导学生用之前例题的方法逐个求解，

发 现 都 行 不 通 ，似 乎 方 程 的 结 构 进 行 了 微 小 的 改

变 ，却 带 来 了 巨 大 的 困 难 。 事 实 上 并 非 如 此 ，这 时

要 求 学 生 回 忆 恰 当 微 分 方 程 及 积 分 因 子 的 具 体 内

容，逐步提示学生求解。

解　M ( x，y ) = y − 1 − xy，N ( x，y ) = x，

∂M ( x，y )
∂y

= 1 − x，
∂N ( x，y )

∂x
= 1。

所 以

∂M ( x，y )
∂y

− ∂N ( x，y )
∂x

N ( x，y )
=− 1，则 方 程 的 积 分 因

子为

u ( x ) = e∫−1dx
= e− x。

用 e− x 乘原方程两端，得到

d ( )e− x + d ( )xye− x = 0，

所以 1 + xy = cex。

将例 8 的方程变形，可得如下例题。

例 9　求解方程
dy
dx

=
xy + 1 − y

x
。

分析　例 8 和例 9 的 2 个方程的形式其实是可

以互化的，然而对例 9 的方程再次化简，让学生得出

其 是 一 阶 非 齐 次 线 性 方 程 ，形 式 不 同 ，用 的 方 法 也

可 以 不 同 ，让 学 生 明 白 ，有 时 候 改 变 一 下 方 程 的 形

式，方法或许可以更简单。

解　 将 原 方 程 化 为
dy
dx

=
x − 1

x
y +

1
x

，这 是 一

个非齐次线性方程，对应的齐次方程为

dy
dx

=
x − 1

x
y，

用变量分离法得到其通解为 y = c
ex

x
。

下面用常数变易法，将上式中的 c 看成关于 x 的

待定函数 c ( x )，即 y = c ( x )
ex

x
。微分之，得到

dy
dx

= c′ ( x )
ex

x
+ c ( x )

ex x − ex

x2
，

代入原方程，可求得

c ( x ) =− e− x + c͂，

从而，原方程的通解为

ex

x
c͂ − 1

x
 （c͂ 为任意常数）。

例 10　求解方程
dx
dy

=
x

xy + 1 − y
。

分析　例 10 就 是 例 9 方 程 的 倒 置 形 式 ，但 是 ，

要 让 学 生 明 白 ，有 时 不 通 过 化 简 方 程 ，往 往 是 无 法

求解方程的，这里鼓励学生对调 x 与 y 的地位，发现

求解方法。

解　对调 x 与 y 的地位，将原方程化为

dy
dx

=
xy + 1 − y

x
=

x − 1
x

y +
1
x

，

再用例 9 的方法。

上述几个例题表明，虽然方程彼此之间的结构

差异并不大，然而在采取的求解方法上有的却大相

径 庭 ，甚 至 简 单 的 改 变 一 个 符 号 ，原 方 法 却 不 再 适

用 。 通 过 引 导 学 生 对 比 观 察 这 些 方 程 结 构 之 间 的

差异，来寻找相应的解题方法。这里例题的选取是

由 1 个 例 题 散 射 到 9 个 例 题 ，从 简 单 到 复 杂 。 整 个
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过程就像是教师给出 1 个例题，让学生去创造出其

他 的 例 题 ，同 时 ，鼓 励 学 生 通 过 观 察 、分 析 、探 讨 来

找到解题的方法。

3 结束语  

习 题 课 可 以 使 学 生 进 一 步 地 理 解 与 巩 固 所 学

知识，是课堂教学的重要组成部分。选取题目的不

同 、讲 授 题 目 的 前 后 次 序 不 同 ，这 些 都 会 影 响 到 学

生对概念和方法的理解程度，进而产生的教学效果

也会不同。在习题课的设计中，要及时有针对性的

对学生的微表情进行反馈，选取例题的难度应循序

渐 进 ，应 更 能 符 合 对 知 识 点 讲 解 的“ 一 追 到 底 ”，从

而培养学生的逻辑推理能力和分析综合能力。
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