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摘要 考虑一个金融或保险系统,其由易受投资失败和市场冲击的多个个体组成. 在该系统中,实际投

资损失变量均可表示为投资活动产生的潜在损失与外部冲击触发的宏观经济因素之积.为量化单个或

多个个体在系统危机中对整个系统的风险贡献, 本文提出了一类基于系统极端尾风险的条件混合矩,

其提供了一个整体的框架,用于度量包含单一个体的条件高阶矩和多个体间的条件相关矩等多种风险

测度.在潜在损失变量服从多元正则变换结构下,本文研究了条件混合矩的渐近行为,强调了潜在损失

变量的重尾程度及其相依结构在系统危机时期的重要作用. 同时, 本文进一步通过数值模拟研究验证

了所得渐近公式的精确性. 最后, 基于两种不同的准则, 本文综合分析了理论结果在资本分配中的应

用.

关键词 条件混合矩 累积实际投资损失 多元正则变换 渐近分析 资本分配

MSC (2020) 主题分类 60E05, 62P05, 62E20

1 引言

考虑一个由多个体组成的金融或保险系统, 其中, 个体可以具体表示为子投资组合、资产、实体

或业务线等. 注意到系统中的个体易受投资失败和市场冲击的影响, 因此存在实际投资损失的风险.

这些风险的累积对社会和经济安全至关重要,且与投资和市场紧密相关. 2008-2009年全球金融危机提

供了一个典型的案例. 2007 年初, 危机悄然渗入美国次贷市场, 随后逐渐升级. 2008 年年中, 其引发

了股票市场的崩溃, 并且在同年 9 月导致了雷曼兄弟 (Lehman Brothers) 的彻底破产和美国国际集团

(American International Group) 的濒临倒闭. 这两起事件不仅标志着全球金融危机的彻底爆发, 而且

对整个经济和社会结构产生了巨大冲击. 反之, 极端危机的市场环境也会致使几乎各类资产的价格均
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急剧下跌.这表明未经系统研究的累积风险可能会导致威胁经济稳定的全面危机,因此,密切监管累积

风险至关重要. 相关的理论和实践研究, 可以参见文献 [4].

根据当前审慎的监管框架 (如 Basel III 和 Solvency II), 系统或企业需持有充足的偿付能力资本.

在此框架下, 针对大规模累积风险的渐近行为研究具有重要意义. 在银行业中, 国际清算银行 (Bank

for International Settlements)要求一年持有期的经济资本需达到 99.99%的置信水平.1) 保险业的监管

框架与之类似. Solvency II 也充分考虑了极端或特殊事件, 其中, 该协议指令 2009/138/EC 的第 105

条概述了计算基本偿付能力资本的准则.2) 这些严格的监管制度本质上均要求充分研究分析尾部风险.

同时, 尾部风险也是投资组合理论研究的关键问题之一.3) 学者们提出了各种基于尾部的风险测度, 用

于探究金融机构或保险公司间风险的相互影响. 在银行和金融领域, 文献 [2] 引入了两个概念: 条件在

险价值量 (conditional value at risk, CoVaR) 和 ∆CoVaR, 从分位数的角度捕捉特定个体对整体系统

性风险的边际贡献. 根据 Acharya 等 [1] 的观点, 现行的监管准则和众多常见的标准风险测度均无法

捕捉极端事件引发的系统性风险. 他们定义了两种系统性风险测度:边际预期短缺 (marginal expected

shortfall, MES) 和系统性预期短缺 (systemic expected shortfall, SES), 用于衡量当系统陷入危机时特

定个体的风险. 近来, [9] 采用渐近的方法进一步量化了风险测度 MES 和 SES; 更多的相关讨论参见

[13, 27]. 在保险领域, 类似的系统性风险研究包括 [3, 15,30].

与 MES 和 SES 测度不同, 文献 [28] 提出了一类渐近的方法以研究两种新的风险测度: 条件高阶

矩和条件高阶中心矩, 用于计算系统危机时个体风险的条件方差、条件偏度和条件峰度等; 近期的研

究成果参见 [17,44]. 值得注意的是, 上述结果均未涉及系统面临危机时多个体内部的相互关联程度指

标, 例如两个个体的条件协方差、条件协偏度和条件协峰度, 后两者参见 [12]. 然而, 以银行系统为例,

在系统危机时期, 银行个体间的关联程度指标可能对系统性风险的度量具有重要作用, 并且该指标的

大小在一定程度上也能反映传染效应的强弱.4) 这是因为危机事件往往通过多种关联机制放大银行的

系统性风险和传染风险. 例如, 各银行类似的资产投资组合可能因抛售和去杠杆化而面临估值被压低

的系统性风险, 另外, 通过衍生品和贷款交织的资产负债表则可能引发连锁违约效应, 参见 [37] 及相

关文献. 因此, 本文基于系统的极端尾风险, 构建了一类条件混合矩风险测度. 在系统危机时期, 我们

的研究提供了一个整体的框架, 不仅用于度量单一个体的条件高阶矩, 还可以用于估计多个体间的条

件关联程度指标. 本研究也契合了当前的监管体制改革, 以及全球金融危机和新冠冲击后风险资产内

部的高度相关性.5)

大部分关于风险测度渐近行为研究的共同之处在于,个体间的相依性通常被描述为某种特定的渐

近独立结构. 近来, 文献 [29]假设个体风险之间满足 Chen和 Yuen [11] 提出的两两渐近独立相依结构,

并且得到了两个及以上个体风险的条件混合矩的粗略渐近结果. 然而, 该结果并未刻画条件混合矩的

精确增长速度. 我们认为, 系统中的所有个体风险均暴露于共同的宏观经济环境中, 因此, 这些风险之

间可能高度相互作用, 并呈现出共同处于极端水平的情形. 此外, 作为累积风险的额外驱动力, 冲击引

发的宏观经济因素进一步加剧了个体间的相依关系,也应该被充分考虑.仍以银行系统为例,波及整个

银行系统的市场冲击会沿着潜在的业务渠道传播, 导致银行间流动性的枯竭, 进而使所有银行更容易

1) 参见国际清算银行 2023/24 年度报告, https://www.bis.org/about/areport/areport2024.pdf.

2) 参见 2024 年的最新版本, https://eur-lex.europa.eu/eli/dir/2009/138/2024-01-09.

3) 文献 [25] 研究了尾部风险在资产市场中的影响, 并表明尾部风险对整体市场收益具有很强的预测能力. [16] 通过实
证研究验证了企业社会责任与下行股权尾部风险间具有显著关联性.

4) IMF [22] 指出 “Higher correlations tend to reduce portfolio diversification opportunities and could therefore increase
contagion risk and propagate losses across investor portfolios during abrupt price corrections.”

5) IMF [22] 表明, 在新冠冲击期间, 风险资产内部的相关程度指标甚至已经超过全球金融危机时期的水平.
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受到内生波动的影响.例如,某大型银行的意外倒闭可能会促使市场参与者重新评估其他银行,而这种

对所有银行普遍丧失信心的反应, 可能会影响到整个银行系统. 最近的案例包括 2023 年 3 月全球市

场对瑞士信贷银行倒闭事件的反应. 保险市场的情况也类似. 在非寿险领域, 气候灾害会直接推高保

险市场的系统性风险,参见 [43]. 在农作物保险方面,恶劣的天气条件不仅给保险公司带来巨额且无法

分散的农作物损失理赔, 还会导致这些公司高度相关, 相关讨论参见 [34].

本文采用多元正则变化结构建模所有个体的潜在损失变量,以此刻画重尾潜在损失变量之间全范

围的尾部相依特征. 同时, 我们还充分考虑了由冲击引发且具有任意相依结构的宏观经济因素. 本文

旨在探讨当系统累积实际损失处于极端水平时,潜在损失变量间的尾部相依结构及宏观经济因素对条

件混合矩的影响. 与文献 [29] 的研究发现相比, 我们的结果给出了条件混合矩的精确渐近速度, 并揭

示了潜在损失变量间的强关联结构能够显著增大该速度. 另外, 我们的研究部分涵盖了 [29] 所讨论的

情况. 作为应用, 在节 5 中, 我们利用条件混合矩的渐近结果, 估计单个体的条件高阶矩、两个体的条

件协方差和条件协偏度等风险测度,进而研究个体的资本分配问题.此外,条件混合矩还可以应用于信

用风险管理领域. 在此框架下, 条件混合矩可以刻画累积信用违约损失处于极端水平时, 不同资产的

违约损失之间的关联程度.

本文的剩余部分组织如下. 节 2 介绍了在静态单期模型中的条件混合矩. 节 3 概述了多元正则变

换结构及其性质. 节 4 阐述了本文的主要结果并且进行了数值模拟研究. 节 5 将条件混合矩的渐近结

果应用于两种准则下的资本分配问题, 包括基于预期短缺测度的 Euler 准则和尾部均值 - 方差准则.

最后, 节 6 给出了若干引理和主要结果的证明.

2 条件混合矩

考虑一个静态单期投资组合模型,其中,系统由 d个个体组成,并且个体的实际损失为 Z1, . . . , Zd,

则系统的累积实际投资损失可以表示为

S =
d∑

k=1

Zk.

为定量分析由冲击引发的宏观经济因素对系统极端损失的作用,本文将采用更为精细的框架建模所有

实际损失变量. 具体地, 对于 k = 1, . . . , d, 我们将实际损失变量分解为

Zk = θkXk, (2.1)

其中, Xk 表示个体 k 在终端时间的潜在损失变量; θk 表示该时期内对应的宏观经济因素,用于量化冲

击的影响程度. 通常情况下, 宏观经济因素 θ1, . . . , θd 在 0 处非退化且允许任意相依, 但独立于潜在损

失变量 X1, . . . , Xd. 在该结构下, 累积实际投资损失可以重新表述为

S =

d∑
k=1

θkXk. (2.2)

在具体解释中, 如果 Xk 表示第 k 支债券的潜在损失估计, θk 表示利率波动导致的宏观经济因素, 则

(2.2) 中 S 可以视为投资组合对利率波动的总风险敞口. 在信用投资组合模型中, 如果基于历史数据

估计银行贷款在经济衰退期的潜在损失, 并且将宏观经济因素视为经济衰退的概率, 则 S 可以用于度

量银行的累积期望损失值.
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下面两个案例进一步给出了式 (2.2)在保险和风险管理领域的应用,更多的解释参见 [9]. 首先,考

虑一个离散时保险风险模型. 在每个时期 k ∈ N 内, 保险风险量化为保险公司的净损失 Xk, 其等于该

时期内总理赔额加上成本费用再减去保费收入; 金融风险量化为随机现值因子 Yk, 其等于同期内投资

总收益计算的随机累积因子的倒数. 令 θk =
∏k

i=1 Yi, 则 S 表示前 d 个时期累积保险净损失的随机现

值,其可以用于研究破产概率和相关风险测度;相关讨论参见 [41]. 其次,在信用风险管理中,考虑包含

d个可违约资产的投资组合,其中 Xk 表示第 k个资产违约时的损失,其等于违约损失百分比乘以风险

敞口; Yk 表示量化信用质量的潜变量 (如果 Yk 超过高阈值 yk, 则第 k 个资产违约). 记 θk = 1(Yk>yk),

其中 1A 表示集合 A 的示性函数, 则 (2.2) 中 S 表示整个投资组合因违约造成的累积损失. 关于信用

投资组合累积违约损失的渐近行为研究, 参见文献 [8, 38, 40].

在 (2.1) 的框架下, 回顾 Chen 和 Liu [9] 提出的 MES 风险测度. 对于高阈值 t > 0 和个体 k =

1, . . . , d, 系统的 MES 测度定义为

MESk(t) = E[θkXk|S > t]. (2.3)

该测度量化了在系统性风险处于极端水平时个体 k 的风险贡献. 在金融系统性风险研究领域, MES已

成为当前研究者关注的重要风险测度之一. 关于其在 t → ∞ 时的渐近行为, 文献 [21] 在多元正态个

体损失的条件下, 得到了一个基础性研究成果. 进一步地, [9] 考虑了重尾且两两强拟渐近独立的个体

潜在损失变量, 建立了 MES 测度的显式渐近公式. [6] 则从统计学的视角研究了 MES 的渐近行为. 他

们利用尾部相依系数建模渐近独立结构, 并证明了构建的 MES估计量的渐近正态性. 与 (2.3)类似的

SES 风险测度的相关研究参见文献 [9].

一般地, Li [28] 引入了一类条件高阶矩 (conditional higher-order moment, CHM) 风险测度

CHM
(n)
k (t) = E[(θkXk)

n|S > t], (2.4)

其中, 个体 k = 1, . . . , d, n ∈ N 表示条件高阶矩的阶数. 易见 CHM
(1)
k (t) 和 CHM

(2)
k (t)−

(
CHM

(1)
k (t)

)2
分别表示个体 k 的 MES 和条件方差. 类似地, 式 (2.4) 也可以用于研究条件偏度和条件峰度. 注意

到条件高阶矩度量了系统危机时单一个体的风险贡献. 为了探究多个体间的相互作用程度指标, 我们

采用文献 [29] 的方式, 推广了条件高阶矩 (2.4) 的概念, 定义条件混合矩 (conditional mixed moment,

CMM) 为

CMM(n)(t) = E

[
d∏

k=1

(θkXk)
nk

∣∣∣S > t

]
, (2.5)

其中, 条件混合矩的阶向量 n = (n1, . . . , nd)
⊤ 是非负整值向量, 并且记 n =

∑d
k=1 nk. 值得注意的是,

条件高阶矩可以表示为 CHM
(n)
k (t) = CMM(n1k)(t), 其中, 1k 表示第 k 个分量为 1、其余分量均为 0

的 d 维向量. 进一步地, 式 (2.5) 还可以捕捉系统性危机时期多个体间的相互关联程度. 例如, 对于

i ̸= j = 1, . . . , d, 个体 i 与个体 j 的条件协方差可以表示为

Cov(θiXi, θjXj |S > t) = CMM(1i+1j)(t)− CMM(1i)(t) · CMM(1j)(t). (2.6)

式 (2.5)也适用于计算多个体的条件协偏度和条件协峰度,相关的概念可以参见文献 [12]. 关于条件混

合矩渐近行为的研究, [29]考虑了两两渐近独立的损失变量,并且在 n1, . . . , nd 中至少存在两个正值的

条件下, 建立了粗略渐近关系 CMM(n)(t) = o(1)tn, t → ∞, 其中 o(1) 表示高阶无穷小量. 该结果仅给
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出了条件混合矩的渐近上界. 不同于 [29], 本文考虑潜在损失变量 X1, . . . , Xd 服从多元正则变换结构.

在大部分情况下, 多元正则变换结构刻画了一类渐近相依结构, 其反映了个体间的强关联性. 此时, 我

们推断, 对于充分大的 t 值, CMM(n)(t) 可以由幂函数精确近似. 同时, 我们的结果涵盖了某些特殊的

渐近独立情况, 这与文献 [29] 建立的结果一致. 在该情况下, 应用本文结果对条件高阶矩渐近行为的

估计也部分包含了 [28] 的结果.

3 多元正则变换结构

首先介绍主要的符号约定. 若无特殊说明,本文所有的极限关系均在阈值 t → ∞或置信水平 q ↑ 1

下成立. 对于两个正函数 f 和 g, 记 f ∼ g, 如果 lim f/g = 1; 记 f = o(1)g, 如果 lim f/g = 0. 对任意

的 x ∈ R = [−∞,∞], x+ = max{x, 0} 和 x− = −min{x, 0} 分别表示 x 的正部和负部. 1A 表示集合 A

的示性函数. 记 1 = (1, . . . , 1)⊤, 1i 表示第 i 个分量为 1 且其余分量均为 0 的 d 维向量. 记 x · y 表
示向量 x = (x1, . . . , xd)

⊤ 和 y = (y1, . . . , yd)
⊤ 的 Hadamard 积, 即 x · y = (x1y1, . . . , xdyd)

⊤. 对于分

布为 V 的一般风险变量 ξ, 定义其置信水平 q ∈ (0, 1) 的在险价值量 (value at risk, VaR) 和预期短缺

(expected shortfall, ES) 分别为

VaRq(ξ) = V←(q) = inf{t ∈ R : V (t) > q} 和 ESq(ξ) =
1

1− q

∫ 1

q

VaRp(ξ)dp.

对于支撑为 R 的分布 V , 记其尾分布为 V (t) = 1− V (t). 称分布为 V 的实值随机变量 ξ 服从一

元正则变换 (univariate regular variation)结构, 记作 ξ ∈ RV−α 或 V ∈ RV−α, 其中, α > 0表示正则指

数, 如果对所有的 t ∈ R 有 V (t) > 0, 并且对任意的 y > 0 有

V (yt) ∼ y−αV (t). (3.1)

专著 [5] 中定理 1.5.6 给出了著名的 Potter 定理: 若 V ∈ RV−α, α > 0, 则对任意充分小的 0 < ϵ < 1,

存在充分大的 t0 > 0, 使得对所有的 t > t0 和所有的 yt > t0 有

(1− ϵ)min
{
y−(α−ϵ), y−(α+ϵ)

}
6 V (yt)

V (t)
6 (1 + ϵ)max

{
y−(α−ϵ), y−(α+ϵ)

}
. (3.2)

值得注意的是, 具有正则变换结构的随机变量表现出重尾的特征, 即其右尾的衰减速度比任意指数尾

分布都慢, 例如 Pareto 尾分布、t 尾分布和 log-gamma 尾分布. 正则变换结构常用于建模金融和保险

领域内的显著价格波动和严重损失. 正则变换的专著参见 [5, 35].

作为一元正则变换的自然拓展, 多元正则变换结构将单变量的重尾特征与多变量间灵活的上尾

相依性相结合, 因而构成了建模多元损失变量或多元风险变量的重要工具. 称实值随机向量 ξ =

(ξ1, . . . , ξd)
⊤ 服从多元正则变换 (multivariate regular variation, MRV)结构,如果存在参考尾分布 V 和

定义在 [−∞,∞]\{0}上的非退化极限测度 µ,使得对于任意远离 0且 µ-连续的 Borel集 B ⊂ [−∞,∞]

有

lim
t→∞

P(ξ ∈ tB)

V (t)
= µ(B). (3.3)

易见, V 服从一元正则变换.因此存在某个 α > 0使得 V ∈ RV−α,此时,记 ξ ∈ MRV−α(V , µ). 注意到

式 (3.3) 中的极限测度 µ 具有齐次性, 即对任意的 s > 0 和任意远离 0 的 Borel 集 B, 有

µ(sB) = s−αµ(B). (3.4)

5
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进一步地, 若 µ((1,∞]) > 0, 则 ξ 呈现出显著的联合尾部变化特征, 因此 MRV 结构常用于建模受共

同市场环境影响的多元损失变量. 在此条件下, 对于 k = 1, . . . , d, 第 k 个边缘尾分布 Vk 与 V 渐近成

比例, 即

lim
t→∞

Vk(t)

V (t)
= µ

(
Rk−1 × (1,∞]× Rd−k) > 0,

其表明 Vk ∈ RV−α. 由 (3.3) 可知, 极限测度 µ 包含了 ξ 的上尾相依信息, 并且涵盖了 ξ 从尾独立到

不同程度的尾相依, 直至完全尾相依的所有情况. 更多关于 MRV 的性质参见专著 [36].

自 de Haan 和 Resnick [14] 提出 MRV 的概念以来, 其已经广泛应用于金融、保险和风险管理等领

域, 特别是涉及极端风险的领域. 例如, 文献 [41] 采用条件二元正则变换结构建模每对保险风险和金

融风险; [8, 38] 利用 MRV 结构建模信用风险; [26] 则将其应用于操作风险管理. 其它领域内的相关应

用参见文献 [23, 31].

4 主要结果和数值模拟

首先, 在潜在损失变量服从 MRV 结构的条件下, 本文将建立条件混合矩 CMM(n)(t) 的精确渐近

公式. 其次, 我们将通过比较条件混合矩的模拟值和渐近值, 验证所得渐近公式的精确性, 并且对条件

混合矩的关键参数进行敏感性分析.

4.1 主要结果

定理4.1 假设实值潜在损失向量 X = (X1, . . . , Xd)
⊤ ∈ MRV−α(F, ν), 其中, α > 0 为正则指

数, F 为参考尾分布, ν 为极限测度; 非负宏观经济因素向量 θ = (θ1, . . . , θd)
⊤ 的所有分量在 0 处

非退化且任意相依, 并且 θ 与 X 独立. 对 k = 1, . . . , d, 若 ν((1k,∞]) > 0, Xk 的分布 Fk 满足

Fk(−t) = o(1)Fk(t), 并且存在某个 δ > 0 使得 E[θα+δ
k ] < ∞, 则对任意满足 1 6 n =

∑d
k=1 nk < α 的阶

向量 n = (n1, . . . , nd)
⊤, 我们有

CMM(n)(t) ∼ tn

νθ(B0)

(∫
(0,1)

νθ(B(y;n))dy +
nν(B(n))

α− n
E

[
d∏

k=1

θ
nk
n α

k

])
, (4.1)

其中, 三个集合分别定义为
B0 =

{
x ∈ [0,∞] :

∑d
k=1 xk > 1

}
,

B(n) =
{
x ∈ [0,∞] :

∏d
k=1 x

nk

k > 1
}
,

B(y;n) =
{
x ∈ [0,∞] :

∏d
k=1 x

nk

k > y,
∑d

k=1 xk > 1
}
,

(4.2)

极限测度 νθ 定义为: 对远离 0 的 Borel 集 B ⊂ [−∞,∞],

νθ(B) = E
[
ν({x ∈ [−∞,∞] : θ · x ∈ B})

]
.

注4.1 定理 4.1 允许测度 ν 只集中在坐标轴上, 该情况意味着 X1, . . . , Xd 是两两渐近独立的.

此时, 如果 n1, . . . , nd 中至少有两个正值, 则 (4.1) 可以简化为 CMM(n)(t) = o(1)tn. 进而, 当 θ1 =

· · · = θd = 1 时, 我们的结果与文献 [29] 的推论 4.1(a) 一致.
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注4.2 在定理 4.1的条件下,若进一步假设 ν((1,∞]) > 0 (此时, X 的所有分量渐近相依),则式

(4.1) 表明 CMM(n)(t) 可以近似为 n 阶幂函数, 并且潜在损失变量的重尾程度及其相依性和宏观经济

因素的信息均包含在系数中. 对比注 4.1, 我们注意到潜在损失变量的相依结构对条件混合矩有着显

著的影响. 在后续的节 4.2 中, 我们将通过数值模拟研究进一步直观地显示该影响.

在应用中, 通常选取高阈值 t 为累积实际损失在高置信水平 q ∈ (0, 1) 下的分位数, 即 t =

VaRq(S) = F←S (q), 其中 FS 为累积实际损失 S 的分布函数. 此时, 下面的推论重述了定理 4.1.

推论4.1 在定理 4.1 的条件下, 当 q ↑ 1 时, 我们有

CMM(n)(F←S (q)) ∼ νθ(B0)
n
α−1(F←(q))n

(∫
(0,1)

νθ(B(y;n))dy +
nν(B(n))

α− n
E

[
d∏

k=1

θ
nk
n α

k

])
. (4.3)

事实上, 根据引理 6.1 和专著 [35] 的命题 0.8(vi), 我们有, 当 q ↑ 1 时, F←S (q) ∼ (νθ(B0))
1
αF←(q).

再结合 (4.1) 可以得到 (4.3).

通过直接计算 (4.3), 我们可以建立条件高阶矩的渐近公式.

推论4.2 在定理 4.1 的条件下, 对于 k = 1, . . . , d, 我们有

CHM
(n)
k (F←S (q)) = CMM(n1k)(F←S (q))

∼ νθ(B0)
n
α−1(F←(q))n

(∫
(0,1)

νθ(B(y;n1k))dy +
nE[θαk ]ν((1k,∞])

α− n

)
.

最后一个推论考虑了两个个体的条件协方差.

推论4.3 在定理 4.1 的条件下, 对于 i, j = 1, . . . , d, 我们有

Cov(θiXi, θjXj |S > F←S (q)) ∼ νθ(B0)
2
α−1(F←(q))2

×
(∫

(0,1)

νθ(B(y;1i + 1j))dy +
2ν(B(1i + 1j))

α− 2
E
[
(θiθj)

α
2

]
− 1

νθ(B0)

∏
k=i,j

(∫
(0,1)

νθ(B(y;1k))dy +
E[θαk ]ν((1k,∞])

α− 1

))
.

容易验证, 由式 (2.6) 和推论 4.1, 4.2 可以直接得到推论 4.3.

4.2 数值模拟

在金融、保险和银行领域, 通常使用 Copula 函数建模损失变量的相依结构. 本节首先介绍两种

Copula 函数, 其分别刻画损失变量间的上尾强关联性和上尾弱关联性. Copula 的系统研究参见专著

[33]. Gumbel copula 函数具有如下形式

CGu(u; ρ) = exp

{
−

(
d∑

i=1

(− lnui)
ρ

) 1
ρ
}
, u ∈ (0, 1)d, (4.4)

其中 ρ > 1 表示相依参数. 可以验证, Gumbel copula 的上尾相依系数为 2− 2
1
ρ , 因此 ρ 的值越大, 边

缘分量的尾部相依性越强. 特别地, 当 ρ = 1 时, 边缘分量相互独立. Clayton copula 函数具有如下形

式

CCl(u; ϱ) =

(
d∑

i=1

u−ϱi − d+ 1

)− 1
ϱ

, u ∈ [0, 1]d, (4.5)

7
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其参数为 ϱ > 0. 与 Gumbel copula 不同的是, Clayton copula 的上尾相依系数为 0, 这表明边缘分量

是上尾渐近独立的.

为了验证式 (4.3) 的精确性, 并且根据推论 4.1 对条件混合矩 CMM(n)(F←S (q)) 进行敏感性分析,

我们给出以下基本假设, 其将用于本文的剩余部分.

• 对于 k = 1, . . . , d, 假设潜在损失变量 Xk 服从广义 Pareto 分布

Fk(t) =
(
1− (akt+ b)−α

)
1(

t> 1−b
ak

), (4.6)

其中参数 ak > 0, b ∈ R 和 α > 0. 假设由参数为 ρX > 1 的 Gumbel copula 函数 (4.4) 建模 X 内部的

相依结构.

• 假设宏观经济因素 θ 的边缘分量服从相同的指数分布

Fθ(t) =
(
1− e−λt

)
1(t>0), (4.7)

其中参数 λ > 0. 本文采用两种不同的 Copula 函数建模 θ 内部的相依结构, 即参数为 ρθ > 1 的

Gumbel copula 函数 (4.4) 和参数为 ϱθ > 0 的 Clayton copula 函数 (4.5).

当 Gumbel copula 参数 ρX = 1 时, X 的各分量相互独立, 进而 X 显然服从 MRV 结构. 接下来,

我们验证当 ρX > 1 时, 满足上述假设的 X 依然服从 MRV 结构. 由 (4.6) 知, 对于 k = 1, . . . , d 有

Fk(−t) = o(1)Fk(t), Fk(t) ∼
(
a1
ak

)α

F1(t) 和 Fk ∈ RV−α. (4.8)

进一步地, 如果 ρX > 1, 我们可以得到 X ∈ MRV−α(F1, ν), 其中 ν 集中在 [0,∞]\{0}上, 并且定义如

下:

ν([0, t]c) =

(
d∑

k=1

(
a1
aktk

)αρX
) 1

ρX

, t > 0.

事实上, 对任意远离 0 的 Borel 集 B ⊂ [−∞,∞] 和任意的 t > 0, 我们有

P(X ∈ tB) = P(X ∈ t(B ∩ [0,∞])) + P(X ∈ t(B ∩ [0,∞]c)). (4.9)

由 Borel 集 B 远离 0 知, 存在 ε0 > 0 使得 B ⊂ (−ε01, ε01)
c. 进而, 可以得到

P(X ∈ t(B ∩ [0,∞]c)) 6 P(X ∈ t((−ε01, ε01)
c ∩ [0,∞]c))

= P

(
d∪

i=1

(|Xi| > ε0t),
d∪

j=1

(Xj < 0)

)

6
d∑

i=1

d∑
j=1

P(Xi 6 −ε0t,Xj < 0) +
d∑

i=1

d∑
j=1

P(Xi > ε0t,Xj < 0)

6 d

(
d∑

i=1

P(Xi 6 −ε0t)

)
+

d∑
i=1

d∑
j=1,j ̸=i

P(Xi > ε0t,Xj < 0).

注意到, 当 t 足够大时, 由 X 的边际分布满足 (4.6) 知
∑d

i=1 P(Xi 6 −ε0t) = 0. 对于 i ̸= j = 1, . . . , d,

我们有

P(Xi > ε0t,Xj < 0) = P(Xj < 0)− P(Xj < 0, Xi < ε0t) = o(1)F1(t),

8
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其中, 最后一步成立是根据 X 的具体结构, 计算得到, 此时, X 具有广义 Pareto 边际分布 (4.6), 并且

服从 Gumbel copula (4.4), 参数 ρX > 1. 因此, 我们有 P(X ∈ t(B ∩ [0,∞]c)) = o(1)F1(t). 最后, 将文

献 [42] 的引理 5.2 应用于 (4.9) 右侧的第一个概率, 可以得到 X ∈ MRV−α(F1, ν).

表 1 总结了模型设置和参数设定.

表 1 模型设置和参数设定.

关于潜在损失 X:

X 的边缘分量服从广义 Pareto 分布 (4.6), 其中 α = 4.1, b = 1.1, a1 = 0.1, a2 = 0.11, a3 = 0.12;

X 内部的相依结构由参数为 ρX = 1.2 或 1 的 Gumbel copula 函数 (4.4) 建模.

关于宏观经济因素 θ:

θ 的边缘分量服从相同的指数分布 (4.7), 其中 λ = 1.5;

θ 内部的相依结构由参数为 ρθ = 1.2 的 Gumbel copula 函数 (4.4) 建模, 或者由参数为 ϱθ = 0.5

的 Clayton copula 函数 (4.5) 建模.

个体数量 d = 3;

条件混合矩的阶向量 n = 11 + 12 = (1, 1, 0)⊤.

本文采用 Monte Carlo 方法模拟条件混合矩 CMM(11+12)(F←S (q)). 我们选取样本量 N = 108, 并

且令 X(i) =
(
X

(i)
1 , X

(i)
2 , X

(i)
3

)⊤
和 θ(i) =

(
θ
(i)
1 , θ

(i)
2 , θ

(i)
3

)⊤
, i = 1, . . . , N , 分别为 X 和 θ 的独立复

制. 用 S(1:N) 6 · · · 6 S(N :N) 表示 S(i) =
∑3

k=1 θ
(i)
k X

(i)
k , i = 1, . . . , N 的次序统计量, 则 F←S (q) 的

经验估计量为 F̂←S (q) = S(⌊Nq⌋:N), 其中 ⌊x⌋ 表示不大于 x 的最大整数. 对于接近 1 的置信水平 q,

CMM(11+12)(F←S (q)) 的模拟值为

ĈMM
(11+12)

(F←S (q)) =

∑N
i=1 θ

(i)
1 X

(i)
1 θ

(i)
2 X

(i)
2 1(

S(i)>S(⌊Nq⌋:N)
)∑N

i=1 1
(
S(i)>S(⌊Nq⌋:N)

) .

根据推论 4.1, CMM(11+12)(F←S (q)) 的渐近值需要计算式 (4.3) 右侧的三个测度 νθ(B0)、νθ(B(y;11 +

12)) 和 ν(B(11 + 12)). 在实际处理高维积分 (尤其是六维及以上积分) 时, 积分估计的精确性会显著

下降. 因此, 我们采用专著 [36] 中节 9.2 的方法计算 (4.3) 中的三个测度. 回顾参考分布 F1, 并根据样

本量 N 选择合适的 K, 使得 K 和 N 均充分大, 则对任意的 Borel 集合 B, ν(B) 和 νθ(B) 的估计量

分别为

1

K

N∑
i=1

ϵ X(i)

F←1 (1−K/N)

(B) 和
1

K

N∑
i=1

ϵ θ(i)·X(i)

F←1 (1−K/N)

(B), (4.10)

其中 ϵ 是 Dirac 测度. 通过 Stǎricǎ 图, 我们选择 K = 104, 关于 Stǎricǎ 图的更多细节参见文献 [39].

图 1(a) 绘制了 CMM(11+12)(F←S (q)) 的模拟值和由式 (4.3) 得到的渐近值, 并且图 1(b) 作出了模

拟值和对应渐近值的比值, 其中置信水平 q 以步长 0.0001 从 0.998 增至 0.9999. Gumbel copula 参数

ρX = 1.2 对应 X 的所有分量是上尾渐近相依的情形, 而 ρX = 1 对应独立的情形; 类似地, Gumbel

copula 参数 ρθ = 1.2 表明 θ 的所有分量是上尾渐近相依的, 而 Clayton copula 参数 ϱθ = 0.5 表明 θ

的所有分量是上尾渐近独立的. 在各类情形中, CMM(11+12)(F←S (q)) 的渐近值与其对应的模拟值均极

9
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图 1 CMM(11+12)(F←S (q)) 的模拟值和渐近值 (a) 及其比值 (b).

为接近. 值得注意的是, 图 1(a) 显示, 在潜在损失变量渐近相依的情形下, CMM(11+12)(F←S (q)) 的值

显著高于独立的情形. 这强调了潜在损失变量的相依性是决定条件混合矩大小的额外驱动因素.同时,

研究发现,宏观经济因素的相依结构也会影响条件混合矩,但与潜在损失变量的相依结构相比,其影响

相对较弱.

本节的最后利用条件混合矩的渐近值对关键的模型参数进行敏感性测试.该测试主要探究多种因

素对条件混合矩的影响机制,包括潜在损失变量的重尾程度及其相依结构和宏观经济因素的相关参数.

表 2 归纳了 CMM(11+12)(F←S (q)) 相对于关键模型参数的百分比变化情况, 其中, 关键参数包括了与

X 相关的正则变换指数 α 和 Gumbel copula参数 ρX , 以及与 θ 相关的指数参数 λ和 Gumbel copula

参数 ρθ.

如表 2 所示, CMM(11+12)(F←S (q)) 关于 α (或 λ) 单调递减. 这是因为 α (或 λ) 的值越小, 所有

潜在损失变量 (或宏观经济因素) 的尾部越重. 因此, 当系统处于危机时, 条件混合矩越大. 相比之下,

CMM(11+12)(F←S (q)) 关于 ρX (或 ρθ) 单调递增, 这表明随着潜在损失变量 (或宏观经济因素) 的相依

性增强, 系统性危机时期的尾部混合风险也会随之上升. 注意到, 表 2 表明, 相对于宏观经济因素的参

数, 条件混合矩对潜在损失变量的参数更为敏感. 进一步地, 我们发现, 潜在损失变量的重尾程度对条

件混合矩具有最为关键的作用, 而它们的相依性次重要.

5 资本分配中的应用

作为系统的基础性工具, 资本分配能够使系统的投资组合绩效最大化, 并且使所有个体的累积风

险最小化. 作为主要结果的应用, 本节关注如何将资本合理地分配给个体. 广泛使用的分配准则其一

是基于某种特定风险测度的 Euler 准则, 常用的风险测度包括标准差、VaR 和 ES. 该准则依据单个个

体的风险贡献来分配风险资本,同时能为绩效评估提供正确的信号.此外,如果特定的风险测度是一致

的, 则该准则也是一致的, 参见文献 [24]. 专著 [32] 的节 8.5.3 从风险调整后资本回报率衡量的投资组

10
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表 2 CMM(11+12)(F←S (q)) 中关键模型参数的敏感性分析.

模型参数
渐近估计值

q = 0.999 q = 0.9995 q = 0.9999

α 的变化 (%)

+5% −18.51% −19.10% −21.02%

+3% −12.18% −12.66% −13.14%

(α = 4.1) (1963.54) (3172.53) (9000.06)

−3% +14.11% +15.16% +17.36%

−5% +24.40% +26.11% +28.50%

ρX 的变化 (%)

+5% +13.94% +14.39% +16.32%

+3% +8.54% +9.10% +10.86%

(ρX = 1.2) (1963.54) (3172.53) (9000.06)

−3% −10.69% −10.70% −11.65%

−5% −17.46% −17.96% −18.53%

λ 的变化 (%)

+5% −9.74% −9.59% −9.17%

+3% −5.50% −5.18% −4.52%

(λ = 1) (1963.54) (3172.53) (9000.06)

−3% +6.50% +7.24% +8.01%

−5% +11.07% +11.01% +11.91%

ρθ 的变化 (%)

+5% +8.05% +8.85% +9.31%

+3% +3.99% +4.47% +5.26%

(ρθ = 1.2) (1963.54) (3172.53) (9000.06)

−3% −4.83% −4.36% −4.27%

−5% −8.55% −8.65% −8.82%

11
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合绩效最大化的角度，对一致的资本分配准则进行了阐释. Euler 资本分配准则的最新研究, 参见 [9].

另一种分配准则是基于各种损失函数的最小化. 例如, 文献 [19] 使用尾方差风险测度最小化损失

函数, 而 [45] 研究了尾部均值 - 方差 (tail mean-variance, TMV) 测度. 近来, [7] 考虑了平衡短缺风险

和盈余风险的一般损失函数. 更多的资本分配准则, 参见 [20] 及相关文献.

本节将推论 4.1–4.3 应用于两种方案下的资本分配问题. 具体地, 我们采用两种资本分配准则:

Kalkbrener [24] 提出的基于 ES 测度的 Euler 资本分配准则, 以及 Xu 和 Mao [45] 提出的 TMV 资本分

配准则. 在这两种准则下, 我们将综合考虑潜在损失的尾部信息及其相依性, 计算分配给所有个体资

本的渐近值. 此外, TMV 方法还考虑了波动性这一重要因素, 使决策者能够调整波动性的权重.

5.1 基于 ES 测度的 Euler 资本分配准则

考虑系统采用基于 ES测度的 Euler准则作为偿付能力资本要求和资本分配的基础. 在该准则下,

系统根据个体的风险贡献来分配资本. 假设系统将资本 Ck(q) 分配给个体 k, 其中 q ∈ (0, 1) 是一个较

高的水平,且总分配资本 C(q)满足 C(q) =
∑d

k=1 Ck(q). 回顾在 (2.2)中定义的 S =
∑d

k=1 θkXk. 对于

水平 q ∈ (0, 1), 根据文献 [24] 的节 5.2 , 基于 ES 测度的 Euler 准则将

Ck(q) =
FS

(
F←S (q)

)
1− q

E
[
θkXk|S > F←S (q)

]
+

FS

(
F←S (q)

)
− q

1− q
E
[
θkXk|S = F←S (q)

]
(5.1)

分配给第 k 个个体, k = 1, . . . , d. 根据式 (5.1) 和专著 [32] 的命题 8.13, 总分配资本 C(q) 等于

ESq(S) =
1

1−q
∫ 1

q
VaRp(S)dp.

在基于 ES 测度的 Euler 准则下, 分配资本的渐近结果表述如下.

命题5.1 在定理 4.1 的条件和基于 ES 测度的 Euler 资本分配准则下, 对个体 k = 1, . . . , d, 当

q ↑ 1 时, 我们有

Ck(q) ∼ (νθ(B0))
1
α−1F←(q)

(∫
(0,1)

νθ(B(y;1k))dy +
E[θαk ]ν((1k,∞])

α− 1

)
. (5.2)

Chen 和 Liu [10] 研究了一类基于高阶矩风险测度的资本分配准则. 该文献中, 当矩的阶数为 1 时,

其研究的资本分配准则即为本文的基于 ES 测度的 Euler 准则. 在此情况下, 本文建立的资本分配渐

近公式 (5.2) 与文献 [10] 的定理 2.1(ii) 是一致的. 然而, 文献 [10] 要求 S 在 F←S (q) 处无质量 (参见该

文献的式 (2.5)), 即分配的个体资本只含有式 (5.1) 右侧的第一项. 因此, [10] 中的定理 2.1(ii) 无法直

接推导出我们的结果, 因为命题 5.1 的假设条件更为一般.

基于命题 5.1 和 Stǎricǎ 方法 (4.10), 我们计算得到各个体分配的资本. 模型设置和参数设定见表

1, 其中仅考虑 ρX = ρθ = 1.2 的情形. 表 3 给出了分配资本的渐近值, 其记为 ĈES
k (q), k = 1, 2, 3. 在

同一置信水平 q 下, 观察到 ĈES
1 (q) > ĈES

2 (q) > ĈES
3 (q). 这是因为 a1 < a2 < a3, 从而个体 1 的潜在

损失变量尾部最重. 因此, 它对系统贡献了最大的风险量. 此外, 对于同一个体, 随着置信水平的增加,

分配的资本大幅增加. 因此, 在审慎的监管框架内和系统危机时期, 所有个体应准备更多的资本.

12
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表 3 基于 ES 测度的 Euler 准则下分配资本的渐近值.

q ĈES
1 (q) ĈES

2 (q) ĈES
3 (q)

0.999 52.11 44.81 39.19

0.9995 66.33 57.02 49.82

0.9999 111.66 96.30 84.37

5.2 TMV 资本分配准则

考虑系统采用 TMV 准则分配资本, 其目标是最小化所有个体面临的总风险. 该准则基于最小化

损失函数 
min

(C1(q),...,Cd(q))⊤∈Rd

{
E
[∑d

k=1(θkXk − Ck(q))
2
∣∣S > F←S (q)

]
+βVar

(∑d
k=1(θkXk − Ck(q))

2
∣∣S > F←S (q)

)}
,

s.t. C1(q) + · · ·+ Cd(q) = C(q),

(5.3)

其中, β 为正常数, 用于控制风险波动性的权重.

为了得到 (5.3) 的最优分配解, 我们引入若干关键量. 对于水平 q ∈ (0, 1), 在 S > F←S (q) 的条件

下, 随机向量 θ ·X = (θ1X1, . . . , θdXd)
⊤ 的条件协方差矩阵记作 Σd(q) = (σi,j(q))d×d, 其中,

σi,j(q) = Cov(θiXi, θjXj |S > F←S (q)).

我们记 d 维矩阵

Ad(q) = 8βΣd(q) + 2Id,

其中 Id 是 d 维单位矩阵. 由于 Σd(q) 是半正定的, Id 是正定的, 所以 Ad(q) 是可逆的, 记其逆矩阵为

A−1d (q) = (ainvi,j )d×d. 对于 i, j = 1, . . . , d, 在 S > F←S (q) 的条件下, θiXi 与 (θjXj)
2 的条件协方差表示

为

σi,j2(q) = Cov(θiXi, (θjXj)
2|S > F←S (q)),

并且记

τi(q) = 4β
d∑

j=1

σi,j2(q) + 2CMM(1i)(F←S (q)).

文献 [45] 的定理 2.2 提供了在 TMV 准则下最优资本分配的显式解. 我们略微推广了该结果, 使

其适用于实值向量 θ ·X.

命题5.2 在 TMV 资本分配准则下, 假设 θ ·X 为实值随机向量, 并且式 (5.3) 的最优资本分配

解为 C∗(q) = (C∗1 (q), . . . , C
∗
d(q))

⊤, 则对任意的 k = 1, . . . , d, 我们有

C∗k(q) =
C(q)−

∑d
i=1

∑d
j=1 a

inv
i,j (q)τj(q)∑d

i=1

∑d
j=1 a

inv
i,j (q)

d∑
j=1

ainvk,j (q) +

d∑
j=1

ainvk,j (q)τj(q). (5.4)

13
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可以验证, 如果 TMV 准则中总资本设定为 C(q) = E[S|S > F←S (q)], FS 连续, 并且 β = 0, 则在

TMV 准则与基于 ES 的 Euler 准则下, 个体分配的资本值是对应相等的.

注意到,对任意的 i, j = 1, . . . , d,有 σi,j2(q) = CMM(1i+21j)(F←S (q))−CMM(1i)(F←S (q))·CMM(21j)(F←S (q)).

则应用推论 4.1–4.3可以得到 CMM(1i)(F←S (q))、σi,j(q)和 σi,j2(q)的估计量,分别记为 ĈMM
(1i)

(F←S (q))、̂σi,j(q)

和 σ̂i,j2(q). 进一步地, 由 σ̂i,j(q), i, j = 1, . . . , d, 可以计算逆矩阵 A−1d (q) 的估计量, 记作 Â−1d (q). 将所

有的估计量代入式 (5.4) 的右侧, 从而, 可以得到个体最优分配资本的渐近值.

表 4 TMV 准则下最优分配资本的渐近值 (置信水平 q = 0.9999).

β ĈTMV
1 (q) ĈTMV

2 (q) ĈTMV
3 (q)

0 111.66 96.30 84.37

0.00001 118.44 94.98 78.91

1 120.19 94.90 77.24

表 4给出了在 TMV准则下最优分配资本的具体数值结果.模型设置和参数设定见表 1,其中仅考

虑 ρX = ρθ = 1.2 的情形. 在置信水平 q = 0.9999 下, 假设系统的总资本为 C(q) = E[S|S > F←S (q)] ≈
292.33. 在 TMV 准则和不同波动性参数 β 下, 表 4 列出了最优分配资本的渐近值, 记作 ĈTMV

k (q),

k = 1, 2, 3. 与节 5.1 类似, 个体潜在损失变量的尾部越重, 意味着其风险越大, 则分配给该个体的资本

就越多.

6 证明

在证明本文的主要结果之前, 我们首先建立一系列的引理. 第一个引理是对文献 [18] 中引理 1 的

重述. 该引理证明了在适当的条件下, MRV 结构中的极限测度在包含负值的区域上不具有质量. 在后

续讨论中, 我们将 d 个实值随机变量 ξ1, . . . , ξd 的和记为 Sξ =
∑d

k=1 ξk.

引理6.1 假设实值随机向量 ξ = (ξ1, . . . , ξd)
⊤ ∈ MRV−α(V , µ), 其中, α > 0 为正则指数, V 为参

考尾分布, µ 为非退化的极限测度. 对于 k = 1, . . . , d, 如果 ξk 的分布 Vk 满足 Vk(−t) = o(1)Vk(t), 则

测度 µ 集中在 [0,∞]\{0} 上, 并且

P(Sξ > t) ∼ µ(B0)V (t), (6.1)

其中, B0 是式 (4.2) 中定义的集合.

下面的引理表明两个随机向量的 Hadamard积在一定的条件下,继承了其中一个随机向量的MRV

结构. 更一般的结果参见文献 [18] 中定理 1.

引理6.2 假设实值随机向量 ξ = (ξ1, . . . , ξd)
⊤ ∈ MRV−α(V , µ), 其中, α > 0 为正则指数, V 为参

考尾分布, µ 为非退化的极限测度; 非负随机向量 η = (η1, . . . , ηd)
⊤ 的所有分量任意相依, 但与 ξ 独

立, 并且存在某个 δ > 0 使得 E[ηα+δ
k ] < ∞, k = 1, . . . , d. 则 Hadamard 积 ξ · η ∈ MRV−α(V , µη), 其中

极限测度 µη 定义为: 对远离 0 的 Borel 集 B ⊂ [−∞,∞],

µη(B) = E
[
µ
({

x ∈ [−∞,∞] : (x1η1, . . . , xdηd)
⊤ ∈ B

})]
.

接下来, 我们给出一个重要的引理, 其在定理 4.1 的证明中具有关键作用.

14



中国科学 : 数学 第 55 卷 第 ? 期

引理6.3 假设实值随机向量 ξ = (ξ1, . . . , ξd)
⊤ ∈ MRV−α(V , µ), 其中, α > 0 为正则指数, V 为参

考尾分布, µ 为非退化的极限测度. 如果对于 k = 1, . . . , d 有 µ((1k,∞]) > 0, 并且 ξk 的分布 Vk 满足

Vk(−t) = o(1)Vk(t), 则对任意满足 1 6 n =
∑d

k=1 nk < α 的阶向量 n = (n1, . . . , nd)
⊤, 我们有

E

[
d∏

k=1

ξnk

k 1(Sξ>t)

]
∼ tnV (t)

(∫
(0,1)

µ(B(y;n))dy +
nµ(B(n))

α− n

)
, (6.2)

其中, B(n) 和 B(y;n) 是式 (4.2) 中定义的两个集合.

证明 对于 k = 1, . . . , d, 由引理的条件知 E[|ξk|n] 有限. 因此, 利用 Hölder 不等式可得 (6.2) 左

侧的期望有限, 并且可以分解为

E

[
d∏

k=1

ξnk

k 1(Sξ>t)

]
=

(∫
(−∞,0]

+

∫
(0,∞)

)
xP

(
d∏

k=1

ξnk

k ∈ dx, Sξ > t

)

= tn

(
−
∫
[0,∞)

P

(
d∏

k=1

ξnk

k 6 −tny, Sξ > t

)
dy

+

∫
(0,∞)

P

(
d∏

k=1

ξnk

k > tny, Sξ > t

)
dy

)
= I1 + I2. (6.3)

在 (6.3) 的第二步中, 我们使用了分部积分法和变量替换.

首先考虑 I1. 对于任意 0 < ε < 1, 我们进一步将 I1 分解为

I1 = −tn
(∫

[0,ε]

+

∫
(ε,∞)

)
P

( d∏
k=1

ξnk

k 6 −tny, Sξ > t

)
dy = I11 + I12. (6.4)

简洁起见, 我们记 g(y, t) = 1
V (t)

P
(∏d

k=1 ξ
nk

k 6 −tny, Sξ > t
)
, (y, t) ∈ [0,∞)2. 当 0 6 y 6 ε 时, 根据

(6.1), 对充分大的 t 有

g(y, t) 6 P(Sξ > t)

V (t)
6 2µ(B0).

因此, 我们有

lim
t→∞

|I11|
tnV (t)

6 2εµ(B0). (6.5)

当 y > ε 时, 对任意的 0 < ϵ < α− n 和充分大的 t, 我们有

g(y, t) 6 1

V (t)
P

(
d∏

k=1

|ξk|nk > tny

)

6 1

V (t)
P

(
d∪

k=1

(
|ξk| > ty

1
n

))

6 2

V (t)

d∑
k=1

P
(
ξk > ty

1
n

)
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6 2(1 + ϵ)2
d∑

k=1

µ([1k,∞]) ·max
{
y
−(α−ϵ)

n , y
−(α+ϵ)

n

}
= h(y). (6.6)

在 (6.6) 的第三步中, 我们使用了 Vk(−t) = o(1)Vk(t); 第四步成立是因为 µ((1k,∞]) > 0, (3.2) 和引理

6.1. 注意到 h(y) 在 y ∈ (ε,∞) 上可积, 因此应用控制收敛定理可得

lim
t→∞

|I12|
tnV (t)

=

∫
(ε,∞)

µ
(
B̃(y)

)
dy = 0, (6.7)

其中集合 B̃(y) =
{
x ∈ [−∞,∞] :

∏d
k=1 x

nk

k 6 −y,
∑d

k=1 xk > 1
}
, y > ε, 且该集合的边界满足

µ
(
∂B̃(y)

)
= 0. 式 (6.7) 的最后一步成立是因为根据引理 6.1, 极限测度 µ 集中在 [0,∞]\{0} 上. 将式

(6.5) 和式 (6.7) 代入式 (6.4), 再结合 ε 的任意性, 可以得出

I1 = o(1)tnV (t). (6.8)

下面考虑 I2. 同样地, 对上述的 0 < ε < 1, 将 I2 进一步分解为

I2 = tn
(∫

(0,ε]

+

∫
(ε,∞)

)
P

(
d∏

k=1

ξnk

k > tny, Sξ > t

)
dy = I21 + I22. (6.9)

类似于 I11 的讨论, 我们有

lim
t→∞

I21

tnV (t)
6 2εµ(B0). (6.10)

对任意的 0 < ϵ < α − n 和充分大的 t, 类似于 (6.6) 的讨论, 我们有二元函数 1
V (t)

P
(∏d

k=1 ξ
nk

k >

tny, Sξ > t
)
, (y, t) ∈ (ε,∞)× (0,∞), 被可积函数 h(y) 所控制. 因此, 应用控制收敛定理可得

lim
t→∞

I22

tnV (t)
=

∫
(ε,∞)

µ(B(y;n))dy. (6.11)

由 (6.9)–(6.11) 和 ε 的任意性, 我们有

I2 ∼ tnV (t)

∫
(0,∞)

µ(B(y;n))dy. (6.12)

注意到, 当 y > 1 时, 式 (4.2) 中的集合 B(y;n) 可以简化为 B(y;n) =
{
x ∈ [0,∞] :

∏d
k=1 x

nk

k > y
}
.

此时, 利用 (3.4) 可得 µ(B(y;n)) = y−
α
nµ(B(n)). 将 (6.8) 和 (6.12) 代入 (6.3) 可得

E

[
d∏

k=1

ξnk

k 1(Sξ>t)

]
∼ tnV (t)

∫
(0,∞)

µ(B(y;n))dy

= tnV (t)

(∫
(0,1)

+

∫
[1,∞)

)
µ(B(y;n))dy

= tnV (t)

(∫
(0,1)

µ(B(y;n))dy +
nµ(B(n))

α− n

)
.

引理得证.
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现在给出本文主要结果的证明.

定理 4.1 的证明在定理 4.1的条件下,由引理 6.2易知 θ ·X ∈ MRV−α(F, νθ). 对于 k = 1, . . . , d,我们

记 ξk = θkXk,其分布为 Vk,则根据文献 [9]的引理 A.1有 Vk(−t) = o(1)Vk(t). 由 νθ 的定义和 (3.4)可

以验证 νθ((1k,∞]) = E[θαk ]ν((1k,∞]) 且 νθ(B(n)) = E
[(∏d

k=1 θ
nk

k

)α
n
]
ν(B(n)). 因为 ν((1k,∞]) > 0

且 θk 在 0 处非退化, 所以 νθ((1k,∞]) > 0, 这也意味着 νθ(B0) > 0. 至此, 引理 6.3 的所有条件均满

足. 因此, 由引理 6.1 和引理 6.3 可得渐近等价式 (4.1) 成立. �

命题 5.1 的证明 回顾式 (5.1), 我们将其右侧的两项分别记为 J1 和 J2.

当 FS 在 F←S (q)处连续时, J2 = 0. 注意到,引理 6.1意味着 FS ∈ RV−α,进一步可得 FS(F
←
S (q)) ∼

1− q. 于是, 由推论 4.2 知

Ck(q) = J1 ∼ (νθ(B0))
1
α−1F←(q)

(∫
(0,1)

νθ(B(y;1k))dy +
E[θαk ]ν((1k,∞])

α− 1

)
. (6.13)

当 FS 在 F←S (q) 处不连续时, 我们重写

J2 =
FS

(
F←S (q)

)
− q

(1− q)P(S = F←S (q))
E

[
θkXk1(

S=F←S (q)
)].

由 0 6 FS

(
F←S (q)

)
− q 6 P(S = F←S (q)) 可知, 对任意的 0 < ε < 1 有

(1− q)J2 6
∣∣∣∣E[θkXk1(

S=F←S (q)
)]∣∣∣∣

6 E

[
θkX

+
k 1(

S=F←S (q)
)]+ E

[
θkX

−
k 1(

S=F←S (q)
)]

6
(
E

[
θkX

+
k 1(

S>(1−ε)F←S (q)
)]− E

[
θkX

+
k 1(

S>F←S (q)
)])

+ E

[
θkX

−
k 1(

S>(1−ε)F←S (q)
)]. (6.14)

参见推论 4.1下方的分析说明,我们有 F←S (q) ∼ (νθ(B0))
1
αF←(q),进一步地有 νθ(B0)F (F←S (q)) ∼ 1−q.

结合 (6.14), (6.8) 和 (6.12), 再由 0 < ε < 1 的任意性, 我们有

J2 = o(1)(νθ(B0))
1
α−1F←(q)

(∫
(0,1)

νθ(B(y;1k))dy +
E[θαk ]ν((1k,∞])

α− 1

)
.

最后结合 (6.13), 我们可以得到所需的式 (5.2). �
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An asymptotic study of conditional mixed moments under
multivariate regular variation

Yang Yang, Keya Zhang & Zhimin Zhang

Abstract Consider a financial or insurance system consisting of multiple individuals susceptible to investment
failures and market shocks, in which each realized investment loss variable is modeled as the product of a potential
loss arising from investment activities and a macroeconomic factor activated by external shocks. To quantify the
contribution of one or more individuals to the system’s crisis, we propose a general tail-based risk measure
in terms of conditional mixed moments. It provides an integrated framework for examining a series of risk
measures, including the conditional higher-order moments of each individual and the conditional correlations
among multiple individuals. Under the multivariate regular variation structure for potential losses, an asymptotic
study of conditional mixed moments is carried out. Our main results highlight the significance of potential losses
and their interdependence during the system’s crisis. Extensive numerical studies are conducted to verify the
performance of our asymptotic formulas. Building upon two distinct rules, we also provide a comprehensive
analysis of applications in the context of capital allocation.

Keywords Conditional mixed moment, aggregate realized investment loss, multivariate regular variation,

asymptotic analysis, capital allocation
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