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摘要: 讨论具有� 平坦性 凸性单位球结构的 Banach 空间的一些性质.首先根据 CL�空间的定义证明了 Banach 空间 l1 是

CL�空间. 通过证明 l31 和 l3! 具有非 CL�子空间证明了维数大于 2 的 CL 空间不具继承性,即具有非 CL�子空间,另外,总结

了有限维 CL�空间与其它一些 Banach 空间类的等价性.最后讨论了 CL�空间和几乎 CL�空间包含 Banach 空间 c0 与 l1 的

一些性质以及实对偶空间成为几乎 CL�空间的两个必要条件.
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1 � 介绍与记号

1960年,在研究函数空间 C( K ) 和 L1 ( u) 的几何

特征的过程中, Fullerton 介绍了 CL� 空间的概念[ 1]
.

1978年, Lima A在他的文章中将 CL�空间的概念做了
推广,给出了几乎 CL�空间的定义 [ 2]

.

本文中记 X 为实 Banach空间, BX , SX 和X
* 分别

表示 X 的闭单位球, 单位球面和对偶. 给定 X 的子集

A , 用 extA 和 coA 分别表示A 的端点和凸包, A 的均衡

凸包和闭凸包分别记为 co( A ∀- A ) 和co( A ) .

我们称X 为CL�空间, 如果 BX = co( H ∀- H ) ,

其中 H 是S X 的任意一个极大凸子集, 而如果 BX =

co( H ∀- H ) ,就称 X 是一个几乎 CL�空间. CL�空间
和Banach空间的端点相交性质(简记为 E. P. I. P. ) 以

及数值指标n( X ) 等于1的一类Banach空间有着密切

联系.事实上,在有限维的情形X 是CL�空间等价于X

具有 E. P . I. P. ,也等价于 n( X ) = 1.这一事实有助于

我们研究有限维 CL�空间的性质.

2 � 例 � 子

1960年, Fullerton证明了紧 Hausdo rff空间K 上

的实连续函数空间 C( K ) 和可测空间上的实可积等价

函数类空间 L 1( u) 是 CL� 空间. 2004 年, M iguel

Mart in拓展了这些例子的数域范围:

性质 1
[ 3] � ( i) 复 Banach空间 C( K ) 是CL�空间;

( ii) 对每一个有限测度 u,复的 L 1( u) 是一个几乎

CL�空间;

( iii) 复的 l1 和 L 1( 0, 1) 不是 CL�空间.

在本文中只讨论实的情形.显然, c 0是CL�空间且
由性质1可得 l ! 也是 CL�空间.我们将证明 l ! 是 CL�
空间,而 c0是 CL�空间的证明由 c0 的单位球的结构易

得,故略去.我们先介绍一个引理及记号.

从 Krein�M ilman定理和 Hahn�Banach 不难得到
以下引理:

引理 1[ 3] � 若F 为S X 的一个极大凸子集,则存在

x
* # ex t ( BX * ) 使得 F = { x # SX , x

*
( x ) = 1} .

我们记使得{ x # BX , x
*

( x ) = 1} 为SX 的一个极

大凸子集的所有 x
* # ex t ( BX

* ) 为 mexBX
* .

性质 2 � Banach空间 l1 是 CL�空间.

证 � 这里记 l1 为 X .我们将分两步证明.

( i) 令 H = { { x n} # SX ,其中 x n ∃ 0} ,显然H 是

SX 的一个极大凸子集.对每个 x = { x n} # BX ,其中当

n # N 1时 x n ∃ 0,当 n # N 2 时 x n < 0. 令 x = x%+

x&, 这里 x%= { x%n} 满足当n # N 1时 x%n = x n , n # N 2

时 x%n = 0; x& = { x&n} 满足当n # N 1时 x&n = 0, n #

N 2 时 x&n = x n ,则 ∋x ∋ = ∋x%∋ + ∋x&∋. 令 y =

{ y n} 使得 y n ∃ 0, ∋y ∋ = 1 - ∋x ∋.再令 z 1 = x%+

y
2

, z 2 = x& -
y
2

, 则 ∋z 1 ∋ + ∋z 2 ∋ = ∋x
% ∋ +

∋x&∋ + ∋y ∋ = ∋x ∋+ 1- ∋x ∋ = 1,进一步,有

x = z 1 + z 2 = ∋z 1 ∋ z 1
∋z 1 ∋ + ∋z 2 ∋ z 2

∋z 2 ∋ . 由

z 1
∋z 1 ∋ # H 和

z 2

∋z 2 ∋ # - H , 得 ∋z 1 ∋ z 1
∋z 1 ∋ +

∋z 2 ∋ z 2
∋z 2 ∋ # co( H ∀- H ) 以及B X = co( H ∀-

H ) .



( ii) 设F是S X 的任意极大凸子集,由引理1, 存在

f # mexBX* ,其中 f = { f i } = { ( 1} ,满足F = { x #

BX : f ( x ) = 1} . 令N%1 = { i, f i = 1} , N%2 = { i , f i = -

1} , 则我们可记F为F = { y = { y n} # SX } ,其中当 i #

N 1 时 y i ∃ 0,当 i # N 2 时 y i ) 0.对每一个 y = { y n}

# H 令 y% = { y%n} , 其中当 n # N%1时 y%n = y n ,当 n

# N%2 时 y%n = 0并令 y& = { y&n} , 其中当 n # N 2 时

y
&
n = y n ,当 n # N%1 时 y&n = 0. 设 z 1 =

y%
∋y%∋ , z 2 =

y&
∋y&∋ ,则有 z 1 # F, z 2 # - F和 ∋y%∋+ ∋y&∋ = 1,

y = ∋y%∋z 1 + ∋y&∋z 2 # co( F ∀- F) . 同理, 对 z

# - H ,有 z # co( F ∀- F ) ,则可得 H , - H � co( F

∀- F) . 由 BX = co( H ∀- H ) 和 co( H ∀- H ) �
co( F ∀- F) ,得对 SX 的任意极大凸子集F 都有B X =

co( F ∀- F) ,所以 l1 是个 CL�空间.

3 � 有限维 CL�空间

定义 1[ 4] � 称一个 Banach空间 X 的数值指标为

1,记为n( X ) = 1,当且仅当对每个T # L ( X ) , T 的范

数可表为

∋T ∋ = sup{ | x
*

( Tx ) | : x # SX , x
* # S X* ,

x
*

( x ) = 1} .

其中L ( X )是X 上的所有有界线性算子的Banach

代数.

如果 X 是几乎 CL�空间, 则 n( X ) = 1
[ 5]

, 反之

n( X ) = 1且 X 具有 RN P 则 X 是几乎 CL�空间[ 6]
.

在有限维的情形 McGr egot C 给出了如下定理刻

画 n( X ) = 1的空间.

定理 1
[ 4] � 有限维空间 X 满足n( X ) = 1当且仅

当对每个 x # ext ( BX ) 和每个 x
* # ex t ( BX * ) 有

| x
*

( x ) | = 1.

定义 2[ 2] � 称空间X 的球族{ B( a i , r i ) } i # �具有弱

交性质如果对每个 f # BX
* 都有 ∗i # �B ( f ( ai ) , r i ) 非

空.

定义 3[ 2] � 称 X 具有 E. P. I. P.如果对 X 的每个

满足弱交性质以及{ B( a1 , r 1) } 交{ B( a2 , r 2) } 于一点a

的球族{ B ( ai , r i ) }
3
i= 1 有 a # B ( a3 , r3 ) .

由X具有E. P. I. P.当且仅当对所有 x # ex t( B X )

和 SX 的每个极大凸子集F 都有 x # ( F ∀- F)
[ 5]

,我

们可由CL�空间的定义, BX = co ( F ∀- F) , 得到如果

X 是 CL�空间且其单位球具有端点,则 X 具有 E. P. I.

P.

文献[ 5] 证明了 X 具有 E. P. I. P . 当且仅当对每

个x # ex t ( B X )和每个x
* # ex t ( BX

* )都有| x
*

( x ) |

= 1,进一步阐明了 CL�空间和具有 E. P . I. P. 性质的

空间的关系,即如下定理:

定理 2[ 4] � 若 X 为 Banach空间,则有( i)  ( ii)  

( iii) :

( i) X
*
是 CL�空间;

( ii) X
* 具有 E. P. I. P .

( iii) X 是几乎 CL�空间.

以上定理使得我们对 CL�空间和几乎CL�空间的
性质在对偶的情形下有了更清楚的了解.

有了以上结果就可得到以下关于有限维空间的推

论:

推论 1 � 如果 dim ( X ) < ! , 则以下论述是等价

的

( i) X 是 CL�空间;

( ii) X 是几乎 CL�空间;

( iii) n( X ) = 1;

( iv) X 具有 E. P. I. P;

( v) X
* 是 CL�空间.

文献[ 4] 还给出了有限维的数值指标为 1 的空间

的几何刻画, 从推论 1可将它应用于有限维的 CL�空
间:

定理 3 � 若 X 为有限维的 CL�空间,则对 x , y #

ex tBX , x +- y ,有{ ( 1- t) x + ty , 0 ) t ) 1} � SX .

由定理3不难得到若X 是二维CL�空间,则B X 是

平行四边形,而如果 X 是三维 CL�空间,则 BX 是平行

六面体或平行八面体.

至此我们对于 dim ( X ) ) 3的 CL�空间的单位球
BX 的几何结构已经完全清楚了.事实上, 所有二维 CL

空间都等距同构于 l
2
1 或 l

2
! ;所有三维 CL�空间都等距

同构于 l
3
1 或 l

3
! .

如果 X 是l
3
1或 l

3
! ,则由其单位球的结构可以证明

存在 X 的子空间 Y 使得Y 不是 CL�空间.接下来的我

们给出详细证明:

定理4 � 若X 是 CL�空间且dimX ∃3,则存在X

的子空间 Y 不是 CL�空间.

证 � 显然只需证明三维的情形. 由三维CL�空间
的单位球是平行六面体或平行八面体知只需证明 l

3
1

和 l
3
! 都有子空间不是 CL� 空间. 以下将分两部分证

明:

( i) 如果X = l
3
! ,则 Y = { ( x , y , z ) # l

3
! , x + y +

z = 0} = kerf ,是X 的二维子空间, 其中 f = (1, 1, 1)

# X
*

,并令H = { ( x , y , z ) # Y: z = 1} ∗ SY .首先证

明 H 是S Y 的极大凸子集.

若 F是 S Y 的凸子集且H � F, 则对每个( x 0 , y 0 ,
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z 0) # F � S Y和(-
1
2

, -
1
2

, 1) # H � F,有 1
2

(-
1
2

,

-
1
2

, 1) +
1
2

( x 0 , y0 , z 0) = (-
1
4

+
1
2

x 0 , -
1
4

+
1
2

y 0 ,

1
2

+
1
2

z 0) # F.由 | -
1
4

+
1
2

x 0 | ) 1
4

+
1
2

< 1和

| -
1
4

+
1
2

y 0 | < 1可得 |
1
2

+
1
2

z 0 | = 1和 z 0 = 1,

则有( x 0 , y 0 , z 0 ) # H ,即F = H ,这意味着H 是S Y 的

极大凸子集.

接下来证明B Y + co ( H ∀- H ) .对(- 1, 1, 0) #

BY ,如果(- 1, 1, 0) # co( H ∀- H ) ,则存在 ai 和( x i ,

y i , z i ) # H , i = 1, 2, −, n, .
n

i= 1 | ai | ) 1 使得

.
n

i= 1
a ix i = - 1, .

n

i= 1
a iy i = 1, .

n

i= 1
ai z i = 0. 由

( x i , y i , z i ) # H , 有z i = 1和x i+ y i = - 1, 另外从| x i |

) 1, | y i | ) 1, 可得 y i ) 0. 现在, 利用 z i = 1 和

.
n

i= 1
a iz i = 0我们有 .

n

i= 1
a i = 0. 注意到 .

n

i= 1
a iy i

= 1, 则可得 ai
0 > 0. 从而有 1 = .

n

i= 1aiy i =

. i + i
0

a i y i + ai
0

y i
0
) . i + i

0
ai y i ) . i+ i

0
| ai | | y i |

) . i + i
0

| a i | < .
n

i= 1
| ai | ) 1,矛盾, 所以 Y 不是

CL�空间.

( ii) 如果X = l
3
1 ,则 Y = { ( x , y , z ) # l

3
1 , x + y +

z = 0} = kerf 是 X 的子空间, 其中 f = ( 1, 1, 1) #

X
*

, 并令H = { ( x , y, z ) # Y, z = -
1
2

} ∗ SY .首先说

明 H 是S Y 的极大凸子集.

对于( x i , y i , -
1
2

) # H , i = 1, 2, 由 | x i | + | y i |

+ | -
1
2

| = 1和 x i + y i -
1
2

= 0, 有 | x i | + | y i | =
1
2

和 x i + y i =
1
2

,这意味着 x i , y i ∃0, i = 1, 2, 则对0 )

�) 1, 有 | �x 1 + ( 1 - �) x 2 | + | �y 1 + (1 - �) y 2 | +

| �(- 1
2

) + (1 - �) (-
1
2

) | = �x 1 + ( 1- �) x 2 + �y 1

+ (1 - �) y2 +
1
2

= 1, 所以 H 是凸的.

若 F是 S Y 的凸子集且H � F, 则对每个( x 0 , y 0 ,

z 0) # F和(
1
4

,
1
4

, -
1
2

) # H , 有
1
2

(
1
4

,
1
4

, -
1
2

) +

1
2

( x 0 , y 0 , z 0) = (
1
8

+
1
2

x 0 ,
1
8

+
1
2

y0 , -
1
4

+
1
2

z 0)

# F . 由1= |
1
8

+
1
2

x 0 | + |
1
8

+
1
2

y 0 | + | -
1
4

+
1
2

z 0 |

) 1
8

+
1
2

| x 0 | +
1
8

+
1
2

| y 0 | +
1
4

+
1
2

| z 0 | = 1,

可得 |
1
8

+
1
2

x 0 | =
1
8

+
1
2

| x 0 | ,并且如果 1
8

+
1
2

x 0

= -
1
8

-
1
2

| x 0 | 则-
1
4

=
1
2

| x 0 | +
1
2

x 0 ∃ 0,矛

盾, 所以 1
8

+
1
2

x 0 =
1
8

+
1
2

| x 0 | ,既有 x 0 ∃0; 同理

可得 y 0 ∃ 0.又从 x 0 + y0 + z 0 = 0和 | x 0 | + | y 0 | +

| z 0 | = 0,易得 z 0 = -
1
2
和( x 0 , y 0 , z 0 ) # H 即F =

H ,所以 H 是 S Y 的极大凸子集.

接下来证明 BY + co ( H ∀- H ) .取(
1
2

,
1
2

, 0) #

BY ,如果(
1
2

,
1
2

, 0) # co ( H ∀- H ) , 则存在ai 和( x i ,

y i , z i ) # H , i = 1, 2−, n 使得 .
n

i= 1 | a i | ) 1 和

.
n

i= 1
a ix i =

1
2

, .
n

i= 1
aiy i =

1
2

, .
n

i= 1
ai z i = 0都成

立. 由 z i = -
1
2
和 .

n

i= 1 aiz i = 0可得 .
n

i= 1 ai = 0.注

意.
n

i= 1aix i =
1
2

,则至少存在一个 ai0 < 0.从 x i + y i

+ z i = 0和 | x i | + | y i | + | z i | = 1易得0 ) x i ) 1
2

.

又由 0 ) x i ) 1
2

,可得 1
2

= .
n

i= 1 aix i = . i + i
0
a ix i

+ ai
0
x i

0
) . i + i0

aix i ) . i+ i0
| a i | | x i | <

1
2 .

n

i= 1

| ai | ) 1
2

, 得到矛盾.所以 BY + co( H ∀- H ) , 从而

Y 不是 CL�空间.

4 � 一些关于同构的结果

既然几乎CL�空间和数值指标为1的Banach空间

有着密切的联系,并且已经知道一些关于数值指标为

1的空间的同构结果, 我们将结合数值指标为1的空间

讨论几乎 CL�空间的同构性质.

定理 5[ 7] � 令 X 为无限维的 Banach 空间, 且

n( X ) = 1.如果 X 具有 RNP,则 X 包含 l 1 .如果 X 是

Asplund空间,则 X
* 包含 l 1 .

已知的关于 CL�空间的同构性质可在文献[ 3] 中

查到,我们将它列出:

定理 6[ 3] � 若 X 是一个无限维几乎 CL�空间,则

X
*
包含 l 1 .进一步,如果 X

*
是可分的, 则 X 包含 c 0 .

现在可得到一些简单却有用的关于 CL�空间和几
何 CL�空间的同构结论.首先是关于对偶 CL�空间的
同构性质:

定理7 � 如果X 是一个无限维的对偶空间且X 是

CL�空间,则 X 包含 l 1 .
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证 � 假设X 是 Y 的对偶.既然X 是无限维的 CL�
空间,则由定理 2, Y 是无限维几乎 CL�空间, 又由定理

6可得 X 包含 l 1 .

接下来我们给出在一定条件下几乎 CL�空间的同
构性质.

定理 8 � 如果 X 是一个自反的几乎 CL�空间,则

X 一定是有限维的.

证 � 从 X 是自反的可得X 具有 RN P.又从X 是

自反的可得X
* 也是自反空间,从而 X

* 也具有 RNP,

这意味着X 是Asplund空间.假设 dimX = ! ,由X 是

CL�空间, 我们有n( X ) = 1, 又因为X 具有 RNP, 由定

理5可得X 包含l 1 .注意到X 是个Asplund空间, 这与

Asplund空间不能包含 l1 这个事实矛盾,所以 X 一定

是有限维的.

事实上,从定理 8的证明可得到几个几乎 CL�空
间的同构性质的推论:

推论2 � 若X 是无限维的几乎CL�空间且X 具有

RNP, 则 X 包含 l 1 .

推论 3 � 若 X 是几乎 CL�空间且 X 是具有 RNP

的 Asplund空间,则 X 一定是有限维的.

在本节的最后我们给出两个使得对偶空间成为几

乎CL�空间的必要条件. 在这之前,有必要介绍一个定

义和引理.

引理 2[ 3] � 若 X 是几乎 CL�空间, 则对每个 x
* *

# ex tBX
* * 和每个 x

* # mexBX
* 都有 | x

* *
( x

*
) | =

1.

定义 4[ 8] � 若 K 是X
* 一个w

* �紧凸子集,称 K

的子集B为K 的边界如果对每个x # X 都有 f # B使

得 f ( x ) = sup{ g( x ) : g # K } .

定理 9 � 若 X 是可分的 A splund空间且是几乎

CL�空间,则 X
* 是几乎 CL�空间.

证 � 对 x
* * # mexBX

* * ,令 H = { x
* # B X

* :

| x
* *

( x
*

) | = 1} ,由引理2有mexBX
* � H ,又因为

mexBX * 是不包含 l 1 的可分空间的边界, 我们可利用

文献[ 10, TheoremIII. I] 得到 BX * = co(mexBX* ) ,则

BX* = coH

定理10 � 若X是几乎CL�空间且X
*
是范数可分

的,则 X
* 是几乎 CL�空间.

证 � 既然 X
* 是范数可分的, mexBX * 也是范数

可分的.又由 Krein�M ilman定理不难得到 mexBX
* 是

X 的边界,则由文献[ 8] 可得 BX
* = co( mexB X

* ) .所

以由定理 9的证明可得 X
*
是几乎 CL�空间.
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Some Properties of CL�space and Almost CL�space

LU Yun�zhao
( Schoo l of M athematica l Science , Xiamen Univ. , Xiamen 361005 , China)

Abstract: The purpo se o f t his paper is to study the proper ties of Banach spaces whose unit ball have str ucture of ex treme form o f

convexity. At first this art icle proves that the Banach spaces l1 is a CL�space by definit ion o f CL�space. The main results are that if X

is a CL�space and dimX ∃3, then X has non�CL�subspaces and this ar ticle shows it f rom the fact that l31 and l3! have non�CL�sub�

spaces. At last it discusses the pr operties o f CL�spaces and almost CL�spaces containing c0 and l1 .
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