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摘要 本文讨论 Kähler 势空间中的测地线问题及其在常标量曲率问题中的应用. 本文从 Mabuchi

(1987)、Donaldson (1999) 和 Semmes (1992) 发现的几何图景出发, 讲述测地线问题产生的背景,

然后讨论关于测地线问题的最新进展, 最后讨论测地线在常标量曲率的唯一性和存在性问题当中的

应用.
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1 引言

本综述讨论自 Donaldson [30] 二十多年前提出宏伟的纲领以来, 对 Kähler 度量空间的几何结构的

研究最新进展,重点关注测地线问题的进展及其在经典 Kähler几何问题中的应用. 这是一个极其活跃

的研究领域. 关于这个主题有大量的文献, 这里按照本文作者的研究兴趣提供一个对这一重要主题的

鸟瞰. 感兴趣的读者可参见文献 [28, 33,40,51] 以更全面地了解这个主题.

设 (V, ω0) 是一个紧 Kähler 流形, 则可以定义 Kähler 势的空间为

H = {φ ∈ C∞(V ) : ωφ = ω0 +
√
−1∂∂̄φ > 0 在 V 上}.

在任意 φ ∈ H 处, 切空间 TφH 是 C∞(V ). 在全纯坐标中, Kähler 形式为

ωφ = gφ,αβ̄

√
−1

2
dzα ∧ dzβ =

(
gαβ̄ +

∂2φ

∂zα∂̄zβ

)√
−1

2
dzα ∧ dzβ .

其标量曲率 Rφ 有如下表达式:

Rφ = −gαβ̄φ
∂2

∂zα∂z̄β
log det(gφ,ij̄).
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Calabi [8, 9] 提出了一个宏伟的纲领,即理解常标量曲率 Kähler (constant scalar curvature Kähler, cscK)

度量的存在性和唯一性问题. 这一问题现已经成为 Kähler 几何中的中心问题. 按照定义, cscK 度量满

足以下方程:

Rφ = R =
[Ric(ω0)] · [ω0]

[n−1]

[ω0][n]
.

这是一个 4阶完全非线性偏微分方程. 在典范 Kähler类中, cscK度量简化为 Kähler-Einstein (KE)度

量, 后者是 cscK 度量的更著名的 “表亲”. Yau [52] 解决了关于具有零或负第一 Chern 类的流形上 KE

度量的著名 Calabi猜想,并因此获得了菲尔兹奖. 然而, Calabi关于 cscK度量更一般的存在性问题遇

到了极大困难. 一个原因可能是, 对应的偏微分方程是 4 阶的. 虽然在一些特殊情形下取得了很多进

展, 如直纹流形 [29, 43,44]、齐性 Kähler 流形 [45] 或 cohomogeneity one 的 Kähler 流形 [37], 但在一般的

情形下进展甚微. 在这种背景下, Donaldson [30] 在 Kähler 几何中发起了一项雄心勃勃的计划, 在这个

计划中, 他将 cscK 问题和 moment map 相结合: Donaldson 认为 Kähler 度量的空间在形式上是一个

非紧对称空间, 而标量曲率函数是从与固定辛形式兼容的近复结构空间到某个无穷维辛结构群的 Lie

代数的 moment map, 后者恰好是流形中的所有实值光滑函数的空间. 有了这个想法, Calabi 的寻找

cscK 度量的问题被归结为在无穷维空间中寻找这个 moment map 的零点. 这种新的观点提供了一系

列相关的、几何上有意义的问题, 这些问题在这个视角下激发了很多的研究. 20 多年后, Donaldson 的

方案显然取得了巨大的成功, 我们在本文中作一个回顾.

本文余下内容的结构如下. 第 2 节描述 Kähler 势空间的直观几何图像, 以及如何将 cscK 度量

问题构造为这样一个空间上的变分问题. 求解测地方程的可解性和正则性对于严格建立这个几何图

像至关重要. 第 3 节总结了解决测地方程所取得的进展 (可以简化为在具有边界的流形上解齐次复

Monge-Ampère 方程的 Dirichlet 问题). 第 4 节解释关于 cscK 度量的唯一性和存在性所取得的进展,

其中 Kähler 势空间中的测地线起着至关重要的作用.

2 Mabuchi、Semmes 和 Donaldson 引入的 Riemann 结构

在经典微分几何中, 有一个有限维 Lie 群的显著对偶特征: 设 L 是一个具有正的截面曲率的 Lie

群. 在其双不变度量下, 其截面曲率可以写作

K(σ) =
1

4
∥[X,Y ]∥2,

其中 X 和 Y 是 L 的单位切向量且彼此正交, σ 是 X 和 Y 生成的 2 维子空间. 假设 l 是 L 的 Lie 代

数. 对这个 Lie 代数进行复化得到 l +
√
−1l. 对这个新的 Lie 代数进行积分得到新的 Lie 群 LC. 考虑

它关于 L 的商作为 H = LC/L. 这是一个非紧对称空间, 其非正曲率为

K(σ) = −1

4
∥[X,Y ]∥2,

其中 X 和 Y 是 L 的单位切向量且彼此正交, σ 是 X 和 Y 生成的 2 维子空间. Donaldson [30] 指出

了这个对偶图景可以扩展到无穷维空间, 但 Lie 代数的 “复化” 不能再被积分为一个 Lie 群. 令 L 为
(V, ω)的辛微分同胚群,它保持辛形式 ω 并且具有非负的截面曲率.这对应于有限维中非负曲率的 “非

紧型 Lie 群”. 令 Lc 为 L 的形式上的复化, 则 Lc/L = H 恰好是 Kähler 势的空间. 因此, 它自然地具

有非正曲率 (参见下面的猜想 2.3).
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Mabuchi [49] 在 H 中引入了一个 Riemann 度量 (后来被 Semmes [50] 和 Donaldson [30] 以不同的视

角重新发现): 对于任意的 ψ ∈ TφH, 可以定义

∥ψ∥2φ =

∫
V

ψ2dµφ.

对于任意路径 φ : [0, 1] ∋ t→ φ(t) ∈ H, 其长度由以下公式给出:∫ 1

0

√∫
V

φ′(t)2dµφ(t)dt.

Donaldson 提出了以下猜想:

猜想 2.1 [30] 空间 H 是一个度量空间, 其路径距离由上述 L2 内积定义.

可以 (形式上) 计算连接两个 Kähler 势的测地方程. 对于任意两个 Kähler 势 φ1, φ2 ∈ H, 如果曲

线 φ : [0, 1] → H 满足方程

φ′′(t)− 1

2
|∇φ′(t)|2φ(t) = 0, φ(i) = φi, 对于 i = 0, 1, (2.1)

则称其为连接 φ0 和 φ1 的测地线. 这里的协变导数和 | · |φ(t) 都是使用度量 ωφ(t) 定义的. 测地方程表

明可以定义一个 Levi-Civita 联络 ∇ 为

∇ ∂
∂t
v =

∂v

∂t
− (∇φ′(t),∇v(t))φ(t), ∀ v ∈ Tφ(t)H.

有了这些信息, Donaldson [30] 证明了在微分几何意义上, Kähler 度量的空间是一个对称空间. 更重

要的是, Donaldson 提出了一系列相互关联的猜想, 在 Kähler 几何学的最新发展中起着至关重要的

作用.

猜想 2.2 [30] Kähler势空间 H 是测地线凸的,即对于任意两个 Kähler势 φ0, φ1 ∈ H,方程 (2.1)

有一个光滑解.

值得注意的是, 它的对偶空间, 即恰当辛变换群的空间, 不是测地线凸的.

猜想 2.3 [30] 在由 L2 内积定义的路径距离下, 空间 H 具有非正曲率.

这在形式上已被 Donaldson [30] 所给出 (参见下面的定理 3.1).

在模去一个常数的意义下, Kähler 势的空间与该类中的 Kähler 度量的空间等价. 更准确地, 可以

定义

H0 =

{
φ ∈ H : I(φ) =

n∑
p=0

1

(p+ 1)!(n− p)!

∫
V

φωn−p0 ∧ (
√
−1∂∂̄φ)p = 0

}
.

容易验证, 当 I 限制在一个测地线段上时是一个常数. 因此 H0 恰好是 I−1(0), 是 H 的完全测地子流
形. 可以将 cscK 度量问题表述为在空间 H 上的一个变分问题, 这一问题的解是通过 Mabuchi定义的

K- 能量的临界点来得到的. K- 能量通过如下的微分表达式定义:

dK(φ, v) = −
∫
V

v(Rφ −R)ωnφ, ∀φ ∈ H, v ∈ TφH.

通过沿着连接 0到 φ的任意曲线积分,可得到 K-能量的一个显式表达式 (参见文献 [11]). Mabuchi [49]

发现了 K- 能量沿着光滑测地线是凸的. 因此, 至少在形式上, cscK 度量不仅是 K- 能量的临界点, 而
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且是它的极小值点. 此外, 除非测地线是由一族全纯变换的一参数族引起的, 否则 K- 能量是严格凸

的. 这使人们期望在全纯变换的作用下唯一确定 cscK 度量. 对于存在性问题, 由于凸性, 我们应该能

够从 Mabuchi 能量在 “无穷远处” 的行为中推断出来, 而 Donaldson [30] 提出了以下直观的猜想, 将

cscK 度量不存在性与测地线上的 K- 能量的行为联系起来:

猜想 2.4 [30] 假设 Aut0(M,J) = 0, 则以下陈述是等价的:

(1) H 中不存在 cscK 度量;

(2)存在一个 Kähler势 φ0 ∈ H0,并且存在一个从 φ0 起始的 H0 中的测地射线 ρ(t) (t ∈ [0,+∞)),

使得 K- 能量是非递增的;

(3) 对于任意的 Kähler 势 ψ ∈ H0, 存在一个从 ψ 起始的 H0 中的测地射线 ρ(t) (t ∈ [0,+∞)), 使

得 K- 能量是非递增的.

K- 能量的梯度流, 在文献中被称为 Calabi 流, 是由 Calabi [8] 在 1982 年引入的:

∂φ

∂t
= Rφ −R.

当 Calabi 在 20 世纪 50 年代启动他的雄心勃勃的计划时, 他梦想着在每个 Calabi 类中找到一个规

范度量, 并打算使用上述流方程来找到它. 由于 Levine [47] 的反例的出现, 原始的设想必须适当地修

改. 随后, cscK 的存在性的一个障碍 (现在称为 Calabi-Futaki 不变量) 被 Futaki [34] 和 Calabi [9] 发现.

接下来描述已经建立的严格结果. 这些结果比上述猜想所设想的要复杂得多, 这一复杂性与测地方程

(2.1) 的正则性有关.

3 解测地方程的进展

首先, 可以将方程 (2.1) 重新写为一个复 Monge-Ampère 方程, 这是基于 Semmes [50] 的观察. 可

以将 R 表示为一个带边界的 Riemann 面. 特别地, 可以取圆柱面

R = {w ∈ C : 0 6 Rew 6 1}/Γ,

这里 Γ = {ϕk : w → w + ki | k ∈ Z}. 这是主要感兴趣的情形. 将 π 表示为从 V ×R 到 V 的投影. 那

么 Ω0 = π∗ω0 +
√
−1dw ∧ dw 是 V ×R 上的 Kähler 度量, 其中 (w = t +

√
−1s) 是圆柱面 R 的标准

坐标. 记 z′ = (z1, z2, . . . , zn), zn+1 = w, z = (z′, zn+1). 令 φ(z) = φ(z′, w) 是 V ×R 上关于 Ω0 的多重

次调和函数. 然后为了解测地方程 (2.1), 只需要解以下退化 Monge-Ampère 方程:

det

(
gαβ̄ +

∂φ

∂zα∂̄zβ

)
(n+1)(n+1)

= 0 在 V ×R 中成立,

φ(z, w)|t=i = φi(z
′) 对于 i = 0, 1 以及任意的 z′ ∈ V 成立,

(3.1)

这里 g 是与 ω 对应的度量.

3.1 具有有界复 Hessian 的解

3.1.1 解的存在性

Chen [12] 首先通过求解 (3.1) 的方式, 迈出了建立猜想 2.2 的第一步. (3.1) 可以表述为以下的

Dirichlet 问题. 具体地, 令 ϕ0 是 V ×R 上的一个光滑函数, 满足关于 π∗ω0 +
√
−1dw ∧ dw̄ 是多重次
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调和的, 并且令 0 < ϵ 6 1. 令 φ0 是 ∂(V ×R) 上的一个光滑函数, 我们希望解出下式:

det

(
gαβ̄ +

∂2φ

∂zα∂z̄β

)
(n+1)(n+1)

= 0 在 V ×R 上成立,

φ = φ0 在 ∂(V ×R) 上成立.

(3.2)

为了求解 (3.2), 我们考虑 (3.2) 的如下非退化逼近:

det

(
gαβ̄ +

∂2φ

∂zα∂z̄β

)
(n+1)(n+1)

= ϵ det

(
gαβ̄ +

∂2ϕ0
∂zα∂z̄β

)
(n+1)(n+1)

在 V ×R 中成立,

φ = φ0 在 ∂(V ×R) 上成立.

(3.3)

文献 [12] 证明了以下结果:

定理 3.1 对于每个 ϵ > 0, (3.3) 有唯一解. 存在一个与 ϵ 无关的常数 C, 使得以下成立:(
gαβ̄ +

∂2φ

∂zα∂z̄β

)
(n+1)(n+1)

> 0,

∥φ∥C0 + ∥∇φ∥C0 + ∥∆φ∥C0 6 C.

在上述中, ∇和 ∆φ与乘积空间上的度量 π∗ω0+
√
−1dw∧ dw̄ 相关.因此,当 ϵ→ 0时,可以得到 (3.2)

的弱解.

为了得到一致的 (与 ϵ 无关的) 估计, 首先需要通过构造一个下解来获得 C0 估计. 然后, Chen [12]

利用了 Yau 在文献 [52] 中的著名工作, 以及 Guan 和 Spruck [36] 和 Guan [35] 发展的技巧, 推导出了

∆φ 的估计 (取决于 φ 和 ∇φ), 包括内部和边界上的估计. 然后通过爆破分析获得了梯度估计, 这里用

到了 n+∆φ 的界被 1 + |∇φ|2 所控制的重要估计 (参见文献 [12]).

3.1.2 几何意义

有了这些估计, Chen [12] 能够严格证明 Donaldson [30] 的许多形式化论证.

定理 3.2 [12] 以下结论成立:

(1) Kähler 势的空间 H 可以通过 C1,1̄ 测地线段路径连通, 这里 C1,1̄ 表示具有有界复 Hessian 的

函数空间;

(2) Kähler 势的空间 H 是一个真正的度量空间;

(3) 如果第一 Chern 类是非正的, 则在任何 Kähler 类中 cscK 度量是唯一的.

注 3.1 定理 3.2(1)证实了猜想 2.1. 定理 3.2(2)证实了猜想 2.2. 这令人惊讶,因为相应的 Hofer

度量 [42] (使用 L∞ 范数) 众所周知不是度量空间. 定理 3.2(3) 是自文献 [49] 以来在唯一性问题上的

第一次重大进展,当第一 Chern类为正时, KE度量在差一个全纯变换的意义下是唯一的. 第一 Chern

类为负的情形是在 20 世纪 50 年代由 Calabi 证明的.

Calabi 和 Chen [10] 共同利用上述的一致估计证明了以下结果.

定理 3.3 [10] 以下结论成立:

(1) 空间 H 在 Alexandrov 意义上是非正曲率空间;

(2) Calabi 流是 H 中距离收缩的流.

一个简要的说明如下:
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注 3.2 定理 3.3(1) 证实了猜想 2.3, 而定理 3.3(2) 表明 Calabi 流应该有长时间存在性. Calabi

流的短时存在性由 Chen 和 He [19] 证明.

基于定理 3.3, Calabi 和 Chen [10] 提出了以下猜想:

猜想 3.1 如果两个度量不是通过某个全纯等距变换等价的, 则 H 中的距离函数在 Calabi 流下

严格减.

关于 Calabi 流, Calabi 和 Chen 提出了以下猜想, 直到现在仍然是一个悬而未决的问题.

猜想 3.2 [10] 对于任何光滑的初始数据, Calabi 流都是存在的.

文献 [15] 证明了如下结论:

定理 3.4 [15] 只要标量曲率保持有界, Calabi 流就可以延伸下去.

关于 Calabi流已经取得了许多重要进展.首先, Chen和 He [19] 对于 C3,α 初始数据建立了短时间

存在性, 然后 Chen 等 [17] 和 Li 等 [48] 研究了在不同假设下 Calabi 流收敛到 cscK 度量的问题.

最后我们介绍如下定理, 以向 Calabi 教授致敬, 这个定理与他最初的 “梦想”, 即 “在每个 Kähler

类中找到一个规范度量” 非常接近.

定理 3.5 [15] 在第一 Chern 类小于 0 的紧 Kähler 曲面上, 如果没有负自交的全纯曲线, 则在每

个 Kähler 类中存在常数标量曲率 Kähler 度量.

3.1.3 测地线的推广

考虑带有奇点的 Kähler 度量下的测地线是一个自然的问题, 即是否可以在具有锥形或尖点型

(cusp) 奇点的 Kähler 度量空间中定义测地线. 关键是为具有锥形或尖点型奇点的 Kähler 度量定义适

当的范数, 并推导出类似的测地线方程的先验估计.

首先考虑锥形情形. 设 (V, ω0) 是一个紧 Kähler 流形, 其中 ω0 是一个光滑的 Kähler 度量. 设

D =
∑m
i=1(1 − βi)Vi 是 V 上的一个正则相交、有效的光滑除子, 其中 0 < βi 6 1, 1 6 i 6 m, Vi ⊂ X

是不可约的超曲面. 如果 z1, . . . , zk 是 Vi 的局部定义函数, 则局部坐标 (U, zi) 称为一个锥坐标. 沿着

Vi 的锥形角度为 2πβi 的 Kähler 锥度量 ω, 是一个闭的正 (1, 1) 型流, 并且在正则部分 V \D 上是一
个光滑的 Kähler 度量. 在局部的锥坐标 U 中, 它的 Kähler 形式拟等距于锥形平坦度量:

ωcone ,
√
−1

2

k∑
i=1

β2
i |zi|2(βi−1)dzi ∧ dz ī +

∑
k+16j6n

dzj ∧ dzj̄ .

在一个锥坐标中, 可以定义一个映射 W : U \D → U \D:

W (z1, . . . , zn) , (w1 = |z1|β1−1z1, . . . , wk = |zk|βk−1zk, zk+1, . . . , zn).

记 β = (β1, . . . , βk). 根据文献 [32], Hölder 空间 Cβα 被定义为每个锥坐标中 W ∗ϕ ∈ Cα 的函数集, 其

中 Cα 是常规定义中的 Hölder 空间. 然后可以定义空间 C2,α
β 为

C2,α
β = {f : f, ∂f, ∂∂̄f ∈ Cαβ }.

Aleyasin 和 Chen [1] 证明了关于远离奇点的测地线的 C1,1 估计:

定理 3.6 [1] 设 φ0 和 φ1 是两个势函数, 其对应的度量 ωφ0 和 ωφ1 在光滑除子 V 上具有角度为

β 的锥形奇点. 则存在一条连接它们的唯一弱测地线 φ(t), 它是处处 Hölder 连续的, 并且在远离奇点

的紧集上, 其空间方向的复 Hessian 是一致有界的.
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推导锥测地线的全局估计是一个自然的问题. 固定 V 上的一个 Kähler 锥度量 ω. 考虑圆柱面

R = {w ∈ C : 0 6 Rew 6 1}/Γ,

这里 Γ = {ϕk : w → w + ki | k ∈ Z}. 在 V ×R 上定义一个背景度量:

Ω , π∗ω +
√
−1dw ∧ dw̄,

这里 w 是 R 上的一个坐标. 然后可以在 V ×R 上定义 C1,1̄
β 范数:

∥Φ∥
C1,1̄

β

= sup
V×R

{|Φ|+ |∂Φ|Ω + |∂∂̄Φ|Ω}.

Zheng [54] 定义了广义锥测地线:

定义 3.1 如果 {φ(t) : 0 6 t 6 1} 是下述逼近方程的解的极限, 则称其为广义锥测地线:Ωn+1
φ = τΩn+1

b 在 V ×R 上,

φ(z′, i) = φi(z
′) 对于 i = 0, 1 和任意 z′ ∈ V,

其中 τ → 0, Ωφ = Ω+
√
−1∂∂̄φ, 且使用以下范数:

∥φ∥Cβ
∆
= sup

(z′,zn+1)∈V×R

{|φ|+ |∂tφ|+ |∂z′φ|ω + |∂z′∂z̄′φ|ω},

这里 Ωb 是在文献 [54] 的第 2 节中构造的背景度量.

文献 [54] 证明了以下定理:

定理 3.7 假设 {φσ : σ = 0, 1} 是两个 Kähler 锥度量. 令 Ωb 是文献 [54] 中定义的背景度量, 满

足曲率条件: 对于一些固定的常数 C2 和 C3, 有

Rij̄kl̄(ωb) > −(g̃b)ij̄(gb)kl̄,

ω̃b = C2ωb + i∂∂̄Φb,

|Φb|∞ 6 C3.

(3.4)

那么存在一个唯一的 Cβ∆ 广义锥测地线连接 φσ, 并且存在一个与 τ 无关的常数 C, 使得

∥φ∥Cβ
∆
6 C.

常数 C 依赖于方程 (3.4) 中的常数以及 supV Trω0ωφσ 和 supV |φσ|.
在文献 [54] 中引入了比 2 阶更高的新加权 Hölder 空间后, 锥测地线的更高正则性可以被得到.

接下来讨论尖点 Kähler 度量. 我们从尖点度量的定义开始. 设 D 是一个具有简单正则交叉的除

子. 将其分解为光滑的不可约分量, 记作 D =
∑N
j=1 Vj . 为每个线丛 [Dj ] 赋予一个光滑的 Hermitian

度量 | · |j . σj ∈ O([Vj ]) 表示一个全纯截面, 使得 Dj = {σj = 0}, j = 1, . . . , N . 通过将 | · |j 乘以一个
正常数, 可以假设 |σj |j 6 e−1, 以便在 Dj 外部 ρj , − log(|σj |2j ) > 1.

如果 zi 是 Vj 的定义函数, 其中 j = 1, . . . , k, 称 (U, zi) 是一个尖点坐标. 标准尖点度量为

ω′ =
k∑
j=1

√
−1dzj ∧ dzj̄

|zj |2 log2(|zj |2)
+

m∑
j=k+1

√
−1dzj ∧ dzj̄ .

Auvray 定义了以下具有尖点奇异性的 Kähler 度量, 称为 Poincaré 类型的 Kähler 度量:
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定义 3.2 [2] 设 ω 是 V \D 上局部光滑的闭实 (1, 1)- 形式. 如果在每个尖点图中,

(1) ω 是 C∞- 拟等距于 ω′, 即存在某个 c > 0, 使得在 V \D 上满足 cω′ 6 ω 6 c−1ω′, 并且对于任

意 j > 1, |∇j
ω′ω|ω′ 有界;

(2) 存在某个局部光滑函数 v, 使得 ω = ω0 + i∂∂̄v, 其中 v = O(
∑k
j=1 log(− log |zj |2)) 临近 D, 并

且对于任意 j > 1, |∇j
ω′v| 在 V \D 上有界,

则称 ω 是 Poincaré 类型的 [ω0] 类中的 Kähler 度量, 记为 ω ∈ PM[ω0].

对于尖点 Kähler 度量, Auvray 展示了测地线的存在性:

定理 3.8 [2] 设 X 是一个紧 Kähler 流形, D 是 X 中具有简单正则交叉的除子. 考虑相对于 X

上某个 Kähler 类的 Poincaré 类型 Kähler 度量的空间 PMΩ, 其上有 Mabuchi 度量. 那么这个空间中

的任意两个度量的势可以通过一个连续测地线连接起来. 在 C1,1̄- 范数中, 它可以被这个测地线的光

滑形变在弱意义下逼近.

这里的 C1,1̄ 范数定义为

∥w∥C1,1̄ sup
(x,t)∈(V \D)×[0,1]

(|w(x, t)− (tw(x, 1) + (1− t)w(x, 0))|

+ |∂tw(x, t)|+ |dV w(x, t)|+ |dV ∂tw|+ |ddcV w(x, t)|).

3.2 测地问题与多重势理论

3.2.1 dp- 距离下的度量完备化

借助多重势理论 (pluripotential theory) 的发展, 可以推广 Kähler 度量空间. 对于任意 Kähler 度

量 ω0, 我们称一个函数 φ ∈ L1 是 ω0- 多重次调和函数 (记作 ω0-PSH), 如果 φ 在分布意义下满足

ω0 + ddcφ > 0, 即对于任意光滑的 (0, 1) 形式 αi, i = 1, 2, . . . , n− 1, 有下列不等式成立:∫
V

ω0 ∧ α1 ∧ ᾱ1 ∧ · · · ∧ αn−1 ∧ ᾱn−1 +

∫
V

φddc(α1 ∧ ᾱ1 ∧ · · · ∧ αn−1 ∧ ᾱn−1) > 0.

Berndtsson [6] 证明了对于有界的 ω0-PSH 函数 φ0 和 φ1, 存在一条有界测地线连接 φ0 和 φ1. 更一般

地, 可以定义全能量类:

E(V, ω0) =

{
u ∈ PSH(V, ω0) :

∫
V

ωn0 =

∫
V

ωnu

}
.

文献 [39] 针对任意 p > 1 引入了以下空间:

Ep(V, ω0) =

{
u ∈ E(V, ω0) : Ep(u) ,

∫
V

|u|pωnu < +∞
}
. (3.5)

一个有趣且重要的问题是刻画在 (3.5) 中定义的空间 Ep. 我们有以下由 Guedj [38] 提出的猜想:

猜想 3.3 [38] 设 p > 1. 空间 Ep(V, ω0) 正是 H 在 dp 距离下的度量完备化, 其中 dp 是连接两个

端点的路径在 H 中的 Lp 长度的下确界.

关于这个主题, 我们推荐读者阅读最近由 Demailly 撰写的一篇综述文献 [28] 以更深入地了解.

Guedj 的上述猜想被 Darvas [23,24] 解决了:

定理 3.9 [23, 24] Guedj 的猜想成立.

这一发展后来被证明是至关重要的, 我们将看到在 Donaldson 的测地稳定性猜想 2.4 中使用 d1

距离是正确的距离. 此外, Darvas 还证明了 dp 距离的以下刻画:
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定理 3.10 [23] 设 p > 1, 定义

Ip(u, v) =

(∫
V

|u− v|pω
n
u

n!

) 1
p

+

(∫
V

|u− v|pω
n
v

n!

) 1
p

, u, v ∈ H.

则存在一个常数 C(p) > 0, 使得

1

C
Ip(u, v) 6 dp(u, v) 6 CIp(u, v), 对于任意 u, v ∈ H.

3.2.2 Big cohomology class

另一个推广的方向是考虑 big cohomology class 而不是 Kähler 类. 假设 (V, ω0) 是一个 Hermitian

流形. 称 [θ] 是一个 big cohomology class, 如果存在一个闭的 (1, 1)-current T ∈ [θ] (可以是非光滑的),

使得对于某个正常数 ϵ, 有 T > ϵω0. Big cohomology class 的困难在于背景度量的全纯双截曲率上没

有统一的界. 因此很难推导出方程 (3.1) 的解的高阶估计. 但仍然可以尝试推导低阶估计, 或者在 [θ]

上假设额外的条件, 例如是 nef 的 (参见文献 [7]).

假设 [θ] 是一个 big cohomology class. Boucksom 等 [7] 定义了一族函数如下: 称一个 θ-PSH 函数

φ 具有最小奇异性, 如果对于任意 θ-PSH 函数 v, 存在常数 C 使得 v 6 φ + C. 记 φmin = sup{φ ∈
PSH(X, θ) : φ 6 0}. 设 χ 是一个满足以下条件的光滑递增函数:

χ(−∞) = −∞ 且 χ(t) = t, 对于 t > 0.

他们定义了以下加权能量泛函:

Eχ(φ) =
1

n+ 1

n∑
j=0

∫
V

(−χ)(φ− φmin)T
j ∧ Tn−jmin ,

其中

T = θ + ddcφ, Tmin = θ + ddcφmin.

对于任意的 θ-PSH 函数, 他们定义了其 χ- 能量为

Eχ(φ) = sup
ψ>φ

Eχ(ψ).

上述 sup 是对所有具有最小奇异性的 ψ > φ 而言的. 然后可以定义 Eχ([θ]) 为函数 φ 的集合, 使得

T = θ + ddcφ ∈ [θ] 是一个具有有限 χ- 能量的正 current. 如果取 χ(t) = χ1(t) , |t|, 将相应的集合记
为 E1(X, θ). Darvas 等 [25] 证明了以下定理:

定理 3.11 [25] 假定 [θ] 是一个 big cohomology class, 则 (E1(V, θ), d1) 是一个完备的测地度量

空间.

他们定义了在 E1(X, θ) 中的距离:

d1(u, v) = Eχ1(u) + Eχ1(v)− 2I(P (u, v)).

3.3 唯一性

两个 Kähler势之间测地线段的唯一性直观上可以通过 H形式上是一个 “非正曲率流形”看出来.

为了证明测地线段的唯一性, Chen [12] 定义了退化 Monge-Ampère 方程 (3.1) 的弱解的概念:
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定义 3.3 [12] 称 V ×R中的连续函数 φ为退化 Monge-Ampère方程 (3.1)的弱 C0 解,如果对于

任意 ϵ > 0, 存在 ω0-PSH 函数 φ̃ 在 V ×R 中满足 |φ− φ̃| < ϵ, 且存在某个正函数 0 < f < ϵ, 使得 φ̃

在 t = 1 处满足方程 (3.3), 并且具有与 φ 相同的边值.

需要指出的是, 由文献 [12] 得到的 C1,1 弱解也是按照上述意义下退化 Monge-Ampère 方程 (3.1)

的弱 C0 解, 因为 C1,1 弱解的存在证明是通过连续性方法得到的, 直接给出了当 ϵ > 0 时在弱 C0 解

的定义中的 φ̃. 然后陈秀雄证明了退化 Monge-Ampère 方程的 C0 弱解的唯一性:

定理 3.12 [12] 一旦边值固定, 退化 Monge-Ampère 方程的解就是唯一的.

此外, Calabi 和 Chen [10] 证明了测地线的以下稳定性结果:

定理 3.13 [10] 设 φi ∈ H (i = 0, 1) 是两个 Kähler 势, 在 V 中生成两个相应的 Kähler 度量. 设

{Ci} 是从 φ0 到 φ1 的 H 中的任意一列路径, 使得它们的长度收敛到所有这种路径的长度的下确界.

则 {Ci} 在 Hausdorff 距离的拓扑下收敛到从 φ0 到 φ1 的唯一的 C1,1 测地线.

对于在第 3.2.1 小节中定义的 Ep(V, ω0) 中测地线的唯一性, Darvas 和 Lu [27] 展示了以下结果:

定理 3.14 [27] 设 p ∈ (1,∞), 假设 [0, 1] ∋ t → vt ∈ Ep(V, ω0) 是连接 v0, v1 ∈ Ep(V, ω0) 的 Lp 有

限能量测地线. 则 t → vt 是连接 v0 和 v1 的唯一 dp- 测地线, 即 (Ep(V, ω0), dp) 是一个唯一测地的度

量空间.

3.4 测地问题的最佳正则性

根据定理 3.1, 测地线的复 Hessian 是有界的. 这个正则性是否可以改进是非常有意思的问题, 特

别是是否可以控制全部二阶导数甚至更高阶导数.

首先, 我们陈述正面的结果: Chu 等 [21] 证明了测地线的实 Hessian 也是有界的:

定理 3.15 [21] 给定任意紧 Kähler流形 (V, ω0)和其上的任意两个 Kähler势,连接它们的弱测地

线 φ 满足在 V × R 上 |D2φ| 是有界的, 这里 D2 是由 ω0 和复结构 J 诱导的 Riemann 度量下的实

Hessian.

他们将这个结果推广到了背景度量是退化的情形. 假设 V 是一个紧 Kähler 流形, 其边界 ∂V 非

空且光滑. 令 ω0 是 V 上的一个光滑闭半正定的实 (1, 1) 形式. 此外, 他们假设在 V 上存在一个有效

除子 E, 与 ∂V 不相交, 以及一个定义截面 s ∈ H0(V,O(E))和一个带有曲率形式 Rh = −
√
−1∂∂̄ log h

的 Hermitian 度量 h, 使得对于所有足够小的 δ > 0,

ωδ , ω0 − δRh

是 V 上的一个 Kähler 形式.

定理 3.16 [21] 在上述的 V, E 和 ω0 下, 另外假设 ∂V 是弱拟凸的. 令 φ0 是 V 上的一个光滑函

数, 满足 ω0 +
√
−1∂∂̄φ0 > 0, 并且令 φ ∈ PSH(V, ω0) 是齐次复 Monge-Ampère 方程的解:

(ω0 +
√
−1∂∂̄φ)n = 0 在 V 上成立,

φ = φ0 在 ∂V 上成立.

则在 V \ E 上, |D2φ| 是局部有界的.

现在我们来陈述负面的结果: 一般情形下, 我们不能期望测地线的正则性比 C1,1 更好. 考虑测地

线的以下表述: 设 S = {s ∈ C : 0 < Im s < 1}. 令 (V, ω0) 是一个 m 维的 Kähler 流形. 令 v ∈ H. 作为
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连接 0 和 v 的函数, 在 V × S 上看到的测地线 u 满足以下条件:

(ω0 + i∂∂̄u)m+1 = 0,

u(s+ δ, x) = u(s, x), δ ∈ R, (s, x) ∈ V × S,

u(s, x) =

0, 如果 Im(s) = 0,

v(x), 如果 Im(s) = 1.

(3.6)

Darvas 和 Lempert 证明了如下定理:

定理 3.17 [26] 假设一个连通的紧 Kähler流形 (V, ω0)上存在一个具有孤立不动点的全纯等距同

构 g : V → V , 且 g2 = idX . 则存在一个 v ∈ H, 使得 (3.6) 没有 ω- 多重次调和的解 u ∈ C∂∂̄(V × S̄).

并且可以找到这样的 v, 满足 g∗v = v.

在这里,

C∂∂̄(Z̄) = {w ∈ C(Z̄) : ∂∂̄(w|Z) 在 Z̄ 上是连续的},

这比 C1,1 的正则性稍微高一些. 其他关于弱测地线正则性的反例的相关结果详见文献 [22, 46]. 然而,

如果两个 Kähler 势足够接近, 连接它们的测地线的正则性可以得到改进 (参见文献 [18]):

定理 3.18 对于任意光滑 Kähler 势函数 ψ0 ∈ H, 以及 0 < α < 1, 存在 ψ0 在 C4,α 范数下的一

个小邻域, 使得对于该邻域中的任何势函数 ψ, 存在一个 C4 测地线段连接 ψ0 和 ψ.

这实际上是测地法邻域定理的存在性. 在有限维情形下, 这相当于测地问题的初值问题存在性.

然而, 在无限维时, 一般情形下并不成立. 事实上, Donaldson [30] 给出了初值问题的反例.

4 测地线在 cscK 度量问题上的应用

4.1 cscK 的唯一性

显然, 这是一个非常困难的问题, 因为 cscK 方程是关于 Kähler 势的 4 阶方程, 所以最大值原理

不适用. 在这里, 使用测地线确实是必不可少的, 因为几乎所有关于 cscK 度量唯一性的论证都基于沿

着测地线的 K- 能量的凸性.

第 1 节已经评论过, 沿着光滑的测地线, K- 能量是凸的验证起来并不困难. 然而, 从第 3 节的讨

论可以看出, 连接两个 Kähler 势的光滑测地线并不总是存在的, 一般来说可以期待的最佳正则性是

C1,1. 因此, 一个关键的问题是 K- 能量是否沿着 C1,1 测地线是凸的? 此外, 能否基于此证明 cscK 度

量的唯一性? 在此之前, 有许多部分性结果.

Chen [12] 首先在某些情形下证明了 cscK 度量的唯一性:

定理 4.1 [12] 如果 C1(V ) < 0 或 C1(V ) = 0, 则在任意 Kähler 类中, cscK 度量 (如果存在) 必须

是唯一的.

Donaldson [31] 在自同构群上作了一些假设, 并证明了 cscK 度量的唯一性.

定理 4.2 [31] 假设 Aut(V,L) 是离散的, 则在上同调类 2πc1(L) 中最多存在一个 cscK 度量.

在一般情形下, Berman 和 Berndtsson [3] 证明了 cscK 度量的唯一性问题, 并且还获得了极值

Kähler 度量在全纯变换意义下的唯一性:

定理 4.3 [3] 给定 V 上任意两个同调的极值 Kähler 度量 ω0 和 ω1, 存在 Aut0(V ) 中单位元所在

连通分支中的元素 g, 使得 ω0 = g∗ω1.
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Berman 和 Berndtsson 的方法更多的是基于多重势理论, 而 Chen 等 [20] 发现了这个问题的一个

偏微分方程方法, 接下来将进一步解释.

他们的论证利用了 Chen [11] 提出的连续路径以及能量函数 Jχ 的凸性, 该函数由 Chen [11] 引入.

令 χ 是 V 上的一个闭的实 (1, 1) 形式, 定义

Jχ(φ) =

∫ 1

0

∫
V

φ

(
χ ∧

ωn−1
λφ

(n− 1)!
− χ

ωnλφ
n!

)
dλ

=
1

n!

∫
V

φ

n−1∑
k=0

χ ∧ ωk0 ∧ ωn−1−k
φ − 1

(n+ 1)!

∫
V

χφ

n∑
k=0

ωk0 ∧ ωn−kφ ,

其中

χ =

∫
V
χ ∧ ωn−1

0

(n−1)!∫
V

ωn
0

n!

.

Chen [11] 证明了泛函 Jχ 的凸性:

定理 4.4 (参见文献 [11, 命题 2]) 设 χ > 0 是一个闭的 (1, 1) 形式. 设 u0, u1 ∈ H. 令 {ut}t∈[0,1]

是连接 u0 和 u1 的 C1,1 测地线. 则 [0, 1] ∋ t→ Jχ(ut) 是凸的.

考虑到 cscK 的唯一性问题, 可以考虑 twisted K- 能量

Kχ,t = tK + (1− t)Jχ,

它是严格凸的. 根据文献 [11], 可以写出 twisted K- 能量的 Euler-Lagrange 方程:

t(Rφ −R) = (1− t)(trφχ− χ), t ∈ [0, 1]. (4.1)

根据文献 [14], 可以将上述方程重写为两个耦合方程:

det(gij̄ + φij̄) = eFdetgij̄ ,

∆φF = −
(
R− 1− t

t
χ

)
+ trφ

(
Ric− 1− t

t
χ

)
.

首先需要确保 (4.1) 可以求解的 t 的集合是开的.

引理 4.1 [14, 41,53] 假设对于某个 0 6 t0 < 1, (4.1) 在 t = t0 处有解 φ ∈ C4,α(V ), 则存在某个

δ > 0, 使得对于任意 t ∈ (t0 − δ, t0 + δ) ∩ [0, 1), (4.1) 在 C4,α 中有解.

Chen 等 [20] 展示了在 t = 1 附近求解 twisted 常标量曲率度量的开性:

定理 4.5 [20] 设 (V, ω0) 是一个紧致 Kähler 流形, 使得存在 cscK 度量 ωφ0 ∈ [ω]. 则存在 ϵ > 0

和一个光滑函数 ϕ : (1− ϵ, 1]× V → R, 使得 φt , ϕ(t, .) ∈ H∞(V ), 并且相应的度量满足方程

Rφt −R− (1− t)(trφtω − n) = 0.

此外, 存在 V 的全纯自同构 f , 使得 ωφ1 = f∗ωφ0 .

Chen 等 [20] 展示了极值度量是唯一的.

定理 4.6 [20] 设 (V, ω0) 是一个紧 Kähler 流形. 给定两个极值度量 (ωj)j=1,2 ⊂ [ω0], 存在 V 的

全纯自同构 f , 使得 f∗ω2 = ω1.
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4.2 cscK 度量的存在性与测地线稳定性

回顾第 2 节中的猜想 2.4:

猜想 4.1 [30] 假设 Aut0(V, J) = 0. 则以下命题是等价的:

(1) 在 H 中不存在常标量曲率 Kähler 度量;

(2)存在一个势函数 φ0 ∈ H0 以及一条测地线射线 ρ(t) (t ∈ [0,+∞)),使得 ρ(0) = φ0,并且 K-能

量沿着 ρ(t) 是非增的;

(3) 对于任意 Kähler 势函数 ψ ∈ H0, 存在一条测地线, 使得 ρ(0) = ψ(0), 并且 K- 能量沿着 ρ(t)

是非增的.

在上述中, H0 = H ∩ {ϕ : I(ϕ) = 0}, 这里

I(φ) =
1

(n+ 1)!

∫
V

φ
n∑
k=0

ωk0 ∧ ωn−kφ .

本小节讨论了解决这个猜想以及 Calabi 关于 cscK 度量存在性的计划, 使用的是 Kähler 度量空间的

测地线. 首先, K- 能量和函数 Jχ 可以延拓到空间 (E1, d1) 上, 并且沿有限能量测地线是凸的. 更确切

地, 有如下定理:

定理 4.7 (参见文献 [5, 定理 4.7]) K- 能量可以延拓为一个泛函 K : E1 → R ∪ {+∞}. 此外, 扩

展的泛函 K|E1 是 K|H 的最大的 d1- 下半连续延拓. 此外, K|E1 沿 E1 的任何有限能量测地线都是

凸的.

定理 4.8 (参见文献 [5, 命题 4.4 和 4.5]) 函数 Jχ 可以扩展为 E1 上的一个 d1- 连续泛函. 此外,

Jχ 沿有限能量测地线也是凸的.

接下来讨论使用上述定义的泛函和测地线来证明 cscK 度量的存在性. 由于 K- 能量沿测地线是

凸的, Chen [13] 定义了以下测地线稳定性的概念:

定义 4.1 (参见文献 [13, 定义 (3.10)]) 设 ρ(t) : [0,∞) → E1
0 是一个局部有限能量的测地线射线,

其速度为 1. 可以定义一个不变量 U([ρ]) 如下:

U([ρ]) = lim
k→∞

(K(ρ(k + 1))−K(ρ(k))).

定义 4.2 (参见文献 [13, 定义 (3.14)]) 设 φ0 ∈ E1
0 , 且 K(φ0) <∞, (M, [ω]) 在 φ0 处称为测地线

稳定的 (测地线半稳定的), 如果对于从 φ0 发起的所有局部有限的测地线射线, 它们的 U 不变量始终
严格为正 (非负). 如果在 E1

0 中的任意 φ 处都是测地线稳定的 (测地线半稳定的), 则 (M, [ω]) 称为测

地线稳定 (测地线半稳定) 的.

这里 E1
0 = E1 ∩ {ϕ : I(ϕ) = 0}. 首先记录一下关于 E1 上定义的 d1 距离和首次由文献 [4, 5] 证明

的 K- 能量的紧性定理:

定理 4.9 设 {ui}i ⊂ E1 是一个序列, 满足以下条件:

sup
i
d1(0, ui) <∞, sup

i
K(ui) <∞.

则 {ui}i 包含一个 d1- 收敛的子序列.

Chen和 Cheng [16] 证明了一个与猜想 4.1类似的版本,其中使用了文献 [4]中定义的弱测地线.使

用弱测地线的优势在于可以利用定理 4.9 提供的良好的紧性性质.
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定理 4.10 [16] 假设 Aut0(V, J) = 0. 以下陈述是等价的:

(1) 在 H 中不存在常数标量曲率 Kähler 度量;

(2) 存在一个位势 φ0 ∈ E1
0 , 并且存在一个局部有限能量的测地线射线 ρ(t) (t ∈ [0,+∞)) 使得

ρ(0) = φ0 且沿着 ρ(t) K- 能量非增;

(3) 对于任意的 Kähler 位势 ψ ∈ E1
0 , 存在一个从 ψ 发起的测地线射线 ρ(t) (t ∈ [0,+∞)) 使得

ρ(0) = ψ0 且沿着 ρ(t) K- 能量非增.

利用测地稳定性的概念, Chen 和 Cheng [16] 重新表述了上述定理:

定理 4.11 [16] 假设 Aut0(V, J) = 0. 则 (V, [ω]) 存在一个常数标量曲率 Kähler 度量当且仅当它

是测地稳定的.

他们还证明了如下定理:

定理 4.12 [15] 假设 Aut0(V, J) = 0. 常数标量曲率 Kähler度量的存在等价于 L1 测地距离下 K-

能量的强制性.

值得注意的是, 定理 4.10 后来被 Darvas 和 Lu [27] 改进为如下定理:

定理 4.13 [27] 如果假设射线属于类 C1,1̄, 则定理 4.10 仍然成立.

考虑到 C1,1̄ 几乎是连接两个光滑 Kähler 位势的测地线的最优正则性, 而一般情形下无法期望光

滑的测地线, 定理 4.13 可能是猜想 4.1 的最佳版本.
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A bird’s eye view on geodesic problems in the space of Kähler
potentials

Xiuxiong Chen, Jingrui Cheng & Yulun Xu

Abstract In this survey, we discuss the geodesic problem in the space of Kähler potentials and its applications
to constant scalar curvature Kähler (cscK) metrics. We start with the geometrical picture discovered by Mabuchi
(1987), Donaldson (1999) and Semmes (1992), and then discuss the background and recent progress on the
geodesic problem. Finally, we discuss the application of the geodesics to the existence and uniqueness of cscK
metrics.
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