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资助项目

摘要 空间数据的异质性、空间权重的内生性和解释变量的高维特征会给空间相依数据分析带来重大

挑战.本文基于 Expectile回归的稳健估计优势和惩罚压缩的有效降维能力,分别在外生空间和内生空

间权重矩阵条件下,给出高维空间滞后模型未知参数的两步与三步惩罚 Expectile估计,并在常规正则

条件下证明所提出估计的相合性和变量选择的 Oracle性质. 数值模拟显示,两步估计法能有效处理外

生空间权重矩阵条件下的稳健统计问题,同时三步估计法在外生空间和内生空间权重条件下均有优良

表现. 最后, 通过分析我国市域空气质量与经济发展的关系, 进一步验证所提出方法的有效性.
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1 引言

Expectile 回归是由 Newey 和 Powell [23] 提出的一种稳健统计分析方法, 主要利用非对称二次函

数 (asymmetric least squares, ALS) 替代分位数回归中的检验函数作为新的损失函数, 对线性模型进

行分析. 与分位数回归相比, Expectile 回归具有如下优势: 其一, 损失函数可微, 可极大优化大样本理

论性质的推导并克服分位数目标函数不可微带来的困难; 其二, 损失函数的可微性有利于未知参数的

直接估计, 所得估计量的渐近协方差矩阵将不涉及误差的密度函数估计; 最后, 由于 Expectile 回归与

分位数回归在分位点上存在一一对应关系,从而使它不仅在处理异质数据或厚尾分布数据时具有稳健

性, 而且能够全面刻画响应变量的条件分布 (参见文献 [14, 33]).

由于具有以上优势, 因而 Expectile 回归发展迅速, 并引起了学者们的广泛关注. 在截面数据分析

方面, Taylor [28]、Xie 等 [32]、Hu 等 [12] 和 Girard 等 [10] 通过构建条件自回归 Expectile 模型来评估资

产组合中的在险价值 (value at risk, VaR) 和预期不足 (expected shortfall, ES). 在面板数据分析方面,
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Barry 等 [2] 将广义矩估计方法用于分析 Expectile 回归, 随后 Barry 等 [3] 研究了固定效应 Expectile

回归模型. 在函数型数据分析方面, Mohammedi 等 [22] 在预测变量为函数、因变量为标量的模型中构

建了 Expectile 回归的核估计量并证明了相应的渐近性质; Xiao 等 [31] 提出了部分函数线性 Expectile

回归模型并对其进行统计推断, 其他研究还可参见文献 [9].

伴随信息技术的快速发展, 可获取的数据量和特征变量越来越多, 如何在众多变量中选出重要变

量构建统计模型显得尤为重要. Tibshirani [29] 运用惩罚的思想创造性地提出 LASSO (least absolute

shrinkage and selection operator) 方法解决高维回归模型的变量选择问题, 由于 LASSO 方法存在不

相合问题, 随后出现了改进的惩罚方法, 如 SCAD (smoothly clipped absolute deviation) [7] 和自适应

LASSO [35] 等. 这些方法已成功应用到了多类高维回归模型, 具体可参见文献 [1, 17]. 进一步地, 由于

高维数据中的异质性和厚尾分布难以避免, 因此人们发展了稳健的变量选择方法, 先后出现了自适应

LASSO 分位数回归分析、带 SCAD 惩罚的分位数回归分析等相关研究, 可参见文献 [8, 27, 30]. 此外,

在 Expectile回归框架下, Gu和 Zou [11]、Liao等 [18] 及 Ciuperca [4] 采用自适应 LASSO等惩罚方法研

究了高维 Expectile 线性回归模型, 给出了未知参数的大样本性质、相关算法和应用案例.

空间相依数据是人们收集到的常见数据类型之一, 处理此类数据的经典模型是 Cliff 和 Ord [5, 6]

提出的空间滞后模型, 该模型主要通过引入空间权重矩阵刻画变量间的空间相依关系, 进而分析空间

溢出效应.因此,空间权重矩阵的设定在空间回归模型的构建中十分关键.考虑到理论分析的复杂度以

及实际应用的方便性, 基于地理位置或经济关系等方式的外生设定在文献中较为普遍, 同时产生了相

关研究方法, 在低维情形下有拟最大似然 [16] 和分位数回归 [21] 等估计方法, 在高维情形下有惩罚拟似

然 [20] 和惩罚分位数 [19] 等估计与变量选择方法. 然而, 外生性的设定往往带有较大的主观性, 且当空

间权重矩阵涉及社会经济因素时, 外生性设定难以成立 (参见文献 [15]). 近年来, 内生空间权重矩阵

开始出现, 主要通过增加额外变量构建某种函数关系来表达内生性, 低维空间回归模型的统计推断得

到了进一步发展 (参见文献 [24,25]). 不过, 基于内生空间权重矩阵的高维空间模型的相关研究在文献

中尚未可见.

综上可知, 空间相依数据的稳健分析有待进一步发展, 其主要原因表现在: (1) 虽然 Expectile 回

归比分位数回归具有一定的比较优势,但目前大多数文献主要集中于非空间相依数据分析; (2)高维空

间相依数据的稳健分析开始引起学界关注, 但 Expectile 回归分析尚未开始; (3) 由于理论推导的便利,

外生空间权重矩阵下的空间回归分析更为普遍,但实际数据并非如此, 特别地, 在异质性、内生性存在

的条件下设定内生空间权重矩阵的回归分析更为合理. 因此, 本文分别基于外生空间权重矩阵和内生

空间权重矩阵的设置,对高维空间相依数据进行 Expectile回归分析,结合惩罚方法给出未知参数的稳

健估计,实现高维解释变量的选择,并建立相关大样本理论结果,最后通过数值模拟与实例分析验证所

提出方法的有效性.

本文余下内容的安排如下. 第 2节简要介绍非对称二次函数和惩罚函数. 第 3节给出空间 Expec-

tile回归分析,包括模型设定、假设条件、惩罚方法和大样本理论.第 4节考察所提出方法的数值表现,

给出不同参数条件下多种 Monte Carlo 模拟结果, 并进行对比分析. 第 5 节应用所提出方法对实际空

间相依数据进行 Expectile 回归分析. 附录给出大样本理论证明过程.

为叙述方便,以下对文中出现的部分符号进行说明. 记 Ai,n 为矩阵 An 的第 i行元素构成的列向

量, veci(An) 为矩阵 An 向量化后的第 i 个元素; ∥X∥p = [E(|X|p)]1/p 是随机向量 X 的 Lp 范数, 其

中 |X| 表示 X 的 Euclid 范数; ∥An∥∞ = maxi
∑

j |aij,n|, 其中 aij,n 为 An 的第 i 行第 j 列的元素;

l(i)表示个体 i的位置; Bs(i)表示中心在 l(i)、以 s为半径的球域; Ca 表示与 a相关的某常数, r(An)

表示矩阵 An 的谱半径; ln 是元素全为 1 的 n 维列向量.
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2 非对称二次函数和惩罚函数

2.1 非对称二次函数

对于任意实数 τ ∈ (0, 1), 非对称二次函数定义为

Ψτ (u) = |τ − I(u < 0)|u2, u ∈ (−∞,+∞).

不难发现, Ψτ (u)可导,记 ϕτ (u)和 φτ (u)分别是 Ψτ (u)可导处的一阶导数和二阶导数. 若 τ = 0.5,则

它变成对称函数, 即为二次函数; 若 τ ̸= 0.5, 则变为非对称函数, 且在远离 0.5 的地方, 非对称性将更

加明显. 因此, τ 的取值控制非对称函数 Ψτ (u) 的不对称程度, 可称为 Expectile 水平.

通常, 以非对称函数 Ψτ (u) 作为损失函数的回归称为 Expectile 回归. 当 Expectile 水平取为

0.5 时, Expectile 回归退化为最小二乘回归. 观察到 Ψτ (u) 只是适当改善了分位数回归损失函数在原

点的光滑性, 因此 Expectile 回归与分位数回归一样, 具有全面刻画因变量条件分布的能力 (参见文

献 [14,34]),并且在处理异质类数据时带有较好的稳健性,同时在数值计算和理论证明方面具有相对较

大优势.

2.2 惩罚函数

本文的惩罚函数指在变量选择研究中用来控制模型稀疏性的函数. 在理论与应用上存在 LASSO、

自适应 LASSO 和 SCAD 等多种形式, 可参见文献 [26]. 下面介绍性质较好且具有代表性的自适应

LASSO 惩罚函数和 SCAD 惩罚函数.

自适应 LASSO 函数为

pALAS
λ (|θ|) = λ

|θ̂|
r |θ|,

其中, λ 是调节参数, θ̂ 是真实 θ 的相合估计, r 为某正常数. 此函数是 Zou [35] 在 LASSO 函数的基础

上提出的, 它主要通过自适应权重改善惩罚的效果而获得未知参数估计的相合性、稀疏性与渐近正态

性等大样本性质, 从而达到有效选出重要变量的目的.

SCAD 惩罚函数为

pSCAD
λ (|θ|) =


λ|θ|, |θ| 6 λ,

− 1

2(a− 1)
(θ2 − 2aλ|θ|+ λ2), λ < |θ| 6 aλ,

a+ 1

2
λ2, |θ| > aλ,

其中, λ是调节参数, a是大于 2的某正数. 此函数是 Fan和 Li [7] 依据 LASSO函数的惩罚思想,通过

压缩力度和连续性的调整,从而避免回归模型中 LASSO惩罚出现的偏差,获得具有相合性、稀疏性和

渐近正态性的参数估计, 同时实现重要变量的选择.

3 空间 Expectile 回归分析

由于大数据易出现空间相依性、异质性和高维特征的叠加影响,从而形成高维复杂空间相依数据,

并使已有统计分析方法面临适用性和有效性问题.以下基于 Expectile方法呈现出稳健、全面、可微等
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诸多优势, 同时考虑惩罚方法的优良性、理论的完备性以及估计与算法上的差异, 尝试结合具有代表

性的 SCAD惩罚与自适应 LASSO惩罚方法,对高维空间相依数据模型进行 Expectile回归分析,包括

模型介绍、估计方法、假设条件和理论性质研究.

3.1 外生空间权重矩阵的情形

空间滞后模型是通过引入空间权重矩阵对空间相依数据进行分析的重要模型, 在区域经济学、金

融学、环境科学和流行病学等领域有着广泛应用. 在此模型中, 空间权重矩阵主要用于反映变量间的

空间相依关系, 常设定为外生的, 即按照某一邻接关系直接给定, 与模型的解释变量和误差项不相关.

定义 3.1 设 yn = (y1,n, . . . , yn,n)
T 表示响应变量的观测值, Xn 是 n× p 维观测值矩阵, 则外生

空间权重矩阵条件下的空间滞后模型为

yn = ρWnyn +Xnβ + en, (3.1)

其中, Wn 为外生空间权重矩阵, β = (β1, . . . , βp)
T 是 p 维回归系数向量, en = (e1,n, . . . , en,n)

T 为独

立同分布的随机误差项, ρ 为空间效应系数. 特别地, 当 ρ = 0 时, 模型 (3.1) 退化为普通的线性模型.

在模型 (3.1)中,若解释变量维数较高,而实际重要的变量较少,则可以考虑对回归系数 β 进行惩

罚, 结合线性模型的 Expectile 回归分析, 构造如下损失函数:

Φn(θ; τ) =
n∑

i=1

Ψτ (yi,n −XT
i,nβ − ρWT

i,nyn) + n

p∑
j=1

pλn(|θj |),

其中 θ = (βT, ρ)T = (θ1, . . . , θp+1)
T. 从而, 未知参数 θ 的估计量为

θ̂ = argmin
θ

Φn(θ; τ).

上述惩罚估计未考虑Wnyn 的内生性, 将造成空间效应系数估计不具有无偏性. 为了去掉内生性

的影响,以下引入 n× k 阶的工具变量矩阵 Qn. 然而, 由于工具变量 Qn 往往从解释变量 Xn 中选择,

所以高维解释变量的出现会使得可供选择的工具变量维数显著增加. 因此, 面对高维解释变量和工具

变量并存的情形, 本文提出如下两步惩罚 Expectile 估计:

第 1 步 选择工具变量的惩罚 Expectile 估计

κ̃ = argmin
κ

n∑
i=1

Ψτ (W
T
i,nyn −QT

i,nκ) + n
k∑

j=1

pλn(|κj |);

第 2 步 去掉内生性后的惩罚 Expectile 估计

θ̂ = argmin
θ

n∑
i=1

Ψτ (yi,n − (XT
i,n,Q

T
i,nκ̃)θ) + n

p∑
j=1

pλn(|θj |).

上述两步均选择 SCAD惩罚函数或自适应 LASSO惩罚函数,它们的优良性质有利于确保在适当

的调节参数下可以将不重要变量的系数压缩为 0, 从而同时实现未知参数的估计及重要变量选择的目

的. 选择 SCAD 惩罚函数和自适应 LASSO 惩罚函数所得的估计量分别记为 θ̂SCAD 和 θ̂ALAS.

令 Φex
n (θ; τ) =

∑n
i=1 Ψτ (yi,n − X̃T

i,nθ) + n
∑p

j=1 pλn(|θj |), X̃i,n = (XT
i,n,Q

T
i,nκ̃)

T, κ̃
P→ κ0, X

⋆
i,n =

(XT
i,n,Q

T
i,nκ0)

T, θ0 = (θT
10,0

T)T是 θ的真实值, θT
10是 q维非零参数向量,向量 X̃i,n = (X̃T

i,n1, X̃
T
i,n2)

T、
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θ̂SCAD = (θ̂T
SCAD,1, θ̂

T
SCAD,2)

T 和 θ̂ALAS = (θ̂T
ALAS,1, θ̂

T
ALAS,2)

T 是类似于 θ0 的分解, ξ̃i,n = yi,n −
X̃T

i,n1θ10, µex,φτ = limn→∞
1
n

∑n
i=1 E[φτ (ξ̃i,n)], Σ

ex
ϕτ ,11

= limn→∞
1
nVar[

∑n
i=1 ϕτ (ξ̃i,n)X̃i,n1], Σex,11 是

Σex (见假设 3.2) 左上角与 Σex
ϕτ ,11

同阶的方阵.

为了研究上述估计的大样本性质, 下面给出一些常规的正则条件.

假设 3.1 对于任意 τ ∈ (0, 1), 随机误差项 en 是连续型随机向量, 密度函数在 0 的某邻域为正,

存在正数 α, 使得 E|ei,n|4+α < ∞, 每一步估计残差的条件 τ -Expectile 为 0.

假设 3.2 µex,φτ 与 Σex
φτ ,11 可逆, 1

n

∑n
i=1 X

⋆
i,nX

⋆T
i,n 依概率 1 收敛到非奇异矩阵 Σex.

假设 3.3 对于任意 i、j 和 n, 空间权重矩阵的元素满足

wij,n > 0, wii,n = 0,
n∑

i=1

|wij |+
n∑

j=1

|wij | 6 Cw.

假设 3.4 (1) limn→∞ λn = 0;

(2) limn→∞
√
nλn = ∞;

(3) limn→∞
√
nλn = 0;

(4) limn→∞ n(r+1)/2 λn = ∞.

在经典线性模型的 Expectile 回归分析中需要误差项的 4 阶矩, 叠加空间滞后导致的内生性后需

要用到相依序列的中心极限定理, 从而使误差项的矩条件更高, 假设 3.1 对于多数常见分布是合适的,

如正态分布.每一步估计残差的条件 τ -Expectile为 0类似于均值回归中误差项的期望为 0的假设,可

以通过平移截距项达到这一要求. 假设 3.2 在一定程度上要求工具变量和解释变量观测值不相关, 当

空间效应不存在时,退化为常用条件.假设 3.3要求外生空间权重矩阵绝对行和与列和一致有界, 是常

见条件. 假设 3.4 是 SCAD 惩罚与自适应 LASSO 惩罚方法的常用条件.

定理 3.1 若假设 3.1–3.3 和 3.4(1) 成立, 则 Φex
n (θ; τ) 存在极小值点, 且有

∥θ̂SCAD − θ0∥ = OP(n
−1/2).

定理 3.2 对于定理 3.1 中 θ 的
√
n 相合估计量 θ̂SCAD = (θ̂T

SCAD,1, θ̂
T
SCAD,2)

T, 在假设 3.1–

3.3、3.4(1) 和 3.4(2) 成立的条件下, 以概率 1 满足

(1) 稀疏性: θ̂SCAD,2 = 0;

(2) 渐近正态性:
√
n(θ̂SCAD,1 − θ10)

L→ N(0, µ−2
ex,φτ

Σ−1
ex,11Σ

ex
ϕτ ,11

Σ−1
ex,11).

定理 3.3 若假设 3.1–3.3、3.4(3)和 3.4(4)成立, 则 θ 的估计量 θ̂ALAS = (θ̂T
ALAS,1, θ̂

T
ALAS,2)

T,以

概率 1 满足

(1) 稀疏性: θ̂ALAS,2 = 0;

(2) 渐近正态性:
√
n(θ̂ALAS,1 − θ10)

L→ N(0, µ−2
ex,φτ

Σ−1
ex,11Σ

ex
ϕτ ,11

Σ−1
ex,11).

假设 3.1–3.3 表明, 在外生空间权重矩阵情形下的 Expectile 回归分析中, 未知参数的 SCAD 和自

适应 LASSO 惩罚估计量具有相合性、稀疏性和渐近正态性, 在大样本条件下能够实现重要参数的有

效估计和重要变量的自动选择.

3.2 内生空间权重矩阵的情形

虽然外生空间权重矩阵的设定给空间相依数据的理论分析带来了便利,但是也给应用工作者带来

了不少困惑. 例如,空间权重矩阵的预先设定形式多样,该如何选择呢?错误的选择会对实证分析产生
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多大的影响?事实上,若空间权重矩阵具有内生性,则需要重新探究模型的构建和参数估计方法. 基于

此, Qu 和 Lee [24] 研究了带内生空间权重矩阵的空间滞后模型, 并给出如下定义.

定义 3.2 [24] 设 yn = (y1,n, . . . , yn,n)
T 为响应变量的观测值, X1n 是 n× p1 维观测值矩阵, X2n

是 n× p2 维观测值矩阵, Zn 是 n× l 维观测值矩阵, 则内生空间权重矩阵条件下的空间滞后模型为
yn = ρWnyn +X1nβ + en,

Wn = H(Zn,Dn),

Zn = X2nΓ+ Vn,

(3.2)

其中, Wn 为内生空间权重矩阵, ρ 是空间效应系数, β = (β1, . . . , βp1)
T 是 p1 维回归系数向量, en =

(e1,n, . . . , en,n)
T 为随机误差项, H(Zn,Dn) = (hij(Zn, dij))n, hij(·) 是已知的有界函数, Dn = (dij)n,

dij 为个体 i 和 j 所在位置的距离, Γ 是 p2 × l 维系数矩阵, Vn = (v1,n, . . . ,vn,n)
T 是随机扰动项矩阵,

第 i 行的元素为 vi,n = (v1,in, . . . , vl,in)
T.

注 3.1 此处的空间权重矩阵 Wn 具有随机性, 依赖于随机变量 Zn 和位置距离矩阵 Dn. 注意

到 Zn 与 Vn 相关, 当 Vn 与 en 相关时可导致 Wn 与 en 相关, 从而使空间权重矩阵产生内生性.

在模型 (3.2) 中, 不仅面临高维解释变量和工具变量, 而且还面临空间权重矩阵与空间滞后项的

双重内生性. 下面借鉴工具变量估计思想 [24], 采用工具变量去掉空间滞后项的内生性, 引入控制变量

处理空间权重矩阵的内生性, 结合 Expectile 回归与惩罚方法, 构造出三步惩罚 Expectile 估计:

第 1 步 给出 Γ 的惩罚 Expectile 估计

Γ̂ = argmin
Γ

nl∑
i=1

Ψτ (veci(Zn −X2nΓ))+n

lp2∑
j=1

pλn(|vecj(Γ)|);

第 2 步 选择工具变量的惩罚 Expectile 估计

κ̂ = argmin
κ

n∑
i=1

Ψτ (W
T
i,nyn −QT

i,nκ)+n

k∑
j=1

pλn(|κj |);

第 3 步 去掉内生性后的惩罚 Expectile 估计

ϑ̂ = argmin
ϑ

n∑
i=1

Ψτ (yi,n − (XT
i,1n,Q

T
i,nκ̂, (Zi,n −XT

i,2nΓ̂)
T)ϑ) + n

p1∑
j=1

pλn(|ϑj |),

其中, ϑ = (βT, ρ, δT)T = (ϑ1, . . . , ϑp1+l+1)
T, Qn 为 n× k 阶的工具变量矩阵, δ 的定义参见假设 3.5.

第 1 步估计出 Γ 后, Zn −X2nΓ̂ 可作为控制变量控制空间权重矩阵 Wn 的内生性; 第 2 步估计

出的 κ̂ 用于选择工具变量进而控制 Wnyn 的内生性; 第 3 步可以看成对去掉内生性后的线性模型进

行惩罚 Expectile回归分析.上述三步均选择相同的惩罚函数,在适当的调节参数下可以将非重要变量

的系数压缩为 0, 从而同步实现未知参数估计及重要变量选择的目的. 选择 SCAD 惩罚函数和自适应

LASSO 惩罚函数所得的估计量分别记为 ϑ̂SCAD 和 ϑ̂ALAS.

令

Φen
n (ϑ; τ) =

n∑
i=1

Ψτ (yi,n − X̂T
i,nϑ) + n

p1∑
j=1

pλn(|ϑj |), X̂i,n = (XT
i,1n,Q

T
i,nκ̂, Ẑ

T
i,n)

T,

Ẑi,n = (Zi,n −XT
i,2nΓ̂), κ̂

P→ κ0, Γ̂
P→ Γ0,

622



中国科学 : 数学 第 54 卷 第 4 期

X∗
i,n = (XT

i,1n,Q
T
i,nκ0,Z

∗T
i,n)

T, Z∗
i,n = (Zi,n −XT

i,2nΓ0),

µen,φτ = lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

E[φτ (ξ̂i,n)], Σen
ϕτ ,11 = lim

n→∞

1

n
Var

[ n∑
i=1

ϕτ (ξ̂i,n)X̂i,n1

]
,

ϑ0 = (ϑT
10,0

T)T 是 ϑ 的真实值, ϑT
10 是 q 维非零参数向量, ϑ̂SCAD = (ϑ̂T

SCAD,1, ϑ̂
T
SCAD,2)

T、ϑ̂ALAS =

(ϑ̂T
ALAS,1, ϑ̂

T
ALAS,2)

T 和 X̂i,n = (X̂T
i,n1, X̂

T
i,n2)

T 是类似于 ϑ0 的分解, ξ̂i,n = yi,n − X̂T
i,n1ϑ10, Σen,11 是

Σen (见假设 3.7) 左上角与 Σen
ϕτ ,11

同阶的方阵. 内生空间权重矩阵将导致模型 (3.2) 具有双重内生性,

使其与模型 (3.1) 存在较大差异.

假设 3.5 联合误差 (ei,n,v
T
i,n)

T ∼i.i.d.

(0,Σev), 其中 Σev = ( σ2
e σT

ev

σev Σv
) 是正定矩阵, Σv 是 vi,n 的

协方差阵, E(ei,n | vi,n) = vT
i,nδ, Var(ei,n | vi,n) = σ2

ξ , δ = Σ−1
v σev, σ

2
ξ = σ2

e − σT
evΣ

−1
v σev. 对于任意

τ ∈ (0, 1), 随机误差项 en 和 vi,n 是连续型随机向量, 密度函数在 0 的某邻域为正, 存在正数 α, 使

E|ei,n|4+α < ∞, E∥vi,n∥4+α < ∞, 每一步估计残差的条件 τ -Expectile 为 0.

假设 3.6 格子点集合 D ⊆ Rd0 (d0 > 1) 无穷可数. 位置函数 l : {1, 2, . . . , n} → Dn ⊆ D 是个

体 i 到其位置 l(i) ∈ Dn ⊆ Rd0 的映射. D 中不同元素位置的距离至少为 d∗ > 0, 即 dij > d∗, 其中

dij 表示个体 i 和 j 所在位置的距离, 不失一般性, 设 d∗ = 1.

假设 3.7 对于任意 i、j 和 n, 空间权重矩阵的元素满足

wij,n > 0, wii,n = 0, sup
n

∥Wn∥∞ = Cw < ∞.

未知参数空间为 Euclid空间中的紧集,真实参数为紧集中的内点, sup(|ρ|Cw) < 1. µen,φτ
与 Σen

φτ ,11 可

逆, 1
n

∑n
i=1 X

∗
i,nX

∗T
i,n 依概率 1 收敛到非奇异矩阵 Σen.

假设 3.8 (1) wij,n = hij(Zi,n,Zj,n, dij) (i ̸= j), hij(·)是 Zn 的非负、一致有界函数, 0 6 wij,n 6
c1d

−c3d0
ij (对某 c1 > 0, c3 > 3), Wn 至多存在 r 列, 它们的列和超过 Cw, 且不依赖于 n;

(2) wij,n = hij(Zi,n,Zj,n)·I(dij 6 dc)或 hij(Zi,n,Zj,n) · I(dij 6 dc)/
∑

dij6dc
hik(Zi,n,Zk,n) (i ̸= j),

wij,n = 0 (若 dij > dc > 1), 其中 hij(·) 是非负、一致有界函数.

与外生空间权重矩阵情形相比, 内生空间权重矩阵情形下的假设更加复杂. 假设 3.5 多了一些误

差项的约束条件,是依据空间权重矩阵的内生性而设定. 假设 3.6是个体空间相邻的位置条件.假设 3.7

和 3.8 是空间权重矩阵元素和结构的要求. 上述假设可参见文献 [24].

定理 3.4 若假设 3.5–3.8 和 3.4(1) 成立, 则 Φen
n (ϑ; τ) 存在极小值点, 且有

∥ϑ̂SCAD − ϑ0∥ = OP(n
−1/2).

定理 3.5 定理 3.4中 ϑ的
√
n相合估计量 ϑ̂SCAD = (ϑ̂T

SCAD,1, ϑ̂
T
SCAD,2)

T,在假设 3.5–3.8、3.4(1)

和 3.4(2) 成立的条件下, 以概率 1 满足

(1) 稀疏性: ϑ̂SCAD,2 = 0;

(2) 渐近正态性:
√
n(ϑ̂SCAD,1 − ϑ10)

L→ N(0, µ−2
en,φτ

Σ−1
en,11Σ

en
ϕτ ,11

Σ−1
en,11).

定理 3.6 若假设 3.5–3.8、3.4(3) 和 3.4(4) 成立, 则 ϑ 的估计量 ϑ̂ALAS = (ϑ̂T
ALAS,1, ϑ̂

T
ALAS,2)

T,

以概率 1 满足

(1) 稀疏性: ϑ̂ALAS,2 = 0;

(2) 渐近正态性:
√
n(ϑ̂ALAS,1 − ϑ10)

L→ N(0, µ−2
en,φτ

Σ−1
en,11Σ

en
ϕτ ,11

Σ−1
en,11).

定理 3.4–3.6 表明, 在一般正则条件下, 内生空间权重矩阵与外生空间权重矩阵的高维 Expectile

回归分析结论相似, 均具有优良的大样本性质. 当 δ = 0 时, 空间权重矩阵无内生性, 上述结论与定
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理 3.1–3.3的结论一致.本节所给的定理表明,虽然 SCAD惩罚方法和自适应 LASSO惩罚方法在调节

参数的收敛速度上存在一定差异, 但是都能有效地选出重要变量, 具有优良的 Oracle 性质.

4 数值模拟

本节将通过 Monte Carlo 模拟验证所提出方法的数值表现. 在实施过程中, 分别按照外生和内生

空间权重矩阵条件下的惩罚 Expectile 估计步骤, 使用 R 语言中的 Rmosek 包和 lars 包来求解相关优

化问题,并采用 Bayes信息准则 (Bayesian information criterion, BIC)选取调节参数 λ的最优值.本节

给出 SCAD 惩罚函数和自适应 LASSO 惩罚函数下的模拟结果, 并比较它们的异同.

样本生成过程为如下. 解释变量 X1n = (X1,1n, . . . , Xp,1n)
T 按两步来产生, 第一步从标准正态分

布中产生 n 个 p 维向量, X̃k,1n ∼ N(0, 1), k = 1, . . . , p; 第二步设置 X4,1n = Φ(X̃4,1n), Xk,1n = X̃k,1n

(k ̸= 4), Φ(·) 是标准正态分布的累积分布函数. 对于响应变量, 其生成机制如下:

yn = (In − ρWn)
−1{X1nβ + (X4,1n)en},

其中, β = (1, 1, 1, 0, . . . , 0)T 是 p维的系数向量,即前 3个解释变量是重要变量,对应的系数为 1,其余

均为非重要变量. 对内生空间权重矩阵 Wn, 首先, 生成 n 维向量

Zn = X2nΓ+ (X4,2n)Vn,

其中, X2n = (X1,2n, . . . , Xp,2n)
T = X1n, X4,2n = X4,1n, Γ = β = (1, 1, 1, 0, . . . , 0)T, Vn = (v1,n, . . . ,

vn,n)
T, en = (e1,n, . . . , en,n)

T 是误差项, (vi,n, ei,n) 是来自均值为 0、方差为 Σ、自由度为 10 的二维 t

分布, Σ = ( 1 ρev

ρev 1 ), i = 1, . . . , n. 其次, 通过 Hadamard 乘积构造内生空间权重矩阵 Wn = W d
n ◦W e

n ,

其中, W d
n 是基于 Rook 邻接关系的矩阵, 即如果第 i 个个体和第 j 个个体是相邻的, 则有 wd

ij = 1, 否

则 wd
ij = 0, i, j = 1, . . . , n. W e

n 是基于经济相似性的矩阵, 即如果 i ̸= j, 则有

we
ij =

1

|zi,n − zj,n|+ ε
,

否则 we
ij = 0, 其中, ε = 10−4, zi,n 是向量 Zn 的第 i 个分量. 最后, 按照空间回归模型的分析惯例, 将

空间权重矩阵 Wn 进行行标准化处理.

在模拟中, 使用两种相邻连接矩阵 W d
n , 第一种是基于全国 284 个地级市构造的邻接矩阵, 第二

种是基于全国 2,890个县的空间位置关系构造的邻接矩阵. 因此, 样本量分别为 n = 284和 n = 2,890.

为研究解释变量个数对数值模拟结果的影响,解释变量的个数 p分别取为 10和 100. 为产生不同程度

的内生性, 误差相关系数 ρev 取为 0 和 0.8. 此外, 模型中的空间效应系数 ρ 选取为 0.4 和 0.8.

同时, 模拟比较两种不同的惩罚估计方法: 一种是外生方法, 即在外生空间权重矩阵条件下或者

将内生空间权重矩阵看成外生的情形,用所提出的两步惩罚 Expectile方法进行模拟;另一种是内生方

法, 即在内生空间权重矩阵条件下, 用所提出的三步惩罚 Expectile 方法进行模拟. 进一步地, 本文还

将给出未知参数的高维 Expectile 回归的 Oracle 估计 (Oracle 方法), 即假设重要变量已知, 然后采用

不带惩罚的两步或三步 Expectile 方法对未知参数进行估计. 在每种设置下, 均进行 100 次模拟.

表 1 和 2 分别给出了当 n = 284, ρev = 0.8 和 n = 2, 890, ρev = 0.8 时, 3 种方法所得参数估计的

均值和标准误,每张表中上半部分对应的是 p = 10的结果,下半部分对应的是 p = 100的结果.从表 1

可以看出, 在内生空间权重矩阵条件下, 参数估计的偏差和标准误都非常小, 所提出方法的估计精度
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表 1 当 n = 284、ρev = 0.8 和 ρ = 0.4 时, 内生空间权重矩阵条件下 SCAD 惩罚的估计结果

外生方法 内生方法 Oracle 方法

τ 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75

p = 10 ρ̂ 0.4907 0.4895 0.4879 0.3993 0.3989 0.4001 0.3996 0.3989 0.3997

(0.0045) (0.0041) (0.0041) (0.0021) (0.0020) (0.0021) (0.0021) (0.0020) (0.0021)

β̂1 0.9623 0.9646 0.9618 1.0026 1.0000 1.0014 1.0029 1.0039 1.0036

(0.0048) (0.0043) (0.0046) (0.0041) (0.0036) (0.0043) (0.0040) (0.0037) (0.0041)

β̂2 0.9585 0.9620 0.9627 1.0023 0.9975 1.0013 1.0000 1.0002 0.9996

(0.0049) (0.0046) (0.0049) (0.0047) (0.0045) (0.0042) (0.0045) (0.0040) (0.0041)

β̂3 0.9631 0.9643 0.9622 1.0040 1.0002 1.0010 1.0037 1.0031 1.0017

(0.0052) (0.0048) (0.0050) (0.0047) (0.0042) (0.0045) (0.0047) (0.0042) (0.0044)

δ̂ 0.7901 0.7849 0.7846 0.8006 0.7944 0.7934

(0.0059) (0.0059) (0.0068) (0.0055) (0.0055) (0.0066)

Γ̂1 1.0003 0.9943 0.9970 1.0017 1.0003 0.9997

(0.0043) (0.0038) (0.0044) (0.0040) (0.0038) (0.0042)

Γ̂2 0.9984 0.9937 0.9992 0.9998 1.0002 1.0007

(0.0044) (0.0041) (0.0042) (0.0044) (0.0041) (0.0043)

Γ̂3 1.0039 0.9981 1.0000 1.0048 1.0032 1.0028

(0.0043) (0.0038) (0.0041) (0.0044) (0.0040) (0.0041)

p = 100 ρ̂ 0.4863 0.4834 0.4822 0.3998 0.3994 0.3999 0.3996 0.3989 0.3997

(0.0056) (0.0048) (0.0049) (0.0021) (0.0020) (0.0021) (0.0021) (0.0020) (0.0021)

β̂1 1.0096 1.0054 1.0057 1.0015 0.9992 1.0015 1.0029 1.0039 1.0036

(0.0044) (0.0041) (0.0047) (0.0044) (0.0037) (0.0043) (0.0040) (0.0037) (0.0041)

β̂2 1.0058 1.0044 1.0069 0.9999 0.9969 0.9998 1.0000 1.0002 0.9996

(0.0049) (0.0045) (0.0050) (0.0049) (0.0045) (0.0044) (0.0045) (0.0040) (0.0041)

β̂3 1.0097 1.0056 1.0059 1.0030 0.9988 1.0007 1.0037 1.0031 1.0017

(0.0054) (0.0048) (0.0051) (0.0050) (0.0043) (0.0046) (0.0047) (0.0042) (0.0044)

δ̂ 0.7930 0.7873 0.7890 0.8006 0.7944 0.7934

(0.0062) (0.0059) (0.0070) (0.0055) (0.0055) (0.0066)

Γ̂1 0.9981 0.9934 0.9958 1.0017 1.0003 0.9997

(0.0047) (0.0038) (0.0043) (0.0040) (0.0038) (0.0042)

Γ̂2 0.9964 0.9926 0.9969 0.9998 1.0002 1.0007

(0.0045) (0.0041) (0.0043) (0.0044) (0.0041) (0.0043)

Γ̂3 1.0024 0.9972 0.9995 1.0048 1.0032 1.0028

(0.0046) (0.0038) (0.0040) (0.0044) (0.0040) (0.0041)

注:内生方法指内生空间权重矩阵下的三步惩罚 Expectile方法. 外生方法指外生空间权重矩阵下的两步惩罚 Expectile

方法. Oracle 方法指已知重要变量情形下的 Expectile 方法. 小括号内的值为标准误, 后续表格类似, 将不再赘述.

较高, 与理想的 Oracle 估计方法具有可比性. 然而, 在内生空间权重矩阵的条件下, 使用外生方法得

到的估计偏差和标准误均较大, 特别地, 空间效应系数 ρ 的偏差远大于未知参数 β 的偏差, 且外生方

法严重高估了 ρ 的值. 对比表 1 上下部分可以看出, 尽管高维情形下 (p = 100) 3 种方法的估计偏差

和标准误比低维情形下 (p = 10) 大, 但总体上, 高维和低维情形下的估计值表现基本相似. 在大样本
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表 2 当 n = 2,890、ρev = 0.8 和 ρ = 0.4 时, 内生空间权重矩阵条件下 SCAD 惩罚的估计结果

外生方法 内生方法 Oracle 方法

τ 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75

p = 10 ρ̂ 0.5085 0.5078 0.5066 0.4003 0.4002 0.4004 0.4002 0.4002 0.4003

(0.0018) (0.0016) (0.0016) (0.0010) (0.0009) (0.0009) (0.0010) (0.0009) (0.0009)

β̂1 0.9410 0.9421 0.9413 0.9992 0.9998 0.9994 0.9989 0.9995 0.9990

(0.0019) (0.0018) (0.0020) (0.0021) (0.0018) (0.0018) (0.0020) (0.0018) (0.0018)

β̂2 0.9391 0.9407 0.9411 1.0001 0.9995 0.9995 0.9992 0.9988 0.9988

(0.0018) (0.0018) (0.0021) (0.0017) (0.0015) (0.0017) (0.0017) (0.0015) (0.0017)

β̂3 0.9415 0.9432 0.9433 1.0012 1.0022 1.0027 1.0005 1.0015 1.0022

(0.0018) (0.0017) (0.0019) (0.0018) (0.0017) (0.0018) (0.0018) (0.0016) (0.0018)

δ̂ 0.7967 0.7959 0.7982 0.8023 0.8001 0.8030

(0.0026) (0.0027) (0.0031) (0.0027) (0.0026) (0.0029)

Γ̂1 0.7967 0.7959 0.7982 0.8023 0.8001 0.8030

(0.0021) (0.0019) (0.0018) (0.0021) (0.0018) (0.0018)

Γ̂2 0.7967 0.7959 0.7982 0.8023 0.8001 0.8030

(0.0020) (0.0017) (0.0016) (0.0020) (0.0017) (0.0016)

Γ̂3 1.0020 1.0024 1.0030 1.0020 1.0024 1.0030

(0.0018) (0.0018) (0.0020) (0.0018) (0.0018) (0.0020)

p = 100 ρ̂ 0.5082 0.5077 0.5067 0.4005 0.4005 0.4004 0.4002 0.4002 0.4003

(0.0018) (0.0016) (0.0016) (0.0010) (0.0009) (0.0009) (0.0010) (0.0009) (0.0009)

β̂1 0.9419 0.9427 0.9417 0.9995 1.0000 1.0000 0.9989 0.9995 0.9990

(0.0019) (0.0019) (0.0020) (0.0021) (0.0018) (0.0018) (0.0020) (0.0018) (0.0018)

β̂2 0.9396 0.9415 0.9415 1.0003 1.0000 1.0003 0.9992 0.9988 0.9988

(0.0018) (0.0019) (0.0022) (0.0018) (0.0015) (0.0017) (0.0017) (0.0015) (0.0017)

β̂3 0.9421 0.9438 0.9437 1.0015 1.0022 1.0031 1.0005 1.0015 1.0022

(0.0019) (0.0018) (0.0019) (0.0017) (0.0016) (0.0018) (0.0018) (0.0016) (0.0018)

δ̂ 0.7945 0.7933 0.7943 0.8023 0.8001 0.8030

(0.0028) (0.0026) (0.0031) (0.0027) (0.0026) (0.0029)

Γ̂1 0.9991 0.9990 0.9980 0.9991 0.9989 0.9980

(0.0021) (0.0019) (0.0018) (0.0021) (0.0018) (0.0018)

Γ̂2 1.0004 1.0007 1.0012 1.0004 1.0007 1.0012

(0.0020) (0.0017) (0.0016) (0.0020) (0.0017) (0.0016)

Γ̂3 1.0020 1.0024 1.0030 1.0020 1.0024 1.0030

(0.0018) (0.0018) (0.0020) (0.0018) (0.0018) (0.0020)

情形下, 从表 2 可以看出, 各种参数估计值的精度都有所提高, 说明增大样本量可以提高估计的精度.

表 3 和 4 分别给出了当 n = 284, ρev = 0.8 和 n = 2,890, ρev = 0.8 时使用两种估计方法得到的变

量选择结果. 为评估稀疏恢复和变量选择的效果, 本文使用以下指标进行度量: (1) FZβ (未知参数 β

估计中假零的比例); (2) FNβ (未知参数 β 估计中假的非零比例); (3) pβ4 (在最后一步中 X4,1n 被选中

的概率); (4) FZΓ (未知参数 Γ 估计中假零的比例); (5) FNΓ (未知参数 Γ 估计中假的非零比例); (6)

pΓ4 (在第 1步中 X4,2n 被选中的概率).从表 3可以看出,在不同的 Expectile水平下,外生方法和内生
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表 3 当 n = 284、ρev = 0.8 和 ρ = 0.4 时, 内生空间权重矩阵条件下 SCAD 惩罚的变量选择结果

外生方法 内生方法

τ 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75

p = 10 FZβ 1 1 1 1 1 1

FNβ 0 0 0 0 0 0

pβ4
0.86 0.11 0.93 0.98 0.1 1

FZΓ 1 1 1

FNΓ 0 0 0

pΓ4 0.9 0.07 0.89

p = 100 FZβ 1 1 1 1 1 1

FNβ 0 0 0 0 0 0

pβ4
0.43 0.04 0.50 0.73 0.04 0.78

FZΓ 1 1 1

FNΓ 0 0 0

pΓ4 0.49 0.03 0.59

表 4 当 n = 2,890、ρev = 0.8 和 ρ = 0.4 时, 内生空间权重矩阵条件下 SCAD 惩罚的变量选择结果

外生方法 内生方法

τ 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75

p = 10 FZβ 1 1 1 1 1 1

FNβ 0 0 0 0 0 0

pβ4
1 0.02 1 1 0 1

FZΓ 1 1 1

FNΓ 0 0 0

pΓ4 1 0 1

p = 100 FZβ 1 1 1 1 1 1

FNβ 0 0 0 0 0 0

pβ4
1 0.02 1 1 0 1

FZΓ 1 1 1

FNΓ 0 0 0

pΓ4 1 0 1

方法都可以完全正确地选出均值 β 中的重要变量和非重要变量. 对于影响方差的重要变量 X4,1n, 在

τ = 0.25 和 τ = 0.75 处, 外生方法选出 X4,1n 的比例达到 80% 以上, 内生方法可以 100% 选出 X4,1n,

即在适当的 Expectile 水平下内生方法可有效地用于诊断异方差现象; 而在 τ = 0.5 处, 两种方法选出

X4,1n 的比例均较低, 约为 10%, 即仅用传统二次平方损失函数难以判断异方差现象; 虽然当 p = 100

时, 在 τ = 0.25 和 τ = 0.75 处挑选出重要变量 X4,1n 的比例有下降的趋势, 但是对于均值中的重要变

量, 所提出方法依然可以 100% 地挑选出重要变量和非重要变量. 进一步地, 从表 4 可以看出, 当样本

量增加到 n = 2,890 时, 外生方法和内生方法都可以将均值和方差中的重要变量完美地挑选出来. 不

过, 外生方法只执行两步估计, 它无法给出指标 FZΓ、FNΓ 和 pΓ4 的值. 总体上, 当空间权重矩阵具

有内生性时, 本文所提出的内生方法比外生方法具有更好的数值表现.
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为观察空间效应的增强对估计和变量选择的影响, 表 5 和 6 分别给出了在 n = 284、ρev = 0.8 和

ρ = 0.8 条件下 SCAD 估计与变量选择的结果. 不难发现, 在内生空间权重矩阵条件下, 当空间效应增

强后, 外生方法的估计精度和变量选择效果会降低较多, 而内生方法影响相对较小. 可能的原因是空

间效应的增大导致内生空间权重矩阵的内生性更强, 从而降低外生方法的应用效果.

表 7 和 8 分别给出了在 n = 284、ρev = 0.8 和 ρ = 0.4 条件下自适应 LASSO 方法的参数估计与

表 5 当 n = 284、ρev = 0.8 和 ρ = 0.8 时, 内生空间权重矩阵条件下 SCAD 惩罚的估计结果

外生方法 内生方法 Oracle 方法

τ 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75

p = 10 ρ̂ 0.8380 0.8553 0.8399 0.7988 0.7989 0.8001 0.7997 0.7995 0.8002

(0.0029) (0.0077) (0.0025) (0.0011) (0.0011) (0.0012) (0.0010) (0.0009) (0.0010)

β̂1 0.9863 0.9883 0.9839 1.0146 1.0092 1.0050 1.0052 1.0038 1.0035

(0.0098) (0.0102) (0.0081) (0.0071) (0.0062) (0.0075) (0.0042) (0.0037) (0.0043)

β̂2 0.9866 0.9872 0.9905 1.0125 1.0062 1.0109 1.0006 1.0002 0.9999

(0.0093) (0.0100) (0.0101) (0.0079) (0.0073) (0.0081) (0.0046) (0.0040) (0.0044)

β̂3 0.9913 0.9940 0.9811 1.0126 1.0045 1.0095 1.0042 1.0032 1.0016

(0.0102) (0.0123) (0.0087) (0.0088) (0.0078) (0.0085) (0.0047) (0.0042) (0.0043)

δ̂ 0.7319 0.7440 0.7310 0.7979 0.7944 0.7925

(0.0143) (0.0125) (0.0140) (0.0056) (0.0055) (0.0067)

Γ̂1 1.0003 0.9943 0.9970 1.0017 1.0003 0.9997

(0.0043) (0.0038) (0.0044) (0.0040) (0.0038) (0.0042)

Γ̂2 0.9984 0.9937 0.9992 0.9998 1.0002 1.0007

(0.0044) (0.0041) (0.0042) (0.0044) (0.0041) (0.0043)

Γ̂3 1.0039 0.9981 1.0000 1.0048 1.0032 1.0028

(0.0043) (0.0038) (0.0041) (0.0044) (0.0040) (0.0041)

p = 100 ρ̂ 0.8294 0.8688 0.8362 0.8024 0.8027 0.8021 0.7997 0.7995 0.8002

(0.0066) (0.0117) (0.0106) (0.0013) (0.0012) (0.0011) (0.0010) (0.0009) (0.0010)

β̂1 1.1850 1.1817 1.1816 1.0139 1.0078 1.0095 1.0052 1.0038 1.0035

(0.0116) (0.0118) (0.0111) (0.0082) (0.0076) (0.0087) (0.0042) (0.0037) (0.0043)

β̂2 1.1777 1.1796 1.1754 1.0039 1.0016 1.0079 1.0006 1.0002 0.9999

(0.0124) (0.0118) (0.0142) (0.0087) (0.0083) (0.0090) (0.0046) (0.0040) (0.0044)

β̂3 1.1778 1.1670 1.1751 1.0113 1.0039 1.0037 1.0042 1.0032 1.0016

(0.0150) (0.0137) (0.0150) (0.0102) (0.0091) (0.0093) (0.0047) (0.0042) (0.0043)

δ̂ 0.7160 0.7236 0.7208 0.7979 0.7944 0.7925

(0.0154) (0.0137) (0.0150) (0.0056) (0.0055) (0.0067)

Γ̂1 0.9981 0.9934 0.9958 1.0017 1.0003 0.9997

(0.0047) (0.0038) (0.0043) (0.0040) (0.0038) (0.0042)

Γ̂2 0.9964 0.9926 0.9969 0.9998 1.0002 1.0007

(0.0045) (0.0041) (0.0043) (0.0044) (0.0041) (0.0043)

Γ̂3 1.0024 0.9972 0.9995 1.0048 1.0032 1.0028

(0.0046) (0.0038) (0.0040) (0.0044) (0.0040) (0.0041)
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变量选择结果. 可以看出, 在自适应 LASSO 惩罚函数下, 本文所提出的方法在不同的 Expectile 水平

下仍可达到非常精确的估计结果, 并有效地实现变量选择的目的. 不过, 从估计精度与变量选择的效

果上看, SCAD惩罚方法稍优于自适应 LASSO惩罚方法; 从当前算法的运算时间上看 (为优化本文布

局未给出), 自适应 LASSO 惩罚方法明显优于 SCAD 惩罚方法, 平均时间可节省 50% 以上. 因此, 两

种方法各有优劣, 在应用上可依据不同条件选择使用.

表 6 当 n = 284、ρev = 0.8 和 ρ = 0.8 时, 内生空间权重矩阵条件下 SCAD 惩罚的变量选择结果

外生方法 内生方法

τ 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75

p = 10 FZβ 1 1 1 1 1 1

FNβ 0.02 0.01 0.01 0 0 0

pβ4
0.43 0.22 0.40 0.68 0.18 0.62

FZγ 1 1 1

FNγ 0 0 0

pγ4 0.90 0.07 0.89

p = 100 FZβ 1 1 1 1 1 1

FNβ 0 0 0 0 0 0

pβ4
0.11 0.06 0.13 0.30 0.07 0.30

FZγ 1 1 1

FNγ 0 0 0

pγ4 0.50 0.03 0.59

表 7 当 n = 284、ρev = 0.8 和 ρ = 0.4 时, 内生空间权重矩阵条件下自适应 LASSO 惩罚的估计结果

外生方法 内生方法 Oracle 方法

τ 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75

p = 10 ρ̂ 0.4907 0.4895 0.4879 0.4012 0.3997 0.4013 0.4015 0.3997 0.4018

(0.0045) (0.0041) (0.0041) (0.0021) (0.0020) (0.0022) (0.0023) (0.0022) (0.0024)

β̂1 0.9623 0.9646 0.9618 0.9975 0.9936 0.9945 0.9970 0.9933 0.9946

(0.0048) (0.0043) (0.0046) (0.0045) (0.0037) (0.0043) (0.0044) (0.0038) (0.0044)

β̂2 0.9585 0.9620 0.9627 0.9949 0.9918 0.9933 0.9941 0.9910 0.9927

(0.0049) (0.0046) (0.0049) (0.0051) (0.0044) (0.0046) (0.0052) (0.0046) (0.0047)

β̂3 0.9631 0.9643 0.9622 0.9985 0.9929 0.9936 0.9982 0.9928 0.9937

(0.0052) (0.0048) (0.0050) (0.0050) (0.0041) (0.0045) (0.0052) (0.0043) (0.0048)

δ̂ 0.7820 0.7822 0.7761 0.7825 0.7828 0.7768

(0.0061) (0.0059) (0.0070) (0.0061) (0.0059) (0.0069)

Γ̂1 0.9956 0.9877 0.9901 0.9958 0.9876 0.9908

(0.0046) (0.0036) (0.0041) (0.0045) (0.0037) (0.0041)

Γ̂2 0.9931 0.9877 0.9918 0.9934 0.9877 0.9924

(0.0047) (0.0038) (0.0045) (0.0046) (0.0038) (0.0045)

Γ̂3 0.9989 0.9910 0.9935 0.9992 0.9909 0.9940

(0.0044) (0.0034) (0.0040) (0.0044) (0.0034) (0.0041)
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(续表)

外生方法 内生方法 Oracle 方法

τ 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75

p = 100 ρ̂ 0.4863 0.4834 0.4822 0.3938 0.4003 0.3892 0.4015 0.3997 0.4018

(0.0056) (0.0048) (0.0049) (0.0060) (0.0020) (0.0072) (0.0023) (0.0022) (0.0024)

β̂1 1.0096 1.0054 1.0057 0.9981 0.9931 0.9845 0.9970 0.9933 0.9946

(0.0044) (0.0041) (0.0047) (0.0049) (0.0037) (0.0111) (0.0044) (0.0038) (0.0044)

β̂2 1.0058 1.0044 1.0069 0.9928 0.9910 0.9826 0.9941 0.9910 0.9927

(0.0049) (0.0045) (0.0050) (0.0060) (0.0044) (0.0110) (0.0052) (0.0046) (0.0047)

β̂3 1.0097 1.0056 1.0059 0.9983 0.9919 0.9821 0.9982 0.9928 0.9937

(0.0054) (0.0048) (0.0051) (0.0058) (0.0040) (0.0110) (0.0052) (0.0043) (0.0048)

δ̂ 0.7876 0.7833 0.7747 0.7825 0.7828 0.7768

(0.0070) (0.0059) (0.0108) (0.0061) (0.0059) (0.0069)

Γ̂1 0.9929 0.9873 0.9873 0.9958 0.9876 0.9908

(0.0047) (0.0036) (0.0041) (0.0045) (0.0037) (0.0041)

Γ̂2 0.9890 0.9871 0.9885 0.9934 0.9877 0.9924

(0.0047) (0.0039) (0.0046) (0.0046) (0.0038) (0.0045)

Γ̂3 0.9964 0.9905 0.9905 0.9992 0.9909 0.9940

(0.0044) (0.0034) (0.0041) (0.0044) (0.0034) (0.0041)

表 8 当 n = 284、ρev = 0.8 和 ρ = 0.4 时, 内生空间权重矩阵条件下自适应 LASSO 惩罚的变量选择结果

外生方法 内生方法

τ 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75

p = 10 FZβ 1 1 1 1 1 1

FNβ 0 0 0 0 0 0

pβ4
0.86 0.11 0.93 0.79 0 0.83

FZγ 1 1 1

FNγ 0 0 0

pγ4 0.78 0.01 0.83

p = 100 FZβ 1 1 1 1 1 1

FNβ 0 0 0 0 0 0

pβ4
0.43 0.04 0.50 0.40 0.01 0.47

FZγ 1 1 1

FNγ 0 0 0

pγ4 0.41 0.02 0.48

表 9 和 10 给出当 n = 284, ρev = 0 时参数估计和变量选择的结果. 在 ρev = 0 的条件下, 空间权

重矩阵的内生性将消失,这时外生方法和内生方法在理论上应具有相同的效果.从表 9可以看出,在各

种情形下, 本文所提出的三步内生方法和两步外生方法的数值估计结果具有高度可比性. 从表 10 可

以看出, 内生方法和外生方法在不同 Expectile 水平下的变量选择结果基本相似. 对于均值中的重要

变量,内生方法和外生方法变量选择的结果完全相同.对于方差中的重要变量,在 τ = 0.25和 τ = 0.75
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表 9 当 n = 284、ρev = 0 和 ρ = 0.4 时, 外生空间权重矩阵条件下 SCAD 惩罚的估计结果

外生方法 内生方法 Oracle 方法

τ 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75

p = 10 ρ̂ 0.3991 0.3991 0.3961 0.3966 0.3970 0.3965 0.3949 0.3953 0.3950

(0.0038) (0.0034) (0.0037) (0.0035) (0.0033) (0.0036) (0.0036) (0.0035) (0.0037)

β̂1 1.0105 1.0106 1.0109 1.0091 1.0114 1.0101 1.0054 1.0072 1.0067

(0.0043) (0.0038) (0.0043) (0.0043) (0.0039) (0.0044) (0.0043) (0.0040) (0.0043)

β̂2 1.0040 1.0050 1.0084 1.0036 1.0045 1.0071 1.0005 1.0015 1.0034

(0.0045) (0.0042) (0.0043) (0.0045) (0.0041) (0.0044) (0.0045) (0.0041) (0.0043)

β̂3 1.0076 1.0059 1.0079 1.0064 1.0066 1.0061 1.0034 1.0037 1.0027

(0.0051) (0.0044) (0.0049) (0.0052) (0.0047) (0.0049) (0.0048) (0.0044) (0.0046)

δ̂ −0.0330 −0.0345 −0.0414 0.0004 −0.0053 −0.0099

(0.0084) (0.0075) (0.0086) (0.0078) (0.0072) (0.0080)

Γ̂1 0.9978 0.9926 0.9958 0.9989 0.9979 0.9977

(0.0045) (0.0038) (0.0044) (0.0042) (0.0040) (0.0042)

Γ̂2 0.9987 0.9949 0.9994 1.0001 1.0005 0.9996

(0.0046) (0.0040) (0.0043) (0.0045) (0.0041) (0.0043)

Γ̂3 1.0023 0.9986 1.0002 1.0037 1.0030 1.0030

(0.0042) (0.0037) (0.0042) (0.0041) (0.0038) (0.0042)

p = 100 ρ̂ 0.4000 0.3990 0.3961 0.3983 0.3970 0.3964 0.3949 0.3953 0.3950

(0.0048) (0.0040) (0.0042) (0.0037) (0.0034) (0.0036) (0.0036) (0.0035) (0.0037)

β̂1 1.0371 1.0362 1.0360 1.0123 1.0135 1.0130 1.0054 1.0072 1.0067

(0.0043) (0.0039) (0.0046) (0.0046) (0.0042) (0.0048) (0.0043) (0.0040) (0.0043)

β̂2 1.0312 1.0307 1.0334 1.0071 1.0086 1.0095 1.0005 1.0015 1.0034

(0.0047) (0.0043) (0.0044) (0.0048) (0.0043) (0.0047) (0.0045) (0.0041) (0.0043)

β̂3 1.0326 1.0310 1.0319 1.0074 1.0081 1.0077 1.0034 1.0037 1.0027

(0.0053) (0.0048) (0.0050) (0.0053) (0.0047) (0.0050) (0.0048) (0.0044) (0.0046)

δ̂ −0.0586 −0.0540 −0.0675 0.0004 −0.0053 −0.0099

(0.0088) (0.0077) (0.0089) (0.0078) (0.0072) (0.0080)

Γ̂1 0.9973 0.9923 0.9954 0.9989 0.9979 0.9977

(0.0046) (0.0040) (0.0044) (0.0042) (0.0040) (0.0042)

Γ̂2 0.9983 0.9947 0.9973 1.0001 1.0005 0.9996

(0.0047) (0.0040) (0.0046) (0.0045) (0.0041) (0.0043)

Γ̂3 1.0015 0.9983 1.0003 1.0037 1.0030 1.0030

(0.0043) (0.0037) (0.0042) (0.0041) (0.0038) (0.0042)

下, 两种方法都可以相当高的比例将影响方差的重要变量挑选出来, 从而说明数据中存在异方差的现

象. 表 11 和 12 给出了当 n = 2,890、ρev = 0 时两种方法的参数估计和变量选择结果. 与表 9 和 10 相

比,由于样本量变大,因此,表 11和 12中的估计结果与变量选择精度将显著提高,特别地,在 τ = 0.25

和 τ = 0.75 处, 可以以 100% 的概率挑选出影响方差的重要变量. 因此, 外生空间权重矩阵下, 内生方

法仍具有优良表现.

631



刘宣等: 高维空间相依数据的 Expectile 回归分析

综上可以看出,本文所提出的外生方法可以较好地处理外生空间权重矩阵下的参数估计与变量选

择问题, 同时, 所提出的内生方法不仅适用于内生空间权重矩阵下的情形, 也适用于外生空间权重矩

阵下的情形. 当空间权重矩阵外生时, 内生方法和外生方法具有可比性; 当空间权重矩阵内生时, 与外

生方法相比, 内生方法估计精度更高, 变量选择结果更精确. 进一步地, 本文所提出的方法不仅可用于

处理高维数据, 而且还可用于诊断数据中的异方差现象.

表 10 当 n = 284、ρev = 0 和 ρ = 0.4 时, 外生空间权重矩阵条件下 SCAD 惩罚的变量选择结果

外生方法 内生方法

τ 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75

p = 10 FZβ 1 1 1 1 1 1

FNβ 0 0 0 0 0 0

pβ4
0.82 0.13 0.83 0.85 0.11 0.84

FZΓ 1 1 1

FNΓ 0 0 0

pΓ4 0.83 0.06 0.86

p = 100 FZβ 1 1 1 1 1 1

FNβ 0 0 0 0 0 0

pβ4
0.45 0.03 0.46 0.42 0.02 0.40

FZΓ 1 1 1

FNΓ 0 0 0

pΓ4 0.46 0 0.56

表 11 当 n = 2,890、ρev = 0 和 ρ = 0.4 时, 外生空间权重矩阵条件下 SCAD 惩罚的估计结果

外生方法 内生方法 Oracle 方法

τ 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75

p = 10 ρ̂ 0.3985 0.3989 0.3980 0.3987 0.3988 0.3979 0.3985 0.3988 0.3977

(0.0017) (0.0016) (0.0016) (0.0017) (0.0016) (0.0017) (0.0017) (0.0016) (0.0017)

β̂1 0.9994 1.0007 1.0017 1.0000 1.0008 1.0020 0.9997 1.0007 1.0018

(0.0018) (0.0017) (0.0019) (0.0019) (0.0018) (0.0020) (0.0019) (0.0017) (0.0019)

β̂2 0.9986 0.9984 0.9985 0.9993 0.9985 0.9986 0.9989 0.9984 0.9986

(0.0017) (0.0016) (0.0020) (0.0016) (0.0017) (0.0020) (0.0017) (0.0016) (0.0020)

β̂3 1.0000 1.0012 1.0017 1.0007 1.0013 1.0020 1.0002 1.0012 1.0019

(0.0018) (0.0017) (0.0018) (0.0018) (0.0017) (0.0017) (0.0019) (0.0017) (0.0018)

δ̂ −0.0030 0.0004 −0.0003 0.0007 0.0009 0.0016

(0.0050) (0.0039) (0.0043) (0.0042) (0.0039) (0.0040)

Γ̂1 0.9984 0.9988 0.9985 0.9985 0.9987 0.9985

(0.0023) (0.0018) (0.0017) (0.0022) (0.0018) (0.0017)

Γ̂2 1.0017 1.0018 1.0022 1.0018 1.0018 1.0022

(0.0020) (0.0016) (0.0015) (0.0020) (0.0016) (0.0015)

Γ̂3 1.0020 1.0023 1.0032 1.0020 1.0023 1.0031

(0.0019) (0.0019) (0.0021) (0.0019) (0.0019) (0.0021)
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(续表)

外生方法 内生方法 Oracle 方法

τ 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75

p = 100 ρ̂ 0.4039 0.4011 0.4034 0.3990 0.3993 0.3982 0.3985 0.3988 0.3977

(0.0018) (0.0016) (0.0016) (0.0017) (0.0017) (0.0017) (0.0017) (0.0016) (0.0017)

β̂1 1.0027 1.0009 1.0046 0.9997 1.0006 1.0017 0.9997 1.0007 1.0018

(0.0021) (0.0017) (0.0023) (0.0019) (0.0018) (0.0020) (0.0019) (0.0017) (0.0019)

β̂2 1.0019 0.9985 1.0017 0.9992 0.9982 0.9985 0.9989 0.9984 0.9986

(0.0018) (0.0016) (0.0025) (0.0016) (0.0017) (0.0020) (0.0017) (0.0016) (0.0020)

β̂3 1.0033 1.0016 1.0051 1.0005 1.0010 1.0018 1.0002 1.0012 1.0019

(0.0021) (0.0017) (0.0021) (0.0018) (0.0017) (0.0017) (0.0019) (0.0017) (0.0018)

δ̂ −0.0026 0.0002 0.0004 0.0007 0.0009 0.0016

(0.0051) (0.0039) (0.0041) (0.0042) (0.0039) (0.0040)

Γ̂1 0.9985 0.9987 0.9986 0.9985 0.9987 0.9985

(0.0022) (0.0018) (0.0017) (0.0022) (0.0018) (0.0017)

Γ̂2 1.0019 1.0018 1.0022 1.0018 1.0018 1.0022

(0.0020) (0.0016) (0.0015) (0.0020) (0.0016) (0.0015)

Γ̂3 1.0020 1.0024 1.0031 1.0020 1.0023 1.0031

(0.0019) (0.0019) (0.0021) (0.0019) (0.0019) (0.0021)

表 12 当 n = 2,890、ρev = 0 和 ρ = 0.4 时, 外生空间权重矩阵条件下 SCAD 惩罚的变量选择结果

外生方法 内生方法

τ 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75

p = 10 FZβ 1 1 1 1 1 1

FNβ 0 0 0 0 0 0

pβ4
1 0 1 1 0 1

FZΓ 1 1 1

FNΓ 0 0 0

pΓ4 1 0 1

p = 100 FZβ 1 1 1 1 1 1

FNβ 0 0 0 0 0 0

pβ4
1 0 1 1 0 1

FZΓ 1 1 1

FNΓ 0 0 0

pΓ4 1 0 1

5 实例分析

本节研究空气质量与地区经济发展之间的关系, 响应变量选取为废气污染物排放量, 解释变量包

括一般公共预算收入、一般公共预算支出、城市建成区面积、人口数、人口密度、工业企业数、人均绿

地面积、就业人数、社会消费品零售总额、普通高中数量、普通初中数量、普通小学数量、医疗卫生机

633



刘宣等: 高维空间相依数据的 Expectile 回归分析

构数量、教育支出、平均工资、外国直接投资、第二产业占地区生产总值的比重和污水处理率等. 本

文分析的数据为 2021 年我国 284 个地级及以上城市的数据, 数据的主要来源为《中国城市统计年鉴

(2021 年)》以及国家统计局和地方统计局的官方网站, 极少数缺失数据采用线性插值法和平均趋势法

补全.

依据 Newey 和 Powell [23] 提供的异质性检验方法, 并考虑到检验统计量渐近分布估计的困难, 本

文基于 10,000 次 Monte Carlo 模拟给出了响应变量分布异质性检验的结果, 其中, 卡方检验统计量的

值为 149.80, 在显著性水平 0.05 的条件下临界值为 84.60, 因此可以认为响应变量的分布存在异质性,

故以下采用稳健的 Expectile 回归方法对该数据进行统计分析.

为揭示和探索空间数据的异质性和空间权重矩阵的内生性, 并选取重要的解释变量, 本文采用外

生和内生两种高维 Expectile 方法对实际数据进行分析, 分位数 τ 分别取为 0.25、0.50 和 0.75. 在外

生方法中, 空间权重矩阵取为 Rook 矩阵; 在内生方法中, 空间权重矩阵与数值模拟中的取法一致, 其

中变量 Zn 取为 2021 年每个城市的 GDP, 同时由于重要的解释变量未知, 且为了避免选择的主观性,

故 X2n 取遍所有的解释变量, 即设定 X2n = X1n, 运行结果总结如表 13 所示.

从表 13 可以得到以下结论:

(1)在内生性识别方面, 根据本文所提出的惩罚 Expectile估计方法, 通过参数 δ 的估计值来识别,

不难看出, 在不同 Expectile 水平下, δ̂ 均显著非零. 因此, 可以认为空间权重矩阵存在内生性.

表 13 空气质量与地区经济发展关系的 Expectile 回归分析结果

外生方法 内生方法

τ 0.25 0.50 0.75 0.25 0.50 0.75

δ̂ 10.8843 21.0928 37.0697

ρ̂ 0.1554 0.1742 0.4736 −0.0894 −0.1493 0.0967

一般公共预算收入 0 0 0 0 0 0

一般公共预算支出 8.611 9.8602 14.1894 5.21 8.3311 14.2507

城市建成区面积 0 0 0 0 0 0

人口数 8.3687 9.1626 17.355 6.0428 10.0122 21.4879

人口密度 0 0 0 0 0 0

工业企业数 0 0 −3.8554 0 0 −1.9102

人均绿地面积 0 0 0 0 0 0

就业人数 −3.2429 −4.1976 −4.8292 −3.8685 −4.6695 −6.4621

社会消费品零售总额 −9.2051 −9.8799 −6.4453 −9.0575 −9.3018 −6.6295

普通高中数量 0 0 0 0 0 0

普通初中数量 −4.959 −4.9668 −4.9497 −4.7901 −5.2822 −6.3262

普通小学数量 0 0 0 0 0 0

医疗卫生机构数量 6.7134 7.5952 0 8.6426 7.845 0

教育支出 −4.357 −5.0645 −10.009 0 −3.7912 −10.8649

平均工资 0 0 0 0 0 0

外国直接投资 0 0 0 0 0 0

第二产业占地区生产总值的比重 3.8912 5.5083 8.0038 3.8079 5.5963 8.0914

污水处理率 0 0 0 0 0 0
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(2)在空间相关性方面,由于不同城市间的相互影响方向和程度主要由空间效应系数 ρ决定,因此

我们可依据其符号和大小进行分析.对于外生方法,参数 ρ的估计皆为正数,这反映出在不同 Expectile

水平下,相邻城市的影响均具有正向作用. 然而,对于内生方法,在不同 Expectile水平下,参数 ρ的估

计符号并不相同, 具体而言, 在高 Expectile 水平处, 内生方法的参数估计 ρ̂ > 0, 这意味着在高污染地

区, 相邻城市对本地区的污染排放量具有正向影响, 即相邻城市会加剧本地的空气污染程度; 在中低

Expectile 水平处, 内生方法的参数估计 ρ̂ < 0, 这意味着在低度污染或中等污染的地区, 相邻城市对本

地区的污染排放量具有负向影响, 即相邻城市会减轻本地区的空气污染程度.

(3) 在异质性诊断方面, 当 τ = 0.5 时, 工业企业数这个变量的系数估计为 0, 即在中 Expectile 水

平处, 工业企业数对污染量的均值影响不显著; 然而, 当 τ = 0.75 时, 工业企业数的系数显著不为 0,

因此, 可以推断出工业企业数主要影响空气污染物的方差, 即数据中存在异质性. 特别地, 当 τ = 0.75

时, 工业企业数的系数显著不为 0, 且系数的绝对值大于 1, 故说明在高 Expectile 水平处, 工业企业数

越多, 空气污染物浓度的波动会越大.

(4) 在变量选取方面, 对不同的 Expectile 水平, 外生和内生两种方法选取出的重要变量集基本相

同, 特别需要注意的是, 医疗卫生机构数的影响只表现在中低 Expectile 水平上, 在高 Expectile 水平

上, 医疗卫生机构数的影响不显著. 在选取出的重要变量中, 一般公共预算支出、人口数、医疗卫生机

构数和第二产业占地区生产总值的比重对响应变量具有正向的影响效应, 即城市一般公共预算支出、

人口数和医疗卫生机构数越多, 第二产业占地区生产总值的比重越大, 城市的废气污染物排放量一般

也会越多. 这也与我国当前的实际情形基本吻合, 特别地, 对于人口数量多的城市, 为了发展经济、增

加就业, 第二产业发展力度一般会较大, 从而造成城市废气污染物排放量增多. 此外, 在选取出的重要

变量中, 就业人数、普通中学数量和教育支出对响应变量具有负向的影响效应, 即城市就业人数和普

通中学的数量越多, 教育支出越大, 城市的废气污染物排放量会相对减少, 这间接反映出随着公众文

明素养的提高, 城市经济发展更注重发展质量.
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附录 A

附录 A.1 相关引理及证明

在模型 (3.2) 下, 当 δ = 0 时, 内生空间权重矩阵条件下的 Expectile 惩罚损失函数将退化为

外生空间权重矩阵情形下的目标函数, 且外生空间权重矩阵在行和与列和一致有界的条件下满足假

设 3.8(1) 中内生权重矩阵的假设. 因而其证明思路大同小异. 为简洁起见, 以下只给出内生空间权重

矩阵情形下的证明过程.
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借鉴近邻相依 (near-epoch dependence, NED)的概念与相关概率极限定理 [13, 24],接下来给出大样

本性质证明所需要的若干引理.

记 Fi,n(s)为由位于球域 Bi(s)的随机向量 ζj,n(s)产生的 σ 域, Xned = {Xned
i,n , l(i) ∈ Dn, n > 1}

和 ζ = {ζi,n, l(i) ∈ Dn, n > 1} 为随机域, d = {di,n, l(i) ∈ Dn, n > 1} 为有限正常数阵列, D 为 d0 维

的 Euclid 空间.

定义 A.1 设 ∥Xned
i,n ∥k < ∞ (k > 1),Dn ⊂ D 且其势为 n. 若对于满足 lims→∞ g(s) = 0 的函数

g(s), 有 ∥Xned
i,n − E(Xned

i,n | Fi,n(s))∥k 6 di,ng(s), 则称随机域 Xned 是关于随机域 ζ 的 Lk-NED. 不失

一般性,假定 g(s)是非增的,并称其为 NED系数, di,n 称为 NED尺度因子. 若对某常数 a和 b (0 < a

< b),有 g(s) = O(s−b),则称 Xned 是在 −a水平下关于随机域 ζ 的 NED.若 supn supl(i)∈Dn
di,n < ∞,

则称 Xned 一致地 Lk-NED 于随机域 ζ.

令 ζi,n = (ein,v
T
i,n)

T, Xn = (X1n,X2n), ζ
∗
i,1n(ϑ) = f1i(ζi,n,Xn,Qn,ϑ), ζ

∗
i,1n = f1i(ζi,n,Xn,Qn,

ϑ0), ζ
∗
i,2n(ϑ) = f2i(ζi,n,Xn,Qn,ϑ), ζ

∗
i,2n = f2i(ζi,n,Xn, Qn,ϑ0), ζ

∗
kn = (ζ∗

i,kn, . . . , ζ
∗
i,kn)

T, k = 1, 2, 其

中 f1i 和 f2i 分别是当其他分量不变时关于 ϑ 的多项式函数和非对称二次函数的导函数.

引理 A.1 在假设 3.6 下, 若随机域 {Xned
i,n , i ∈ Dn, n > 1} 是关于独立同分布随机域 ζ 的 L1-

NED, 且对于某个 p > 1, {Xned
i,n } 是一致 Lp 有界的, 则有

1

n

n∑
i=1

[Xned
i,n − E(Xned

i,n )]
L1→ 0.

引理 A.2 在假设 3.6 下, 若随机域 {Xned
i,n , i ∈ Dn, n > 1} 是关于独立同分布随机域 ζ 的 L2-

NED,且对于某正数 α, {Xned
i,n }是一致 L2+α 有界的, infn

1
nVar(

∑n
i=1 X

ned
i,n ) > 0,

∑∞
k=1 k

d0−1g(k) < ∞,

supn,i∈D di,n < ∞, 则有( n∑
i=1

[Xned
i,n − E(Xned

i,n )]

)/
Var

( n∑
i=1

Xned
i,n

)
L→ N(0, 1).

引理 A.3 设 An 等于 Wn 或 Gn(ρ), gi,kn(m) = eTu,inA
m
n ζ∗

kna, eu,in 是第 i 个元素为 1 其余元

素为 0 的 n 维向量, k = 1, 2, m 为非负整数, a 是常数向量. 若假设 3.5–3.8 及 supi,n ∥ζ∗
i,kn∥p < ∞ 成

立, 则有

sup
i,n

∥gi,kn(m)∥p 6 Camp, sup
i,n

∥gi,kn(m)− E(gi,kn(m) | Fi,n(s))∥p 6 Campg(s),

其中 g(s) 满足
∑∞

k=1 k
d0−1g(k) < ∞.

证明 考虑到非对称二次函数的导数受其解释变量的线性变换所控制, 于是在 supi,n ∥ζ∗
i,kn∥p <

∞ 的条件下可类比文献 [24, 命题 C.1.6–C.2.6] 的推导获得引理 A.3 的结论.

引理 A.4 在假设 3.5–3.8 及 supi,n ∥ζ∗
i,kn∥4 < ∞ (k = 1, 2) 成立的条件下, 有

1

n
E|aTζ∗T

1nMnζ
∗
2nb| = O(1),

1

n
[aTζ∗T

1nMnζ
∗
2nb− E(aTζ∗T

1nMnζ
∗
2nb)] = oP(1),

其中, Mn = MT
1nM2nM1n,M2n 是 Wn 或 Gn 的非负整数次方, Gn = Wn(In − ρ0Wn)

−1.

证明 令 aTζ∗T
1nMnζ

∗
2nb =

∑n
i=1 gi,n =

∑n
i=1 gi,1ngi,2n =

∑n
i=1 (e

T
u,inM1nζ

∗
i,1na · eTu,inM2nζ

∗
i,2nb).

由引理 A.1, 只需要证明 gi,n 是关于 ζ 的 L1-NED 且一致 Lp 有界, p > 1.
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应用条件 Jensen 不等式和引理 A.3, 得

∥gi,1n − E(gi,1n | Fi,n(s))∥4 6 ∥gi,1n∥4 + ∥E(gi,1n | Fi,n(s))∥4 6 2∥gi,1n∥4 < ∞.

进一步地, 由 Hölder 不等式和引理 A.3 知,

∥gi,n − E(gi,n | Fi,n(s))∥2 6 ∥gi,1ngi,2n − E(gi,1n | Fi,n(s))E(gi,2n | Fi,n(s))∥2

6 ∥gi,1n∥4∥gi,2n − E(gi,2n | Fi,n(s))∥4 + ∥gi,2n∥4∥gi,1n − E(gi,1n | Fi,n(s))∥4

6 Camg(s).

因此, gi,n 是关于 ζ 的 L2-NED. 再由 Lyapunov 不等式, 可知 gi,n 是关于 ζ 的 L1-NED. 由

∥gi,n − E(gi,n | Fi,n(s))∥2 6 2∥gi,n∥2 6 2∥gi,1n∥4 · ∥gi,2n∥4 < ∞

得 gi,n 一致 L2 有界, 故引理 A.4 成立.

引理 A.5 在假设 3.5–3.8 及 supi,n ∥ζ∗
i,kn∥4 < ∞ (k = 1, 2) 成立的条件下, 1

na
Tζ∗T

1n (ϑ)G
m1
n (ρ)T

Gm2
n (ρ) ζ∗

2n(ϑ)b 等度连续, 且有

sup
ϑ∈Ξ

1

n
|aTζ∗T

1n (ϑ)G
∗
n(ρ)ζ

∗
2n(ϑ)b− E(aTζ∗T

1n (ϑ)G
∗
n(ρ)ζ

∗
2n(ϑ)b)| = oP(1),

其中, m1 和 m2 为非负整数, G∗
n(ρ) = [Gm1

n (ρ)]TGm2
n (ρ).

证明 依引理 A.4 及 ζ∗
kn(ϑ) 的构造形式, 在紧参数空间上只需证 1

na
Tζ∗T

1nG
m1
n (ρ)TGm2

n (ρ)ζ∗
2nb

的等度连续性. 令

Bn(ρ) = [Gm1
n (ρ)]T{m2Gn(ρ) + [m1G

m1
n (ρ)]

T}Gm2
n (ρ),

由 supρ ∥Gn(ρ)∥1 < ∞ 和 supρ ∥Gn(ρ)∥∞ < ∞, 结合矩阵范数的三角不等式与相容性可知,

sup
ρ

∥BT
n (ρ)Bn(ρ)∥∞ < ∞.

依据 Lagrange 中值定理, 对于参数集上的任意 ρ1 < ρ2, 存在 ρ∗ ∈ (ρ1, ρ2), 使得

1

n
|aTζ∗T

1nG
m1
n (ρ1)

T
Gm2

n (ρ1)ζ
∗
2nb− aTζ∗T

1nG
m1
n (ρ2)

T
Gm2

n (ρ2)ζ
∗
2nb|

=
1

n
(ρ2 − ρ1)|aTζ∗T

1nBn(ρ
∗)ζ∗

2nb|

6 1

n
(ρ2 − ρ1)∥ζ∗

1na∥2 · ∥Bn(ρ
∗)ζ∗

2nb∥2

6 1

n
(ρ2 − ρ1)

√
r(BT

n (ρ
∗)Bn(ρ∗))∥ζ∗

1na∥2 · ∥ζ∗
2nb∥2

6 (ρ2 − ρ1)
√

sup
ρ
(∥BT

n (ρ)Bn(ρ)∥∞)

∥∥∥∥ 1√
n
ζ∗
1na

∥∥∥∥
2

·
∥∥∥∥ 1√

n
ζ∗
2nb

∥∥∥∥
2

= OP(ρ2 − ρ1).

从而可知引理 A.5 的结论成立.
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引理 A.6 设 qi,n(j) =
∑n

k=1 (a
T
j ζ

∗T
i,1nMjn(i, k)ζ

∗
k,2nbj), {aj} 和 {bj} 表示常数列,

ti,n =

m∑
j=1

qi,n(j), inf
n

1

n
Var

( n∑
i=1

ti,n

)
> 0,

在假设 3.5–3.8 及 supi,n ∥ζ∗
i,kn∥4+α < ∞ (α > 0, k = 1, 2) 成立的条件下, 有

n∑
i=1

[ti,n − E(ti,n)]

/
Var

( n∑
i=1

ti,n

)
L→ N(0, 1).

证明 由 supi,n ∥ζ∗
i,kn∥4+α < ∞ 和引理 A.4 可知, qi,n(j) (j = 1, . . . ,m) 是关于独立同分布随机

域 ζ 的 L2-NED, 结合范数的三角不等式, 有

∥ti,n∥2+α =

∥∥∥∥ m∑
j=1

qi,n(j)

∥∥∥∥
2+α

6
m∑
j=1

∥qi,n(j)∥2+α < ∞,

∥ti,n − E(ti,n)∥2 =

∥∥∥∥ m∑
j=1

[qi,n(j)− E(qi,n(j))]

∥∥∥∥
2

6
m∑
j=1

∥[qi,n(j)− E(qi,n(j))]∥2 < Cmabg(s).

再依据引理 A.2 可知引理 A.6 的结论成立.

附录 A.2 定理 3.4 的证明

令 X̂n = (X1n,Qnκ̂, (Zn −X2nΓ̂)), Φn(ϑ; τ) =
∑n

i=1 Ψτ (yi,n − X̂T
i,nϑ) + n

∑p1

j=1 pλn(ϑj). 只需要

证明对于 ϖ > 0, 存在足够大的常数 C, 使得 P{inf∥u∥=C Φen
n (ϑ0 + u/

√
n) > Φen

n (ϑ0)} > 1−ϖ. 考虑

Φen
n

(
ϑ0 +

u√
n

)
− Φen

n (ϑ0) =

n∑
i=1

Ψτ

(
yi,n − X̂T

i,nϑ0 − X̂T
i,n

u√
n

)

−Ψτ (yi,n − X̂T
i,nϑ0) +

p1∑
j=1

n

[
pλn

(∣∣∣∣ϑj0 +
uj√
n

∣∣∣∣)− pλn(|ϑj0|)
]
.

由于 pλn(0) = 0, 且在 a > 2 和 θ > 0 的条件下, 有 p′λn
(θ) > 0, 于是当 j = q + 1, . . . , k1 + 1 时, 有

n

[
pλn

(∣∣∣∣ϑj0 +
uj√
n

∣∣∣∣)− pλn(|ϑj0|)
]
= npλn(|ϑj0|) > 0.

因此,

Φen
n

(
ϑ0 +

u√
n

)
− Φen

n (ϑ0)

>
n∑

i=1

Ψτ

(
yi,n − X̂T

i,nϑ0 − X̂T
i,n

u√
n

)
−Ψτ (yi,n − X̂T

i,nϑ0) +

q∑
j=1

n

[
pλn

(∣∣∣∣ϑj0 +
uj√
n

∣∣∣∣)− pλn(|ϑj0|)
]

=
n∑

i=1

{
−ϕτ (yi,n − X̂T

i,nϑ0)(X̂
T
i,n)

T
i

u√
n
+

1

2
φτ (ξ

∗
n)

[
(X̂T

i,n)
T
i

u√
n

]2}

+

q∑
j=1

n

[
p′λn

(|ϑj0|)sgn(ϑj0)
uj√
n
+

1

2
p′′λn

(|ϑj0|)
(

uj√
n

)2

+ o

(
p′′λn

(|ϑj0|)
n

)]
∆
= Φn1 +Φn2 +Φn3,
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其中, ξ∗n 位于 yi,n − X̂T
i,nϑ0 − X̂T

i,n
u√
n
与 yi,n − X̂T

i,nϑ0 之间, ϕτ (·) 和 φτ (·) 分别是 Ψτ (·) 可导处
的一阶和二阶导数, Φn1 = −

∑n
i=1 ϕτ (yi,n − X̂T

i,nϑ0)X̂
T
i,n

u√
n
+

∑q
j=1 n(p

′
λn

(|ϑj0|)sgn(ϑj0)
uj√
n
), Φn2 =∑n

i=1
1
2φτ (ξ

∗
n)[X̂

T
i,n

u√
n
]
2
, Φn3 =

∑q
j=1 n[

1
2p

′′
λn

(|ϑj0|)( uj√
n
)
2
+ o(

p′′
λn

(|ϑj0|)
n )].

依据极值优化条件知 Φn1 = oP(∥u∥). 由于 φτ (·) 非负有界, 不妨设 φτ (·) 6 Cφ, 则

Φn2 =
n∑

i=1

1

2
φτ (ξ

∗
n)

[
X̂T

i,n

u√
n

]2
6 1

2n
Ch

n∑
i=1

[X̂T
i,nu]

2 6 1

2
Chu

T

[
1

n

n∑
i=1

X̂i,nX̂
T
i,n

]
u.

由 1
n

∑n
i=1 X̂i,nX̂

T
i,n = 1

n

∑n
i=1 X

∗
i,nX

∗T
i,n + oP(1) 和假设 3.7 的条件可知 Φn2 = OP(∥u∥2). 对于 SCAD

惩罚函数, 当 λn → 0 时, 有 limn→∞ p′′λn
(|ϑj0|) = 1

a−1 limn→∞ I(λn < |ϑj0| < aλn) = 0. 所以,

Φn3 =

q∑
j=1

[
1

2
p′′λn

(|ϑj0|)u2
j + o(p′′λn

(|ϑj0|))
]
= O

(
max
16j6q

p′′λn
(|ϑj0|)

)
= o(1).

综上可知, Φn1 +Φn2 +Φn3 的大小由 Φn2 决定,从而在 n充分大的条件下,存在足够大的常数 C,

使得 ∥u∥ = C 成立时, Φen
n (ϑ0 + u/

√
n)− Φen

n (ϑ0) 的取值为正, 即存在 Φen
n (ϑ; τ) 的极小值点 ϑ̂0 使得

∥ϑ̂− ϑ0∥ = OP(n
−1/2) 成立. 定理 3.4 证毕.

附录 A.3 定理 3.5 的证明

(1) 首先给出稀疏性的证明. 令 gλn(ϑ10) = (p′λn
(ϑ1,10), . . . , p

′
λn

(ϑq,10))
T. 若目标函数随样本量的

增大在 ϑ2 = 0 时达到最小, 即可证明稀疏性. 考虑

Φen
n ((ϑT

1 ,0
T)T)− Φen

n ((ϑT
1 ,ϑ

T
2 )

T)

=
n∑

i=1

[Ψτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ1)−Ψτ (yi,n − X̂T

i,n1ϑ1 − X̂T
i,n2ϑ2)]−

p∑
j=q+1

npλn(|ϑj |)

=
n∑

i=1

{
ϕτ (yi,n − X̂T

i,n1ϑ10)X̂
T
i,n1(ϑ1 − ϑ10)

+
1

2
φτ (yi,n − X̂T

i,n1ϑ10)[X̂
T
i,n1(ϑ1 − ϑ10)]

2 + o([X̂T
i,n1(ϑ1 − ϑ10)]

2)

}
−

n∑
i=1

{
ϕτ (yi,n − X̂T

i,nϑ0)X̂
T
i,n((ϑ1 − ϑ10)

T
,ϑT

2 )
T

+
1

2
φτ (yi,n − X̂T

i,nϑ0)[X̂
T
i,n((ϑ1 − ϑ10)

T
,ϑT

2 )
T]2 + o([X̂T

i,n((ϑ1 − ϑ10)
T,ϑT

2 )
T]2)

}
−

p∑
j=q+1

npλn(|ϑj |)

∆
= ∆11 +∆12 +∆13 +∆21 +∆22 +∆23 +∆3,

其中,

∆11 =
n∑

i=1

ϕτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ10)X̂

T
i,n1(ϑ1 − ϑ10), ∆12 =

1

2
φτ (yi,n − X̂T

i,n1ϑ10)[X̂
T
i,n1(ϑ1 − ϑ10)]

2,

∆13 = o([X̂T
i,n1(ϑ1 − ϑ10)]

2), ∆21 =
n∑

i=1

[ϕτ (yi,n − X̂T
i,nϑ0)X̂

T
i,n((ϑ1 − ϑ10)

T
,ϑT

2 )
T],
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∆22 =
1

2
φτ (yi,n − X̂T

i,nϑ0)[X̂
T
i,n((ϑ1 − ϑ10)

T,ϑT
2 )

T]2, ∆23 = o([X̂T
i,n((ϑ1 − ϑ10)

T,ϑT
2 )

T]2),

∆3 =

p∑
j=q+1

npλn(|ϑj |).

对于 ∆11, 不难证明 limn→∞ n1/2 max16j6q p
′
λn

(|ϑj,10|) = 0, 再依据极值优化条件, 有

∆11 =
n∑

i=1

ϕτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ10)X̂

T
i,n1(ϑ1 − ϑ10)

=
n∑

i=1

ϕτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ10)X̂

T
i,n1(ϑ1 − ϑ10) + ngTλn

(ϑ10)(ϑ1 − ϑ10)− ngTλn
(ϑ10)(ϑ1 − ϑ10)

=

[ n∑
i=1

ϕτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ10)X̂

T
i,n1 + ngTλn

(ϑ10)

]
(ϑ1 − ϑ10)− ngTλn

(ϑ10)(ϑ1 − ϑ10)

= −ngTλn
(ϑ10)(ϑ1 − ϑ10)

= OP

(
n1/2q max

16j6q
p′λn

(|ϑ10,j |)
)

= oP(1).

对于 ∆12, 有

∆12 =
1

2
φτ (yi,n − X̂T

i,n1ϑ10)[X̂
T
i,n1(ϑ1 − ϑ10)]

2

6 1

2
Ch[X̂

T
i,n1(ϑ1 − ϑ10)]

2

= OP

(
1

n

n∑
i=1

lTq X̂i,n1X̂
T
i,n1lq

)
= OP(1).

对于 ∆13, 有

∆13 = o([X̂T
i,n1(ϑ1 − ϑ10)]

2) = OP(1).

对于 ∆21, 有

∆21 =
n∑

i=1

{ϕτ (yi,n − X̂T
i,nϑ0)X̂

T
i,n((ϑ1 − ϑ10)

T
,ϑT

2 )
T}

=
n∑

i=1

ϕτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ10)X̂

T
i,n((ϑ1 − ϑ10)

T,ϑT
2 )

T + ngTλn
(ϑ10)(ϑ1 − ϑ10)− ngTλn

(ϑ10)(ϑ1 − ϑ10)

=

[ n∑
i=1

ϕτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ10)X̂

T
i,n1 + ngTλn

(ϑ10)

]
(ϑ1 − ϑ10)− ngTλn

(ϑ10)(ϑ1 − ϑ10)

= −ngTλn
(ϑ10)(ϑ1 − ϑ10)

= OP

(
n1/2q max

16j6q
p′λn

(|ϑj,10|)
)

= oP(1).
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对于 ∆22, 有

∆22 =
1

2
φτ (yi,n − X̂T

i,nϑ0)[X̂
T
i,n((ϑ1 − ϑ10)

T
,ϑT

2 )
T]2

6 1

2
Ch[X̂

T
i,n((ϑ1 − ϑ10)

T,ϑT
2 )

T]2

= OP

(
1

n

n∑
i=1

lTp X̂i,nX̂
T
i,nlp

)
= OP(1).

对于 ∆23, 同上, 有

∆23 = o([X̂T
i,n((ϑ1 − ϑ10)

T,ϑT
2 )

T]2) = OP(1).

对于 ∆3, 当 j = q + 1, . . . , p 时, 考虑

pλn(|ϑj |) = lim
t→0+

pλn(t) + lim
t→0+

p′λn
(t)|ϑj |+ o(|ϑj |) = λn|ϑj |+ o(|ϑj |),

进而,

∆3 =

p∑
j=q+1

npλn(|ϑj |) = −nλn

( p∑
j=q+1

(
|ϑj |+ o

(
|ϑj |
λn

)))
= −nλn

( p∑
j=q+1

(
|ϑj |+ o

(
1

λn
√
n

)))
.

因此, 当 nλn → ∞ 且 λn
√
n → ∞ 时, limn→∞ ∆3 = −∞.

综上可知, 对充分大的 n, 有

Φen
n ((ϑT

1 ,0
T)T)− Φen

n ((ϑT
1 ,ϑ

T
2 )

T) 6 0,

即稀疏性成立.

(2) 接下来考虑渐近正态性.

令 η1 = (η1, . . . , ηq)
T =

√
n(ϑ1 − ϑ10), Rn(η1) = Φen

n ((ϑT
1 ,0

T)T), 则

Rn(η1) =
n∑

i=1

Ψτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ1) +

q∑
j=1

npλn(|ϑj |)

=
n∑

i=1

Ψτ

(
yi,n − X̂T

i,n1ϑ10 − X̂T
i,n1

η1√
n

)
+

q∑
j=1

npλn

(∣∣∣∣ϑj,0 +
ηj√
n

∣∣∣∣).
考虑到 η̂1 =

√
n(ϑ̂1 − ϑ10) 是 Rn(η1) 的局部极小值点, 从而 ∂Rn(η1)

∂ηj
|η1=η̂1

= 0 (j = 1, . . . , q), 因此,

0 =

n∑
i=1

∂Ψτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ10 − X̂T

i,n1
η1√
n
)

∂ηj

∣∣∣∣
η1=η̂1

+

q∑
j=1

∂npλn(|ϑj,0 +
ηj√
n
|)

∂ηj

∣∣∣∣
η1=η̂1

=
n∑

i=1

∂

∂ηj

[
Ψτ (yi,n − X̂T

i,n1ϑ10)− ϕτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ10)X̂

T
i,n1

η1√
n

+
1

2
φτ (yi,n − X̂T

i,n1ϑ10)

(
X̂T

i,n1

η1√
n

)2

+ o(1)

]∣∣∣∣
η1=η̂1
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+

q∑
j=1

n
∂

∂ηj

[
pλn(|ϑj,0|) + p′λn

(|ϑj,0|)sgn(ϑj,0)
ηj√
n
+

1

2
p′′λn

(|ϑj,0|)
η2j
n

+ o

(
1

n

)]∣∣∣∣
η1=η̂1

=
n∑

i=1

[
−ϕτ (yi,n − X̂T

i,n1ϑ10)
X̂ij,n1√

n
+ φτ (yi,n − X̂T

i,n1ϑ10)
X̂ij,n1√

n

]

+

q∑
j=1

n

[
p′λn

(|ϑj,0|)sgn(ϑj,0)
1√
n
+ p′′λn

(|ϑj,0|)
η̂j
n

]
+ o(1)

=
n∑

i=1

[
−ϕτ (yi,n − X̂T

i,n1ϑ10)
X̂ij,n1√

n
+ φτ (yi,n − X̂T

i,n1ϑ10)
X̂ij,n1√

n

]
+ o(1).

进而通过适当变换可得

η̂1 =

(
1

n2

n∑
i=1

Eφτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ10)

n∑
i=1

X̂i,n1X̂
T
i,n1

)−1{
1√
n

n∑
i=1

ϕτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ10)X̂i,n1

− 1

n

n∑
i=1

[φτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ10)− Eφτ (yi,n − X̂T

i,n1ϑ10)]X̂i,n1X̂
T
i,n1η̂1

−
q∑

j=1

n

[
p′λn

(|ϑj,0|)sgn(ϑj,0)
1√
n
+ p′′λn

(|ϑj,0|)
η̂j
n

]
+ o(1)

}
∆
= Θ−1

1 (Θ2 +Θ3 +Θ4),

其中,

Θ1 =
1

n2

n∑
i=1

Eφτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ10)

n∑
i=1

X̂i,n1X̂
T
i,n1,

Θ2 =
1

n

n∑
i=1

[φτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ10)− Eφτ (yi,n − X̂T

i,n1ϑ10)]X̂i,n1X̂
T
i,n1η̂1,

Θ3 =

q∑
j=1

n

[
p′λn

(|ϑj,0|)sgn(ϑj,0)
1√
n
+ p′′λn

(|ϑj,0|)
η̂j
n

]
+ o(1),

Θ4 =
1√
n

n∑
i=1

ϕτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ10)X̂i,n1.

对于 Θ1, 依据假设条件, 有

Θ1 =
1

n

n∑
i=1

Eφτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ10)

1

n

n∑
i=1

X̂i,n1X̂
T
i,n1

P→ µen,φτΣen,11.

对于 Θ2, 由 Markov 大数定理, 得

1

n

n∑
i=1

[φτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ10)− Eφτ (yi,n − X̂T

i,n1ϑ10)]E[X̂i,n1X̂
T
i,n1]

P→ 0.

而 φτ 的有界性和引理 A.1 表明∥∥∥∥ 1n
n∑

i=1

[φτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ10)− Eφτ (yi,n − X̂T

i,n1ϑ10)][X̂i,n1X̂
T
i,n1 − E(X̂i,n1X̂

T
i,n1)]

∥∥∥∥
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6 Cφ · 1
n

n∑
i=1

∥X̂i,n1X̂
T
i,n1 − E(X̂i,n1X̂

T
i,n1)∥

= oP(1).

再依据 η̂1
P→ η1 及上述结果, 可得

Θ2 =

{
1

n

n∑
i=1

[φτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ10)− Eφτ (yi,n − X̂T

i,n1ϑ10)]E[X̂i,n1X̂
T
i,n1]

+
1

n

n∑
i=1

[φτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ10)− Eφτ (yi,n − X̂T

i,n1ϑ10)][X̂i,n1X̂
T
i,n1 − E(X̂i,n1X̂

T
i,n1)]

}
η̂1

= oP(1).

对于 Θ3, 依据 η̂1
P→ η1 及 n[p′λn

(|ϑj,0|)sgn(ϑj,0)
1√
n
+ p′′λn

(|ϑj,0|)ηj

n ]
P→ 0, 有

Θ3 =

q∑
j=1

n

[
p′λn

(|ϑj,0|)sgn(ϑj,0)
1√
n
+ p′′λn

(|ϑj,0|)
ηj
n

]
+

q∑
j=1

p′′λn
(|ϑj,0|)(η̂j − ηj)+o(1) = o(1).

对于 Θ4, 由引理 A.3, 有

Θ4 =
1√
n

n∑
i=1

ϕτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ10)X̂i,n1

L→ N(0,Σen
ϕτ ,11).

于是, 再由 Slutsky 定理, 有

η̂1
L→ N(0, µ−2

en,φτ
Σ−1

en,11Σ
en
ϕτ ,11Σ

−1
en,11).

定理 3.5 证毕.

附录 A.4 定理 3.6 的证明

首先证明证渐近正态性. 令 η = (η1, . . . , ηp)
T =

√
n(ϑ− ϑ0), 则有

ℜn(η)
∆
= Rn(ϑ)−Rn(ϑ0)

=
n∑

i=1

Ψτ

(
yi,n − X̂T

i,nϑ0 − X̂T
i,n

η√
n

)
−

n∑
i=1

Ψτ (yi,n − X̂T
i,nϑ0)

+

p∑
j=1

nλn
1

|ϑ̂j |
r

∣∣∣∣ϑj,0 +
ηj√
n

∣∣∣∣− p∑
j=1

nλn
1

|ϑ̂j |
r |ϑj,0|

=
n∑

i=1

[
ϕτ (yi,n − X̂T

i,nϑ0)

(
−X̂T

i,n

η√
n

)
+

φτ (yi,n − X̂T
i,nϑ0)

2

(
−X̂T

i,n

η√
n

)2

+ oP

(
1

n

)]

+ nλn

p∑
j=1

1

|ϑ̂j |
r

(∣∣∣∣ϑj,0 +
ηj√
n

∣∣∣∣− |ϑj,0|
)

=: ℜ1 + ℜ2.

分析 ℜ1, 类似引理 A.5 的证明可知,

n∑
i=1

ϕτ (yi,n − X̂T
i,nϑ0)

(
X̂T

i,n√
n

)
L→ HN(0,Σen

ϕτ
),
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1

2

n∑
i=1

Eφτ (yi,n − X̂T
i,nϑ0)

n

n∑
i=1

X̂i,nX̂
T
i,n

n

P→ µen,φτ

2
Σen,

1

2

n∑
i=1

(φτ (yi,n − X̂T
i,nϑ0)− Eφτ (yi,n − X̂T

i,nϑ0))X̂i,nX̂
T
i,n

n

P→ 0.

所以,

ℜ1 =
n∑

i=1

[
ϕτ (yi,n − X̂T

i,nϑ0)

(
−X̂T

i,n

η√
n

)
+

φτ (yi,n − X̂T
i,nϑ0)

2

(
−X̂T

i,n

η√
n

)2

+ oP

(
1

n

)]
L→ −HTη +

µen,φτ

2
ηTΣenη.

分析 ℜ2, 对于非零参数 ϑj,0 (j = 1, . . . , q) 的
√
n 相合估计 ϑ̂j , 有

ϑ̂j
P→ ϑj,0,

√
n

(∣∣∣∣ϑj,0 +
ηj√
n

∣∣∣∣− |ϑj,0|
)

→ ηjsgn(ϑj,0).

对于零参数 ϑj,0 = 0 (j = q + 1, . . . , p) 的
√
n 相合估计 ϑ̂j , 有

√
n

(∣∣∣∣ϑj,0 +
ηj√
n

∣∣∣∣− |ϑj,0|
)

→ ηj ,
√
nλn

1

|ϑ̂j |
r = λnn

(r+1)/2 1

|
√
nϑ̂j |

r .

进而在假设 3.4(1) 和 3.4(2) 的条件下, 有

ℜ2 = nλn

p∑
j=1

1

|ϑ̂j |
r

(∣∣∣∣ϑj,0 +
ηj√
n

∣∣∣∣− |ϑj,0|
)

P→

0, ηq+1 = · · · = ηp = 0,

∞, 其他.

于是,

ℜn(η) = ℜ1 + ℜ2
L→ ℜ(η) =

−HT
1 η1 +

uφτ

2
ηT
1 Σen,11η1, ηq+1 = · · · = ηp = 0,

∞, 其他,

其中, H1 和 η1 分别为 H 和 η 的前 q 个分量构成的子向量, Σen,11 为 Σen 的左上角 q 行 q 列元素

构成的子矩阵. 再依据上式收敛结果, 可得
√
n(ϑ̂ALAS,2 − ϑ20)

L→ 0 以及渐近正态性

√
n(ϑ̂ALAS,1 − ϑ10)

L→ (uen,φτΣen,11)
−1H1 ∼ N(0, u−2

en,φτ
Σ−1

en,11Σ
en
ϕτ ,11Σ

−1
en,11).

故渐近正态性成立.

接下来考虑稀疏性. 对于任意 ϑ̂ALAS,1 − ϑ10 = OP(n
−1/2), 0 < ∥ϑ2∥ 6 Cn−1/2, 有

Φen
n ((ϑT

1 ,0
T)T)− Φen

n ((ϑT
1 ,ϑ

T
2 )

T)

=
n∑

i=1

[Ψτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ1)−Ψτ (yi,n − X̂T

i,n1ϑ1 − X̂T
i,n2ϑ2)]−

p∑
j=q+1

npλn(|ϑj |)

=
n∑

i=1

{ϕτ (yi,n − X̂T
i,n1ϑ10)X̂

T
i,n1(ϑ1 − ϑ10)

+
1

2
φτ (yi,n − X̂T

i,n1ϑ10)[X̂
T
i,n1(ϑ1 − ϑ10)]

2 + o([X̂T
i,n1(ϑ1 − ϑ10)]

2)}
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−
n∑

i=1

{
ϕτ (yi,n − X̂T

i,nϑ0)X̂
T
i,n((ϑ1 − ϑ10)

T
,ϑT

2 )
T

+
1

2
φτ (yi,n − X̂T

i,nϑ0)[X̂
T
i,n((ϑ1 − ϑ10)

T,ϑT
2 )

T]2 + o([X̂T
i,n((ϑ1 − ϑ10)

T,ϑT
2 )

T]2)

}
−

p∑
j=q+1

nλn
1

|ϑ̂j |
r |ϑj |

∆
= ∆11 +∆12 +∆13 +∆21 +∆22 +∆23 − Λ3.

类似定理 3.4 中稀疏性的证明, 可得

∆11 +∆12 +∆13 +∆21 +∆22 +∆23 = OP(1).

再由初始估计 ϑ̂j 的渐近正态性和 limn→∞ λnn
(r+1)/2 = ∞, 得

Λ3 =

p∑
j=q+1

nλn
1

|ϑ̂j |
r |ϑj | = n(1+r)/2λn

√
n

p∑
j=q+1

1

|
√
nϑ̂j |

r |ϑj | → ∞.

因此, 对充分大的 n, 有

Φen
n ((ϑT

1 ,0
T)T)− Φen

n ((ϑT
1 ,ϑ

T
2 )

T) 6 0,

故稀疏性成立.

Expectile regression analysis of high-dimensional spatially
dependent data

Xuan Liu, Haiqiang Ma, Zhiyan Sheng & Liangqing Luo

Abstract There are great challenges to the analysis of spatially dependent data with the heterogeneity, the
endogeneity of spatial weights, and the high-dimensional characteristics of explanatory variables. Based on the
robust estimation advantage of Expectile regression and the effective dimensionality reduction ability of penalty
compression, we give the two-step and three-step penalty Expectile estimation of unknown parameters of high-
dimensional spatial lag models under the exogenous and endogenous spatial weight matrices respectively, and
prove the consistency of the proposed estimation and the Oracle property of variable selection under conventional
regularization conditions. The numerical simulation demonstrates that the two-step estimation method can work
well with the robust statistical problem under the exogenous spatial weight matrix, and the three-step estimation
method has excellent performance under the exogenous and endogenous spatial weights. Finally, the effectiveness
of the proposed method is further verified by analyzing the relationship between the urban air quality and the
economic development in China.
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