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摘要  以超级分形纤维的研究结果为基础, 探索了(6+1)分圆超级分形纤维(其横截面是一朵超
级分形雪花)的生长运动学(或花样运动学). 研究表明, (1) 超级分形雪花遵循简单的直线生长
模式. (2) 在给定的瞬间, 雪花生长的速度在空间上均匀分布; 在特定的空间点, 雪花生长的速
度随时间不断下降. (3) 自相似比对超级分形雪花的生长运动学有决定性的影响: 当且仅当自
相似比等于 1/3 时, 雪花的宏观生长速度等于微观生长速度, 宏观稠密度等于微观稠密度; 当
自相似比小于 1/3 时, 雪花的微观生长速度大于宏观生长速度, 微观稠密度大于宏观稠密度; 
当自相似比大于 1/3 时, 雪花的宏观生长速度大于微观生长速度, 宏观稠密度大于微观稠密度. 
这些结果, 为我们理解大自然中复杂的分形生长现象提供了参考.  
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分形理论广泛应用于众多学科领域: 地貌形态

学用分形描述江河的河曲形态[1], 水文学借分形划分
洪水分期[2], 机械加工用分形表征磨屑轮廓[3], 多孔
介质的渗流研究用分形描述流体渗流边界的形貌 [4], 
植物学借分形刻画根系的生长[5], 土木工程学用分形
表征岩土体内的孔隙和颗粒形貌[6], 材料学用分形研
究复合材料内部的孔隙演化[7]或非晶半导体的晶化[8], 
等等. 本文则借助分形几何探索雪花的生长和运动.  

自然界中的雪花(图 1)千姿百态, 花样繁多[9]. 但
本文研究的雪花, 不是大自然中真实的雪花, 而是分
形几何意义上抽象的雪花.  

近期, Yin 等人在超级分形纤维的研究中取得了
一系列进展[10~15]. 在诸种分形纤维中, 有一种纤维的
横截面, 其初始生成元是灰色的圆盘(图 2), 其花样是
(6+1)分圆超级分形集[12](图 3). 从轮廓上看, (6+1)分圆
超级分形集的花样很像一朵雪花. 为研究方便, 本文
将其命名为超级分形雪花. 图 3是自相似比 rs=1/3的
超级分形雪花的生长与演化示意图[12]. 

尽管前文[12]已经详尽地描述了(6+1)分圆超级分
形纤维(即超级分形雪花)的生长模式和拓扑演化方
式, 但并没有穷尽蕴含在这朵雪花中的奥秘. 因此, 
本文将继续从定性的角度观察这朵雪花 , 从定量的
角度刻画这朵雪花中的运动学模式和不变性质.  

1  表观形貌 
我们先定性地观察分形雪花的表观形貌 . 由于

初始结构由灰色的圆盘组成(图 2), 故最终的分形雪
花是灰色的. 灰色雪花的轮廓线, 从局部到整体都是
处处连续但处处不光滑的 Koch 曲线. 注意到, 轮廓
线并不是一条, 而是无穷多条 Koch 曲线. 这无穷多
条 Koch 曲线, 不仅具有无穷嵌套的自相似性, 而且
首尾相接, 环环相扣. 灰色雪花的实体, 从局部到整
体都是 Koch 雪花. 但我们看到的不是一朵, 而是无
穷多朵 Koch雪花. 这无穷多朵 Koch雪花, 不仅具有
无穷嵌套的自相似性, 而且相互连通, 浑然一体. 灰
色雪花之间包络的白色虚空 ,  也都是雪花——白色 
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图 1  大自然中真实的雪花 

 

 
图 2  圆形生成元 

 

 
图 3  自相似比为 1/3的超级分形雪花[12] 

(a) 第一级结构; (b) 第二级结构; (c) 第三级结构; (d) 第四级结构 

Koch雪花. 无穷多朵白色雪花, 也具有自相似性. 最
后 , 白色雪花序列与灰色雪花序列以互补镶嵌的方
式, 无缝隙地覆盖了平面.  

超级分形雪花中包含了 4种对称性：平移对称性、
旋转对称性、反射对称性和自相似对称性(或仿射对
称性). 超级分形雪花中的对称群, 严格地规定了其
生长模式和拓扑演化方式[12]. 由于 4种对称性在自然
界中很常见 , 故超级分形雪花的生长模式和拓扑演
化方式 , 为理解自然界中的生长现象提供了理想化 
“模板” . 注意到, CoFe2O4纳米晶体花样

[16]与超级分

形雪花的分形图案完全一致; 聚烯烃合金颗粒的自
相似生长花样[17]也与超级分形雪花的分形图案完全

吻合. 这种一致性意味着, 我们能够借助超级分形雪
花, 诠释非线性动力学花样的生长机理和演化规律.  

2  生长运动学 
静态、定性地观察之后, 我们再动态、定量地刻

画超级分形雪花的生长规律. 为便于定量化, 我们引
入几个名词.  

名词之一是 “子结构” . 图 3给出了超级分形雪
花的前四级结构, 其中第一级结构(图 3(a))只有一级
子结构, 由 7 个全等的生成元(灰色圆盘)组成; 第二
级结构(图 3(b))有两级子结构, 其中一级子结构包含
了 7 个全等的二级子结构(虚线圆), 而每个二级子结
构是由 7个全等的、更小的生成元(灰色小圆盘)组成. 
依次类推, 第 i级结构包含了 1~i级子结构.  

名词之二是 “最近点” . 每一级子结构中, 相邻
两个子结构间距离最小的两个点(图 4 中成对的黑点 
“ i ”), 称为一对最近点.  

名词之三是 “最短距离” , 即一对最近点之间的
直线距离, 用 ( , )i jd 表示(图 4), 其中下标 i表示第 i级

结构, 下标 j表示第 i级结构中的 j级子结构(1≤j≤i). 
 

 
图 4  最小距离及最近点的直线轨迹(虚直线) 

(a) 第一级结构; (b) 第二级结构 
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于是 ( , )i jd 的含义是第 i级结构中 j级子结构之间的最

短距离. 由于最近点之间是白色的虚空, 故 ( , )i jd 描述

了灰色雪花微结构之间的间隙大小或稠密程度 . 

( , )i jd 越小, 稠密度越高, 反之越低.  

由图 3看出, 随着每一级结构的“长出” , 灰色雪
花的轮廓线在不断地生长 , 相邻的轮廓线在不断地
靠近. 我们的问题是, 灰色雪花的轮廓线是如何生长
的? 生长的快慢(即“速度”)如何刻画? 生长的速度是
怎样分布的? 哪些因素影响生长速度? 这些问题的
答案, 构成了超级分形雪花生长运动学的核心内容.  

2.1  分形雪花上的最短距离 

由图 3和 4可知, 最近点是超级分形雪花上重要
的特征点, 因此, 最近点的运动就可以表征雪花轮廓
线的运动. 换言之, 只需澄清最近点的运动规律, 雪
花生长运动学的主要问题都可以迎刃而解.  

为刻画最近点的运动, 我们给出轨迹点的定义. 
一对最近点, 其位置随结构级数 i 的增加而移动, 位
置序列所描绘出的空间点, 称为轨迹点. 关于轨迹点, 
有一个命题, 它包括两个子命题: (1) 不论自相似比
rs 取何值, 轨迹点都落在同一条直线上; (2) 雪花每
长出一级结构, 最近点都沿着该直线相向移动一步. 
命题的正确性可以借助 “形心演化定理” [14]给出严

格的论证, 但为节省论文的篇幅, 此处略去证明过程, 
只在图 4中用虚直线显示命题的含义.  

这一命题具有基本的重要性, 体现在两方面: 一
方面 , 它表明分形雪花的生长遵循简单的直线生长
模式 ; 另一方面 , 它奠定了雪花生长运动学的基础
——基于该命题, 我们可以导出距离 ( , )i jd 的表达式. 

注意自相似比的定义[11]:  

 1 2
s

0 1 1

,n

n

rr r
r

r r r −

= = = ⋅⋅ ⋅⋅ ⋅⋅ =  (1) 

这里 r0是初始生成元(图 2 中的灰色圆盘)的半径, r1

是第一级结构(图 3(a))中灰色圆盘的半径; ⋯⋯; rn

是第 n 级结构中灰色圆盘的半径. 于是, 在第一级结
构上, 有 

 ( )(1,1) 0 1 s 02 1 2 .d r r r r= − = −  (2) 
 

由于距离恒正, 故必然有d(1,1)≥0或 rs≤1/2. 需要注意
的是, 一旦 rs=1/2, 雪花第一级结构中的子结构就连
通在一起, 不可能再继续生长. 在第二级结构上, 有 

 
( )

( )

2
(2,1) 0 1 2 s s 0

2
(2,2) 1 2 s s 0

2 2 1 2 2 ,

2 2 .

d r r r r r r

d r r r r r

= − − = − −

= − = −
 (3) 

在第三级结构上, 有 

 ( )2 3
(3,1) 0 1 2 3 s s s 02 2 2 1 2 2 2 ,d r r r r r r r r= − − − = − − −   

 ( )2 3
(3,2) 1 2 3 s s s 02 2 2 2 ,d r r r r r r r= − − = − −   (4) 

 ( )2 3
(3,3) 2 3 s s 02 2 .d r r r r r= − = −  

在第四级结构上, 有 

 ( )
(4,1) 0 1 2 3 4

2 3 4
s s s s 0

2 2 2 2

1 2 2 2 2 ,

d r r r r r

r r r r r

= − − − −

       = − − − −
 

 ( )2 3 4
(4,2) 1 2 3 4 s s s s 02 2 2 2 2 2 ,d r r r r r r r r r= − − − = − − −  (5) 

 ( )2 3 4
(4,3) 2 3 4 s s s 02 2 2 2 ,d r r r r r r r= − − = − −  

 ( )3 4
(4,4) 3 4 s s 02 2 .d r r r r r= − = −   

类推下去, 在第 n级结构上, 有 

 ( )
( ,1) 0 1 2 3 4 1

2 3 4 1
s s s s s s 0

2 2 2 2 2 2

1 2 2 2 2 2 2 ,
n n n

n n

d r r r r r r r

r r r r r r r
−

−

= − − − − − ⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − −

= − − − − − ⋅⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ − −
  

 ( )
( ,2) 1 2 3 4 1

2 3 4 1
s s s s s s 0

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 ,
n n n

n n

d r r r r r r

r r r r r r r
−

−

= − − − − ⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − −

= − − − − ⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − −
  

 ( )
( ,3) 2 3 4 1

2 3 4 1
s s s s s 0

2 2 2 2

2 2 2 2 ,
n n n

n n

d r r r r r

r r r r r r
−

−

= − − − ⋅⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ − −

= − − − ⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − −
 

 ⋯⋯ (6) 

 ( )
( , 2) 3 2 1

3 2 1
s s s s 0

2 2 2

2 2 2 ,
n n n n n n

n n n n

d r r r r

r r r r r
− − − −

− − −

= − − −

          = − − −
  

 ( )2 1
( , 1) 2 1 s s s 02 2 2 2 ,n n n
n n n n nd r r r r r r r− −

− − −= − − = − −   

 ( )1
( , ) 1 s s 02 2 .n n
n n n nd r r r r r−

−= − = −  

注意到, 距离 ( , )i jd 是自相似比 rs的函数. 依据(2)~(6)

式, 我们就可以揭示雪花的生长运动学规律.  

2.2  分形雪花生长速度的时空分布 

为澄清分形雪花生长速度在空间和时间上的分

布, 我们考察最近点的相向运动. 当第二级结构从第
一级结构长出的瞬间, 有 
 2

(2,1) (1,1) s 02 .d d r r− = −  (7) 
 

从代数式看, 显然有 (2,1) (1,1) 0d d− < 或 (2,1) (1,1)d d< ; 从

运动学看, 因最近点相向运动, 故其距离必然减小.  
本文并没有涉及时间参数 , 但为便于刻画雪花

的运动 , 我们假设每级结构长出的时间均为单位时 
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间 . 于是 , 第二级结构长出的瞬间 , (2,1) (1,1)d d− 就不

仅代表了最近点相向移动的距离 , 而且刻画了最近
点第一步移动的 “速度” : 此值越大, 表明雪花生长
得越快, 反之越慢.  

当第三级结构从第二级结构长出的瞬间, 有 
 3

(3,1) (2,1) (3,2) (2,2) s 02 ,d d d d r r− = − = −  (8) 

(8)式刻画了最近点第二步移动的速度. 当第四级结
构从第三级结构长出的瞬间, 有 
 4

(4,1) (3,1) (4,2) (3,2) (4,3) (3,3) s 02 ,d d d d d d r r− = − = − = −  (9) 

(9)式刻画了最近点第三步移动的速度 . 依次类推 , 
当第 n级结构从第 n−1级结构长出时, 有 
 ( ,1) ( 1,1) ( ,2) ( 1,2)n n n nd d d d− −− = − = ⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅   

 ( , 1) ( 1, 1) s 02 ,n
n n n nd d r r− − −= − = −  (10) 

(10)式刻画了最近点第 n−1步移动的速度. (7)~(10)式
给出如下重要信息 : (1) 每一级新结构长出的瞬间 , 
雪花上所有最近点相向运动的速度都相等. 换言之, 
在给定的时刻, 雪花的生长速度在空间上均匀分布; 
(2) 由于 rs<1/2, 故随着结构级数 n的增加, 雪花的生
长速度不断减小. 换言之, 雪花的生长速度随时间下
降; (3) 雪花的特征尺度 r0越大, 生长速度越大; (4) 
自相似比 rs越大, 雪花生长越快. 这些信息, 精准地
刻画了分形雪花生长速度的时空分布.  

2.3  分形雪花的稠密度 

我们再考察各级结构上 i−1 级子结构的距离与 i
级子结构的距离之差. 在第二级结构上, 有 
 ( )(2,2) (2,1) s 03 1 .d d r r− = −  (11) 
在第三级结构上, 有 

 
( )

( )
(3,2) (3,1) s 0

(3,3) (3,2) s s 0

3 1 ,

3 1 .

d d r r

d d r r r

− = −

− = −
 (12) 

在第四级结构上, 有 
 ( )(4,2) (4,1) s 03 1 ,d d r r− = −  

 ( )(4,3) (4,2) s s 03 1 ,d d r r r− = −  (13) 

 ( )2
(4,4) (4,3) s s 03 1 .d d r r r− = −  

类推下去, 在第 n级结构上, 有 
 ( )( ,2) ( ,1) s 03 1 ,n nd d r r− = −  

 ( )( ,3) ( ,2) s s 03 1 ,n nd d r r r− = −  

 ( )2
( ,4) ( ,3) s s 03 1 ,n nd d r r r− = −

""
 (14) 

 ( )3
( , 1) ( , 2) s s 03 1 ,n
n n n nd d r r r−

− −− = −  

 ( )2
( , ) ( , 1) s s 03 1 .n
n n n nd d r r r−

−− = −  

所有的距离差表达式不仅是自相似比 rs的函数, 而且
都包含有公共因子 ( )s3 1r − . 当且仅当 

 ( )s s cr

1 ,
3

r r= =  (15) 

公共因子 ( )s3 1r − 为零:  

 ( ) ( )s s cr
s3 1 0.

r r
r

=
− =  (16) 

(15)式定义了一个临界自相似比 ( )s cr
r . 由自相似维

数的定义 s

s

ln 7
1ln

D

r

= 可知, ( )s cr
r 确定了超级分形雪花

的临界自相似维数 ( )s cr
D :  

 ( )

( )
s cr

s cr

ln 7 ln 7 1.7712.
1 ln 3ln

D

r

= = ≈  (17) 

我们在研究 ( )6 分圆超级分形纤维时[11], 也得到

过临界自相似比 ( )s cr
r , 并称之为生长极限. (11)~ (14)

式表明, 生长极限 ( )s cr
r 在雪花演化中扮演了重要角

色, 它是一个重要的“临界点”. 我们将证实: 这个
临界点 , 就是雪花生长模式和拓扑演化方式的突变
点.  

当 ( )s s cr
r r<  (亦即 ( )s s cr

D D< )时 , 由 (14)式知

( , ) ( , 1) 0n j n jd d −− < , 于是有 
 ( , ) ( , 1) ( ,2) ( ,1) .n n n n n nd d d d−< < ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ < <  (18) 
 

这个不等式序列表明, 在超级分形雪花上, 高级子结
构的距离小于低级子结构的距离, 或者说, 高级子结
构比低级子结构更稠密. 注意到, 高级子结构是小尺
度上的精细结构 , 低级子结构是大尺度上的粗糙结
构, 因此可以说, 小尺度上精细结构的稠密度大于大
尺度上粗糙结构的稠密度. 基于这个图像, 我们提出
问题: 如果雪花不断生长下去, 会发生什么? 我们取
极限:  

 s
( ,1) 0

s

1 3
lim ,

1nn

r
d r

r→∞

−
=

−
 (19) 

 ( ) 1
( , ) s s 0lim lim 1 2 0.n
n nn n

d r r r−

→∞ →∞
⎡ ⎤= − =⎣ ⎦  (20) 

 
 

显然, 如果雪花的级数 n 趋于无穷, 则一级子结构的
距离将达到一个有限值, n级子结构的距离趋向于零. 
至此, 我们得到临界点左侧( ( )s s cr

r r< )的完整图像: (1) 

雪花能够无休止地生成无穷多级自相似结构; (2) 在
小尺度上 , 越精细的结构稠密度越高 , 而最精细的 
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结构将相互接触, 趋于拓扑连通((20)式); (3) 在大尺
度上, 越粗糙的结构越稀疏, 最粗糙的结构生长趋于
停滞, 其距离趋于稳定不变值((19)式). 

当 ( )s s cr
r r> (亦即 ( )s s cr

D D> )时 , 由 (14)式知

( , ) ( , 1) 0n j n jd d −− > , 于是有 
 ( , ) ( , 1) ( ,2) ( ,1) .n n n n n nd d d d−> > ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ > >  (21) 
 

这个不等式序列表明, 在超级分形雪花上, 低级子结
构的距离小于高级子结构的距离 , 即低级子结构比
高级子结构更稠密. 确切地说, 大尺度上粗糙结构的
稠密度大于小尺度上精细结构的稠密度 . 在这个图
像下, 可能存在最大级数 Nmax, 使得 

 
max max

2 3 4
s s s s

( ,1) 01
s s

1 2 2 2 2
lim lim 0,

2 2n n nn N n N

r r r r
d r

r r−→ →

⎛ ⎞− − − −
= =⎜ ⎟⎜ ⎟− ⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − −⎝ ⎠

(22) 

 

 ( ) max

max

1
( , ) s s 0lim 1 2 .N
n nn N

d r r r−

→
= −  (23) 

 

(22)式是一个高阶代数方程 , 对给定的自相似比 rs, 
正整数解 Nmax 可能并不存在, 但它仍然表明, 存在
Nmax, 当 maxn N→ 时, 雪花在大尺度上的粗糙结构将
碰撞或重叠. 至此, 我们得到临界点右侧( ( )s s cr

r r> )的

完整图像: (1) 雪花至多生成 Nmax 级自相似结构; (2) 
在小尺度上, 越精细的结构越稀疏, 最精细的结构生
长趋于停滞, 其距离趋于稳定不变值((23)式); (3) 在
大尺度上, 越粗糙的结构越稠密, 最粗糙的结构最终
趋于拓扑连通和融合((22)式).  

大尺度上, 子结构的拓扑一旦连通或重叠, 雪花
便停止生长. 当然, 这幅图像只是理想化的描述, 一
朵真实的雪花 , 虽然宏观结构因拓扑连通而停止了
生长, 但是由于微观结构间还存在间隙, 故在小尺度
上精细结构继续生长的可能性仍然存在.  

当 ( )s s cr
r r=  (亦即 ( )s s cr

D D= )时 , 由 (14)式知

( , ) ( , 1) 0n j n jd d −− = , 于是有 
 ( , ) ( , 1) ( ,2) ( ,1) .n n n n n nd d d d−= = ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ = =  (24) 
 

这个等式序列表明, 在超级分形雪花上, 各级子结构
的距离总保持相等, 或者说, 低级子结构与高级子结
构有完全相同的稠密度. 确切地说, 大尺度上粗糙结
构的稠密度等于小尺度上精细结构的稠密度 . 基于
这个图像, 我们提出问题: 如果雪花不断生长下去, 
会发生什么？我们取极限:  

 

 
( , ) ( , 1)

( ,2) ( ,1)

lim lim

lim lim 0.
n n n nn n

n nn n

d d

d d
−→∞ →∞

→∞ →∞

= = ⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= = =
 

(25)
 

显然, 如果雪花无限生长下去, 各级子结构的距离将
同时达到零. 换言之, 不论在大尺度还是在小尺度上, 
雪花相邻的子结构都将同时相互接触. 至此, 我们得
到临界点处的完整图像: 当 ( )s s cr

r r= 时, 雪花不仅能

够无休止地生成无穷多级自相似结构 , 而且精细的
结构与粗糙的结构均匀生长 , 最终拓扑同时连通而
完全溶为一体 . 这种宏观和微观上的协同性和同时
性, 在经典分形集中极为罕见.  

3  理想化的雪花与真实的雪花 
超级分形雪花虽然不是真实的雪花 , 但它是理

解真实雪花生长的理想化  “模板” , 即真实的雪花 
“倾向于” 超级分形雪花的生长模式. 理由如下: 一
方面, 超级分形雪花的拓扑花样, 是易于保持稳定平
衡的花样; 另一方面, 大量超级分形雪花构成的孤立
系统, 是易于保持稳定平衡的系统.  

平衡和稳定是力学概念 . 平衡态是能量取极值
的状态, 稳定的平衡态则是能量取最小值的状态. 但
由于本文并没涉及到作用力 , 故我们只能尝试从几
何的角度予以说明. 力学上的平衡, 往往对应于几何
上的对称. 一般地说, 在对称的载荷作用下, 对称的
几何构型, 也是平衡的构型; 对称性越高的几何构型, 
也是稳定性越好的平衡构型. 注意到, 超级分形雪花
已经涵盖了 4种最常见的对称性, 很难再构造对称性
更高的理想化雪花. 换言之, 超级分形雪花已经是一
种稳定性较好的平衡花样.  

超级分形雪花的六角对称性 , 使之易于组装成
稳定平衡系统. 假设有无穷多朵超级分形雪花, 满足
如下条件: (1) 雪花的对称中心(或成核中心)在空间
中均匀分布 , 即每一朵雪花的成核中心都位于正六
边形网络的结点上; (2) 所有的雪花都是全等的; (3) 
每一朵雪花都按照图 3中的“均匀生长模式”同步生
长. 在这样的条件下, 无穷多朵超级分形雪花最终将 
“均匀地填充” 整个空间. “均匀填充” 在几何上是一
种对称的拓扑镶嵌构型 , 在力学上则等价于一种能
量最低的稳定平衡状态.  

总之 , 不论从单一雪花看, 还是从雪花系统看, 
超级分形雪花都是一个优化的花样. 因此我们说, 真
实的雪花  “倾向于” 超级分形雪花的生长模式 . 然
而, “倾向于” 并不是 “等同于” . 上述分析中隐含着
两个难以满足的必要条件: (1) 雪花周边的环境没有
任何扰动和涨落; (2) 孤立系统所处的空间是绝对理 



 

 
 
 

    2009 年 11 月  第 54 卷  第 22 期 

3438   

想化的. 实际上, 雪花在飘落过程中, 气流的扰动、雪
花之间的碰撞和温度的涨落都是不可避免的, 因此, 
绝对理想化的环境是不存在的. 不仅如此, 由于扰动
和涨落是随机的 , 这种随机性必然会导致雪花生长
动力学过程的不确定性 , 因此自然界中不会有两片
完全相同的雪花. 从这个意义上讲, 超级分形雪花的
生长运动学并不是真实雪花的生长运动学 , 但这并
不降低理想化雪花及其生长运动学的科学价值 . 由
于 “倾向于” , 故我们有这样的命题: 在千姿百态、
千变万化的雪花背后 , 可能存在着一个不变的分形
几何学模式. 这个命题在科学上是重要的, 其重要性
体现在如下两个方面.  

一方面 , 命题为研究真实的雪花提供了一种普
适性模式 . 正因为  “自然界中不会有两片完全相同
的雪花” , 我们不可能通过研究 “这一朵” 或 “那一
朵” 雪花, 达成对所有雪花生长的规律性认识. 即使
我们能够澄清 “这一朵” 或 “那一朵” 雪花的生长
过程, 也不可能穷尽所有雪花的生长过程. 因此, 我
们反其道而行之, 在理想状态下, 寻求所有雪花共同
遵循的生长模式.  

另一方面 , 命题提供了  “以不变应万变” 的思
路: 基于普适性的生长模式, 研究 “这一朵” 或 “那
一朵” 雪花的生长过程 , 即通过理想化雪花的生长
运动学, 模拟真实雪花的生长运动学. 具体含义如下: 
真实的雪花之所以 “真实” , 是因为扰动和涨落. 于
是, 我们可以在理想化雪花中引入扰动和涨落, 促使
其 “逼近” 真实的雪花. 扰动和涨落, 物理上是打破
平衡的因素, 几何上是打破对称的因素. 也就是说, 
在超级分形雪花中, 只需要随机地引入对称性破缺, 
就等价于模拟了扰动和涨落. 具体做法之一, 是在自
相似比 ( )s cr

r 上叠加一个随机小量 iδ :  

 ( ) ( )s s cr
,ii

r r δ= +  (26) 
 

即 i级子结构与 i−1级子结构相比, 虽然是相似的, 但
因为 ( ) ( )s s 1

Const.
i i

r r
−

≠ ≠ , 故不再是自相似的. 于是, 

超级分形雪花的仿射对称性就被打破了 . 我们还可
以通过如下做法, 打破超级分形雪花的平移对称性、
旋转对称性和反射对称性: (1) 在 i 级子结构的中心
坐标上叠加一个随机的小位移; (2) 在 i 级子结构的
方位角上叠加一个随机的小角度; (3) 随机地在空白
雪花的中心嵌入一朵更小的雪花; (4) 随机地删除 i
级子结构的某一部分; ⋯⋯. 总之, 通过引入几何缺 

陷 , 我们就能够诱导出无穷无尽对称性破缺的雪花
图案; 通过模拟随机扰动和涨落, 我们就能够将理想
化雪花的生长运动学推广到真实雪花的生长运动学.  

注意到, 经典分形几何中, 还有一朵 Koch 雪花. 
于是就有这样的问题: 超级分形雪花和 Koch 雪花, 
哪一朵更接近真实雪花? 我们先比较一下超级分形
雪花和 Koch 雪花 : 前者是  “镂空” 结构 , 后者是 
“实心” 结构; 前者拓扑复杂 , 后者拓扑简单; 前者
的内部是分形, 外部也是分形, 后者只有外边缘是分
形, 内部不是分形. 虽然差别很大, 但二者也有共性: 
二者都具有四种对称性; 另外, 尽管前者的拓扑结构
比后者复杂, 但二者的生成规则具有同等的简单性. 
我们再把二者与真实雪花做一比较 : 真实雪花在生
长期保持 “镂空” 结构, 但在熔融期倾向 “实心” 结
构. 因此我们推测: 生长期的雪花更接近超级分形雪
花, 熔融期的雪花更接近 Koch 雪花. 换言之, 超级
分形雪花和 Koch 雪花, 是真实雪花不同演化阶段的
理想化模型.  

4  普适的分形生长运动学 
本文的标题是 “超级分形雪花的生长运动学” . 

能否扩大限定词, 使之成为“超级分形纤维的生长运
动学”? 能否去掉限定词, 使之成为 “分形生长运动
学”? 答案是肯定的.  

为回答上述问题 , 我们再对超级分形雪花的生
长运动学进行一番回顾和提炼. 超级分形雪花, 是一
系列自相似的几何图案收敛的最终产物 . 我们把这 
“一系列自相似的几何图案” , 统称为 “自相似的花
样序列” . 花样序列中的每一幅图案都是静态的, 但
自然界中的雪花并不是静止的, 而是随时间演化的. 
我们的问题是: 怎样让静态的花样动起来, 从而能够
动态地模拟雪花的生长? 表面上看, 第 2节中的运动
分析法就是解决问题的方法. 实际上, 运动分析法是
以如下操作为基础: 在计算机屏幕上, 我们从图 3 中
的第一个花样开始, 依次显示出第一个花样、第二个
花样⋯第 i个花样、第 i+1个花样⋯. 与电影原理相

似, 当相邻两幅花样之间的时间间隔足够短时, 由于
视觉的滞后效应 , 我们就看到了超级分形雪花生长
的连续画面. 为方便起见, 我们把这项虚拟技术称为 
“花样序列的连续显示技术” (简称 “连续显示技术”).  
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借助连续显示技术 , 我们直观地  “观察” 了超
级分形雪花的连续生长过程, “看出” 了超级分形雪
花的演化特征; 借助代数方法, 我们定量地刻画了这
些演化特征 , 揭示了超级分形雪花生长的几何不变
性质. 生长过程的定量化描述, 就是超级分形雪花的
生长运动学(或 “花样运动学”).  

上述思想虽然是从超级分形雪花中归纳出来的, 
但具有一般性. 这种一般性, 来自连续显示技术的普
适性—— 它不仅适用于超级分形雪花, 而且适用于任
何超级分形集. 例如, 图 5和 6分别是(8+1)分圆和(5)
分五边形超级分形集 .  就生长模式和拓扑演化方
式[12]而言, 二者之间有很大差别; 另外, 二者与超级
分形雪花相比也有很大不同 , 但这并不影响连续显
示技术的有效性. 借助该技术, 我们能够 “观察”(8+1)
分圆和(5)分五边形超级分形集的生长过程; 借助代
数方法, 我们能够刻画它们的生长特征, 进而建立其 

 

 
图 5  (8+1)分圆超级分形纤维 

(a) 第一级结构; (b) 第二级结构; (c) 第三级结构; (d) 第四级结构 

 
图 6  具有连通拓扑的(5)分五边形超级分形纤维 

(a) 第一级结构; (b) 第二级结构; (c) 第三级结构; (d) 第四级结构 
 
生长运动学. 限于论文的篇幅和本文的主题, 此处略
去(8+1)分圆和(5)分五边形超级分形集生长运动学的
具体内容. 

总之, 连续显示技术是一项普适性的技术, 它能
够实现分形生长的 “可视化” , 揭示分形生长的几何
特征, 引导我们建立分形生长运动学.  

5  结论 
超级分形雪花的生长过程包含了丰富的信息 , 

从这些信息中得出了有价值的结果 , 其中超级分形
雪花生长图像中不变的几何关系 , 丰富了分形几何
学. 超级分形雪花的生长模式, 有可能成为非线性动
力学中代表性的生长模式之一; 超级分形雪花的生
长运动学 , 为我们理解大自然中的生长现象提供了
参考. 本文只是揭示了纯几何意义上的运动学, 虽然
还没有涉及生长的驱动力 , 但已经为我们理解分形
雪花的演化动力学铺平了道路. 
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·动 态· 

超冷费米原子气体可具有巡游铁磁性 

美国麻省理工学院Gyu-Boong Jo研究小组研究了由自
旋朝上和自旋朝下费米子组成的气体能否因相互排斥作用

而具有铁磁性的问题, 该问题目前在理论上还没有明确的
回答. 他们利用超冷双组份费米气体进行了实验. 研究发
现, 随斥力的增大其寿命、动能和尺寸大小表现出非单调变

化行为, 表明气团发生了向铁磁态的相变. 该结果提示离
域费米子可具有巡游铁磁性 , 而不需要晶格和能带结构 . 
同时, 该研究结果也验证了 Stoner 关于铁磁性形成的基本
模型. 相关研究论文发表在 2009年 9月 18日出版的 Science, 
325(5947): 1521—1524上.  

 

对退相干不敏感的自旋霍尔电阻量子化平台 

中国科学院物理研究所北京凝聚态物理国家实验室

(筹)谢心澄、孙庆丰研究小组研究了退相干对量子自旋霍尔
效应(QSHE)影响. 不存在退相干时, QSHE系统的纵向电阻
具有量子平台 . 这些量子平台几乎不受一般退相干影响 , 
但在自旋退相干中表现得比较脆弱. 因此, 这些量子平台
只在介观尺度样品中存在. 而且, 纵向电阻随样品长度线

性增加, 但对样品宽度不敏感. 这些特征与近期的实验结
果高度一致. 此外, 他们还定义了一种新的自旋霍尔电阻. 
该电阻具有量子平台, 而且其平台不受任何类型退相干影
响, 可存在于宏观样品中. 该电阻可以更好地反映QSHE的
拓扑学特性. 相关研究论文发表在 2009年 7月 17日出版的
Physical Review Letters, 103: 036803上.  

 
 
 
 

 
 
信息来源：科技部基础研究司，科技部基础研究管理中心 

 
 


