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基于牛顿迭代法的椭圆近似画法误差分析 
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摘 要：四心圆法是用四段圆弧拼接成近似椭圆。由于其对称性，取图形的 1/4 为研究对象，

利用二分法求解方程组，得出两段圆弧拼接点坐标值；分别用两段圆弧的极径和实际椭圆中相应

的极径进行长度误差分析，列出两段圆弧与椭圆极坐标方程，使用牛顿迭代法，求出圆弧与实际

椭圆的极径长度最大误差值；计算出近似椭圆与实际椭圆面积，求出面积误差值。在编程软件中，

根据所得数学模型编制计算器，计算结果列表对比分析，得出四心圆法作近似椭圆的误差结论。 
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Error Analysis of Ellipse Based on Newton Iteration Method 

Zhou Yahui 
(Guidaojiaotong Polytechnic Institute, Shenyang Liaoning 110023, China) 

Abstract: The four-arcs method uses four arcs joining together similarly into an ellipse. Due to its 
symmetry, we take a quater graphics as the researching object and solve the equations by using 
dichotomy. Then we get the splicing point coordinates of the two pieces of circular arc. Then do error 
analysis with the actual ellipse in the two pieces of circular arc, and list the mathematical equations of 
the two pieces of circular arc and the ellipse polar. Then solve the actual maximum error value of the 
ellipse and the two pieces of circular arc with Newton iterative method. After that, figure out the 
approximate and actual ellipse areas, so as to work out the area error values. With the mathematical 
model, the calculator software is developed. It is concluded that the error of the approximated ellipse is 
solved through comparing the analysis list of calculating results. 
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现实生活中，使用直尺和圆规手工作图，不可

能画出精确的椭圆。用若干段圆弧拼接成近似椭圆

是一个自然的想法，椭圆的近似画法在数学(制图)、
天文(轨道分析)、艺术和建筑(如石拱门)设计中曾有

广泛应用[1]。使用四心圆法画近似椭圆是常见的方

法，简化了椭圆的画法，易于通过尺规作图实现，

但能否准确地代替椭圆，在此还需对四心圆法作椭

圆进行误差分析。 

1  四心圆法作椭圆 

椭圆有两条相互垂直且对称的轴，即长轴和短

轴，当长轴和短轴为已知时，用四心圆法画椭圆，

其步骤[2]如下： 
(1) 画出相互垂直且平分的长轴AB与短轴CD； 
(2) 连接 AC，并在 AC 上取 CE=OA-OC，如 

图 1(a)所示； 
(3) 作 AE 的中垂线，与长、短轴分别交于 O2、
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O3，再作对称点 O1、O4，如图 1(b)所示； 

(4) 以 O1、O2、O3、O4各点为圆心，O2C、O4D、

O3A、O1B 为半径分别画弧，即得近似椭圆，如 
图 1(c)所示。 

 

(a) 连接线段 

 

(b) 作 AE 的中垂线 

 
(c) 近似椭圆 

图 1  四心圆法画椭圆 

2  数学模型 
王国顺和唐立波[3]介绍了圆弧拟合椭圆的误差

分析没有精确理论解析。利用图形学理论，研究极

径误差大小来分析圆弧与实际椭圆的近似程度，由

于椭圆是对称图形，在研究其近似画法极径长度误

差时，只研究图形的 1/4 即可，取第一象限图像为

研究对象，并建立坐标系，如图 2 所示。 

 
图 2  1/4 近似椭圆与实际椭圆 

小圆弧是以 O1为圆心，O1B 为半径 r，解析式

为 2 2 2( )x a r y r    ；大圆弧是以 O2 为圆心，

O2C 为半径 R，解析式为 2 2 2( )x y b R R    ；椭 
圆是以 O 为中心，长半轴长 OB=a，短半轴长 OC=b， 

解析式为
2 2

2 2 1x y
a b

  。 

极坐标是利用一点到原点的角度和距离来表

示这一点的位置，取代横、纵坐标，经常用极坐标

解决几何问题，在直角坐标系中(x, y)，x 被 ρcosθ
代替，y 被 ρsinθ 代替，从而得到新的方程。其方程

用来解决曲线问题，如椭圆曲线、纽线、螺线等，

可以使解题更加清晰简便。 
由小圆弧的极坐标方程得小圆弧极径长度：  

2 2 2
1 cos ( ) ( ) sina r r a r        

由椭圆的极坐标方程得椭圆极径长度：  

2
2

2 2 2sin cos

ab

a b


 



 

    由大圆弧的极坐标方程得大圆弧极径长度：  
2 2 2

3 ( )sin ( ) cosb R R b R        

近似椭圆极径和实际椭圆中相应的极径长度

误差： 

1 2

2
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其中极角 =∠BOK。 
由上式可知极径长度误差 e 是分段函数，大圆

弧与小圆弧拼接点 K 是其分段点，所以需求解出 K
点坐标值，进而求得极角值，对两段函数分别进

行讨论计算，进而才能求得 e 的最大值。 
    欲求点 K 坐标值，需确定圆 O1与圆 O2的位置

关系。圆与圆位置关系有 5 种，即相离、相切、相

交、内切和内含，判断两圆的位置关系的步骤及其

判断方法：①计算两圆的半径 R，r；②计算两圆的

圆心距 O1O2，即 d；③根据 d 与 R，r 之间的关系

判断两圆的位置关系。 
在图 1(b)中，△AO3F∽△ACO，所以： 

        
2 2 2 2( )

2
a b a b a br

a
   

  

        
2 2 2 2( )

2
a b a b b aR

b
   

  

因： 
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所以 1 3O O =R-r，即圆O1与圆O2相切，切点为K。 

在图 2 中，设 K 点坐标为(x, y)，△OO1O2∽ 

△HO1K，所以： 
x R

a r R r


 
               (1) 

由于 K 是切点，那么(x, y)满足小圆弧解析式，即： 
2 2 2( )x a r y r                (2) 

式(1)、(2)组成一个非线性方程组，利用二分 
法[4]求解方程，基本思想是：逐步将含根区间二等

分，通过判别区间端点的函数值符号，进一步搜索

含根区间，使含根区间长度缩小到足够小，从而求

出满足给定精确度根的近似值，其运算简单、可靠、

易在计算机上实现。 
由于只讨论 1/4 图形，所以 y 取值区间为 y=0

和 y=b，在此区间进行迭代计算，求解出 x 与 y 值， 

从而求得 arctan y
x

  。 

在小圆弧段内，即极角 (0, )  区间，极径

长 度 误 差 1 2

2

100%e  



  ， 整 理 得

2 2 2
1 2 2( ) 0e     ， 将 其 表 达 为 隐 函 数

2 2 2
1 2 2( , ) ( )f e e      ，对其求导 [5]求出极值

点： 0
e

Fe
F
   


。 

即：            1 2 1 2 0                   (3) 

式(3)是极角 θ 的超越方程，使用牛顿法[6]进行

迭代求解。牛顿迭代法(Newton’s method)又称为牛

顿-拉夫逊(拉弗森)方法(Newton-Raphson method)，
其是牛顿在 17 世纪提出的一种在实数域和复数域

上近似求解方程的方法。基本思想是：将非线性方

程 f (x)=0 逐步归结为某种线性方程来求解，把 f (x)
在点 x0的某邻域内展开成泰勒级数： 

( )
0 0

0
( )( )( ) ( ) ( )

!

n n

n
f x x xf x f x R x

n


    ，取其 

线性部分(即泰勒展开的前两项)，并令其等于 0， 
即 0 0 0( ) ( )( ) 0f x f x x x   ，以此作为非线性方程

( ) 0f x  的近似方程，若 0( ) 0f x  ，则其解为

0
1 0

0

( )
( )

f xx x
f x

 


，这样，得到牛顿迭代法的一个迭 

代关系式： 

1
( )
( )

n
n n

n

f xx x
f x  


 

令 2 2 2( ) sinq r a r    ，那么： 

    1 ( )sinr a q      

    
2

1
( ) sin 2( )cos cos 2

2
a r qr a

q q
  

     
 

 

令 2 2 2 2sin cosv a b   ， 2 2c b a  那么： 

    
2 2

2 3

( )sin cosab b a
v

 


   

    
2 2

2 3 5

cos 2 3 sin 2
2

abc abc
v v

      

令 1 2 1 2( )g        ，那么 1 2 1 2( )g         ，

迭代关系式为：
1

( )
( )k k

g
g
 
  


，给初始值=a，

满足精度 20
1 10k k  
  ≤ 的要求，求解出值，进

而求解 1 ， 2 值， 1 2
max1

2

100%e  



  。 

在大圆弧段内，即极角 ,
2

 
   

区间，极径

长度误差 1 2

2

100%e  



  ，求在此区间 e 的最大 

值 ， 同 理 可 知 极 值 点 θ 满 足 超 越 方 程 
3 2 3 2 0      。 

    令 2 2 2( ) cosL R b R    ，
4 2

3

( ) sin 2
4

b Rw
L


  

那么： 

     
2

3
( ) sin cos( )cos b Rb R

L
        

     
2

3
( ) cos 2( )sin b RR b w

L
        

令 3 2 3 2( )L        ，那么 3 2 3 2( )L         ， 

迭代关系式为：
1

( )
( )k k

L
L


 
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

，给初始值
2




 ，

满足精度 20
1 10k k  
  ≤ 的要求，求解出 θ 值，进

而求解 2 ， 3 值， 3 2
max 2

2

100%e  



  。 

比较 max1e 与 max 2e 的值，即可求出近似椭 

圆与实际椭圆的极径误差最大值。 
椭圆面积 1S ab  ；近似椭圆是由圆弧段拼接 

而成的，所以： 

2 1 2 22  

   2 2

( ) 4

  2 2 4( )( )
2

KO C OO O KO BS S S S

r R a r R b 

   

       
 



 

其中， arctan y
x a r

 
 

(x，y 值为 K 点坐标值)；

面积误差 2 1

1

100%s
s se

s


  。 
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3  计算器 

编程是为了借助计算机来达到某一目的或解

决某个问题，而使用某种程序设计语言编写程序代

码，并最终得到结果。随着计算机技术的发展和普

及，数值分析的原理与方法在各学科中的应用越来

越多，根据数学模型提出求解的计算方法，直到编

出程序上机算出结果，并对计算结果进行分析。 
根据推导出的数学模型，在编程软件中编写程

序，生成椭圆近似画法误差计算器，如图 3 所示。 

 
图 3  计算器 

输入椭圆长半轴和短半轴长参数，点击计算按

钮，则输出结果。以 a=25，b=12 为例，计算结果

如图 4 所示，通过 46 次迭代计算，大圆弧与小圆

弧接点的极角=19.883°，当极角 θ=16.388°时，椭

圆近似画法与实际椭圆的极径长度误差值最大，最

大误差值为 2.586%，实际椭圆面积 S1=942.478，近

似椭圆面积 S2= 948.629，面积误差为 0.653%。 

 
图 4  计算结果 

多次输入，可以点击重置按钮，文本框清除，可

以重新输入。计算器的退出，有 2 种方法选择：①点

击退出按钮；②点击界面的退出按钮，也可退出。 

4  结  论 

在计算器中，输入不同 a，b 值，经计算输出

结果，见表 1。 

表 1  计算结果 

输入 输出 

a b (°)  (°) S1 S2 emax(%) 

50 40 36.124 26.298 6 283.185 6 284.388 0.584 
50 30 26.068 20.346 4 712.389 4 728.357 1.620 
50 20 15.878 13.622 3 141.593 3 168.046 3.434 
60 20 12.668 11.265 3 769.911 3 801.723 4.294 
70 20 10.519  9.567 4 398.230 4 423.112 5.010 

 
    由表 1 可得如下结论： 

(1) S2>S1，说明近似椭圆比实际椭圆面积大，

近似椭圆比实际椭圆更饱满。 
(2)  >θ，说明极径最大偏差值永远发生在小圆弧

段内，近似椭圆在大圆弧段内和实际椭圆拟合得较好。 
(3) 椭圆长半轴长 a 与短半轴长 b 越接近，即

a/b 值越接近 1，极径长度误差越小，近似椭圆与实

际椭圆拟合的越好。 
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