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摘要 本文研究强凸 Kähler-Finsler 空间的几何性质. 通过讨论实、复测地系数之间的联系, 获得了

Kähler-Finsler 流形上复结构的弱平行性, 进而发现复 Ricci 曲率的虚部恰好是 Ξ 曲率. 此外, 对于

Kähler-Berwald 度量而言, 本文证明了实 Einstein 与复 Einstein 的一致性.
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1 引言

在实 Finsler 几何中, 已有大量研究涉及旗曲率、Ricci 曲率等重要的几何量, 而复 Finsler 几何

中该类几何量的研究相对较少 [3]. 通过建立实 Finsler 几何量与复 Finsler 几何量之间的关系, 可以

获得复 Finsler 空间的几何性质. 但是, 一般情形下, 实 Finsler 几何和复 Finsler 几何的关系并不像

Riemann 几何和 Hermite 几何的关系那么紧密. 复 Finsler 度量未必是实 Finsler 度量, 当它同时也是

一个实 Finsler 度量时, 称它为强凸复 Finsler 度量 [1]. 目前, 强凸复 Finsler 度量受到许多学者的关

注. 文献 [1, 第 2.6 小节] 描述了在 Kähler 假设下实 Finsler 度量与复 Finsler 度量的测地系数之间的

关系. 文献 [10] 研究了 Kähler-Berwald 度量成为 Einstein 度量的条件. 最近有研究指出对于强凸的弱

Kähler-Finsler 度量, 其全纯曲率就是全纯平面的旗曲率 [7]. 本文将从实的角度研究复 Finsler 度量的

复结构和 Ricci 曲率.

在经典的 Kähler 几何中, 复结构在 Levi-Civita 联络下是平行的. Aikou [2] 证明了 Kähler-Finsler

度量的复结构的提升关于 Chern联络是平行的. 本文研究复结构 J 关于实 Berwald联络 ∇̆的平行性.
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定理 1.1 设 G 是一个强凸的弱 Kähler-Finsler 度量, 则有

∇̆yHJ(·) = −1

4
B(Jy, Jy, J(·)), (1.1)

其中, y = yi∂/∂xi, yH = yiδ/δxi, B 为实 Berwald 曲率张量.

应用上述复结构的协变导数公式, 本文研究 Ricci 曲率的实表示, 并得到下述定理.

定理 1.2 设 G是一个强凸的弱 Kähler-Finsler度量,则其复 Berwald联络的 Ricci曲率 R̆ic可表

示为

R̆ic =
1

2
(Ric+RicJ) +

1

4
tr(J̇ ◦ J̇) +

√
−1Ξ(Jy), (1.2)

其中, Ric 是实 Ricci 曲率, RicJ 是 J-Ricci 曲率 (参见 (4.9)), J̇ 是 ∇̆yHJ 的简写, Ξ 为 Ξ-曲率 (参见

(4.11)).

值得注意的是, 复 Ricci 曲率的虚部恰好是在实 Finsler 几何中扮演重要角色的 Ξ- 曲率 [8]. 此外,

在经典 Kähler 几何中, Ric 与 RicJ 是相等的. 如果度量具有数量旗曲率, 则 Ric = RicJ 且 R̆ic 虚

部消失.

定理 1.3 设 G 为强凸的弱 Kähler-Finsler 度量, 且具有数量旗曲率 K = K(x, y), 则有

R̆ic = Ric+
1

4
tr(J̇ ◦ J̇). (1.3)

进一步地, 根据定理 1.2, 本文改进了文献 [10] 中关于 Einstein 度量的结果. 一个强凸复 Finsler

度量是实 Einstein 的, 是指其实 Ricci 曲率满足 Ric = σ(z)G, 其中, σ(z) 为底流形上的实函数; 若其

复 Ricci 曲率满足 R̆ic = σ(z)G, 则称其为复 Einstein 度量.

定理 1.4 设 G为复流形上的强凸 Kähler-Berwald度量,则Ric = σ(z)G当且仅当 R̆ic = σ(z)G,

其中 σ(z) 为底流形上的实函数. 换言之, G 是实 Einstein 度量当且仅当它是复 Einstein 度量.

本文余下内容结构如下: 第 2节介绍复 Finsler度量的基本概念与符号.第 3和 4节讨论复 Finsler

度量下的复曲率和实曲率. 第 5 节研究复结构的平行性, 并得到定理 1.1. 第 6–8 节探讨 Ricci 曲率和

Einstein 度量, 并证明定理 1.2–1.4.

2 强凸的 Finsler 度量

设 M 为一个 n 维复流形. 令 {zα}nα=1 为局部复坐标, 将其表示为 zα = xα +
√
−1xα+n, 则有局

部实坐标 {xα, xα+n}nα=1. 除非特意标注, 下文中希腊字母的指标取值从 1 到 n, 拉丁字母的指标取值

从 1到 2n, 且采用 Einstein求和约定. 记 TRM 为流形 M 的实切丛, 它是有着复结构 J 的 2n维实向

量丛. 在局部标架 {∂/∂xi}2ni=1 下,

J = J i
kdx

k ⊗ ∂

∂xi
, (2.1)

其中

J i
k =

δik+n, 1 6 k 6 n,

−δik−n, n+ 1 6 k 6 2n.
(2.2)
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设 T 1,0M 为流形 M 的全纯切丛, {∂/∂zα}nα=1 为局部全纯标架. 众所周知, T 1,0M 和 TRM 是同

构的 [1], 它们有自然的同构映射 o : T 1,0M → TRM ,

vo = v + v̄, ∀ v = vα
∂

∂zα
∈ T 1,0M.

它的逆 o : TRM → T 1,0M 为

yo =
1

2
(y −

√
−1Jy), y = yi

∂

∂xi
∈ TRM.

鉴于上述同构, 本文用同一符号 M̃ 来表示实开裂切丛 TRM\{0} 和复开裂切丛 T 1,0M\{0}. 习惯上,

记 vo = y, yo = v, 则

vα = yα +
√
−1yα+n, (2.3)

进而有

∂α :=
∂

∂zα
=

1

2

(
∂

∂xα
−
√
−1

∂

∂xα+n

)
, ∂ᾱ :=

∂

∂zᾱ
=

1

2

(
∂

∂xα
+
√
−1

∂

∂xα+n

)
,

∂̇α :=
∂

∂vα
=

1

2

(
∂

∂yα
−
√
−1

∂

∂yα+n

)
, ∂̇ᾱ :=

∂

∂vᾱ
=

1

2

(
∂

∂yα
+
√
−1

∂

∂yα+n

)
.

(2.4)

坐标 {zα, vβ} 构成 T 1,0M 上的复坐标, 而 {xi, yk} 是 TRM 上的局部实坐标, 且 {∂α, ∂̇β} 为全纯切丛
上的局部全纯标架.

定义 2.1 [1] 若全纯切丛 T 1,0M 上的连续函数 F : T 1,0M → R>0 满足:

(i) G := F 2 是 M̃ 上的光滑函数;

(ii) 对于所有的 v ∈ M̃ , 有 F (v) > 0;

(iii) 对于所有的 v ∈ T 1,0M 和 ζ ∈ C, 有 F (ζv) = |ζ|F (v);

(iv) 矩阵 (Gαβ̄) 是 M̃ 上的正定阵, 其中

(Gαβ̄) =

(
∂2G

∂vα∂v̄β

)
, (2.5)

则称 F 或 G 为强伪凸的复 Finsler 度量.

定义 2.2 [3] 若切丛 TRM 上的连续函数 F o : TRM → R>0 满足:

(i) Go := F o2 是 M̃ 上的光滑函数;

(ii) 对于所有的 y ∈ M̃ , 有 F o(y) > 0;

(iii) 对于所有的 y ∈ TRM 和 λ ∈ R>0, 有 F o(λy) = λF o(y);

(iv) 矩阵 (gij) 是 M̃ 上的正定阵, 其中

(gij) =
1

2

(
∂2Go

∂yi∂yj

)
, (2.6)

则称 F o 或 Go 为实 Finsler 度量, 称 g = gijdx
i ⊗ dxj 为实 Finsler 度量 F o 的基本形式.

定义 2.3 [1] 设 F : T 1,0M → R>0 为 M 上的复 Finsler 度量. 令

F o : TRM → R>0, F o(y) := F (yo), ∀ y ∈ TRM.

若 F o 是实 Finsler 度量, 则称 F 或 G = F 2 为强凸的复 Finsler 度量.

1471



陈滨等: 强凸 Kähler-Finsler 度量的 Ricci 曲率

本文假定所考虑的复 Finsler 度量是强凸的. 在不出现冲突的情形下, 同样用符号 F 来表示对应

的实 Finsler 度量 F o, 即对于 y ∈ TRM , 视 F (y) 为 F (yo).

下面引进几种简写符号. 用希腊字母下标表示对于复坐标的求导, 分号前表示对 v- 坐标求导, 分

号后表示对 z-坐标求导; 用拉丁字母下标表示对实坐标的求导,分号前表示对 y-坐标求导,分号后表

示对 x- 坐标求导. 例如,

Gαβ̄ =
∂2G

∂vα∂vβ̄
, G;µν̄ =

∂2G

∂zµ∂zν̄
, Gα;µ =

∂2G

∂vα∂zµ
;

Gij =
∂2G

∂yi∂yj
, G;kh =

∂2G

∂xk∂xh
, Gi;k =

∂2G

∂yi∂xk
.

对于 y = yi ∂
∂xi ∈ TRM , 令 u = Jy, u = ui ∂

∂xi ∈ TRM , 则有

ui ∂

∂xi
= u = Jy = J i

ky
k ∂

∂xi
. (2.7)

记

yi = gijy
j , ui = giju

j . (2.8)

此后如无特殊说明, 符号 u 总是表示 u = Jy.

下面将复 Euler 定理表示为实形式. 复函数 H(v) 是 T 1,0M 上的 (p, q) 齐次函数, 是指它满足

H(λv) = λpλ̄qH(v), 其中 λ ∈ C. 利用 Ho(y) = H(yo), 同样可以将 H 看作 TRM 上的函数, 为了简便,

记 Ho 为 H.

引理 2.1 设 H(v) 为 T 1,0M 上的复值函数, 令

H(v) = H(yo) = R(y) +
√
−1I(y), (2.9)

其中 R(y) 和 I(y) 为实值函数, 则 H(v) 是 (p, q) 齐次的当且仅当

Hαv
α = pH, Hᾱv

ᾱ = qH, (2.10)

当且仅当

Rky
k = (p+ q)R, Iky

k = (p+ q)I (2.11)

且

Rku
k = (q − p)I, Iku

k = (p− q)R. (2.12)

证明 如果 H 是 (p, q) 齐次的, 则利用复 Euler 定理可知

Hαv
α = pH, Hᾱv

ᾱ = qH. (2.13)

利用 (2.3) 和 (2.4), (2.13) 中第一个式子的左边可以写为

vαHα =
1

2
(yα +

√
−1yα+n)

(
∂

∂yα
−
√
−1

∂

∂yα+n

)
(R+

√
−1I)

=
1

2

(
yi

∂

∂yi
−

√
−1uk ∂

∂yk

)
(R+

√
−1I)
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=
1

2
(yiRi + ukIk) +

√
−1

2
(yiIi − ujRk), (2.14)

(2.13) 中第一个式子的右边可以写为

pH = pR+
√
−1pI. (2.15)

比较左右两边的实部与虚部, 可得 yiRi + ukIk = 2pR,

yiIi − ujRk = 2pI.
(2.16)

类似地, 由 (2.13) 的第二个式子, 可得

vᾱHᾱ =
1

2

(
yi

∂

∂yi
+
√
−1uk ∂

∂yk

)
(R+

√
−1I)

=
1

2
(yiRi − ukIk) +

√
−1

2
(ukRk + yiIi) (2.17)

以及

qH = qR+
√
−1qI. (2.18)

对比上面两式的实部与虚部, 可得 yiRi − ukIk = 2qR,

ukRk + yiIi = 2qI.
(2.19)

利用 (2.16) 和 (2.19), 整理可得

Rky
k = (p+ q)R, Iky

k = (p+ q)I (2.20)

以及

Rku
k = (q − p)I, Iku

k = (p− q)R. (2.21)

上述推导过程是可逆的.

引理 2.2 设 G 为强凸的复 Finsler 度量, 则有

gy(Jy,X) = −gy(y, JX), (2.22)

其中 X ∈ TxM . 特别地,

gy(y, y) = gy(Jy, Jy) = G(y), gy(y, Jy) = 0. (2.23)

证明 首先证明 (2.22). 我们知道 G(v) 是一个实值函数, 即可以表示为 G(v) = G(v) +
√
−1 · 0.

因为 G(v) 是 (1, 1) 齐次的, 所以利用 (2.12), 可得

Gku
k = 0. (2.24)
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对 yi 求微分, 再注意关系式 uk = Jk
s y

s, 有

Giku
k +GkJ

k
i = 0. (2.25)

注意到 gik = 1
2Gik, 利用引理 2.1 以及上式可得

ui =
1

2
Giku

k = −Jk
i

1

2
Gk = −Jk

i yk, (2.26)

即得 (2.22) 的局部表达形式.

利用 (2.26), 可得

giju
iuj = uju

j = −Js
j ysJ

j
ky

k = yky
k = G (2.27)

以及

yiui = −yiJk
i y

i = −ukyk. (2.28)

由 (2.28) 知

gijy
iuj = 0. (2.29)

证毕.

(2.22) 可以等价地表示为, 对于任意的 X ∈ TxM 有 gy(Jy, JX) = gy(y,X). 若 (G, J) 为 Hermite

度量, 则 G 的基本形式 g 是 J- 不变的, 即对于任意的向量场 Y 和 X 有 gy(JY, JX) = gy(Y,X). 但

在一般情形下, 复 Finsler 度量 G 的基本形式未必是 J- 不变的.

命题 2.1 设 J 为流形 M 的复结构, G 为 M 上的复 Finsler 度量, 则基本形式 g 是 J- 不变的

当且仅当 G 是一个 Hermite 度量.

证明 只需证明命题的必要性. 假设 g 是 J- 不变的, 即对于任意的 Y,X ∈ TxM , 有 gy(JY, JX)

= gy(Y,X). 在局部坐标下, 可以表示为

gijJ
i
pJ

j
q = gpq. (2.30)

上式对 ys 求导并乘以 1
2 , 有

CijsJ
i
pJ

j
q = Cpqs, (2.31)

其中 Cijs := 1
2

∂
∂ys gij 是 Cartan 张量的系数. 注意到上式右端的下标是对称的, 所以交换左端下标 s

和 p 得

CijpJ
i
sJ

j
q = CijsJ

i
pJ

j
q . (2.32)

上式乘以 Jp
a 和 Jq

b , 有

CijpJ
i
sJ

j
qJ

q
b J

p
a = CijsJ

i
pJ

p
aJ

j
qJ

q
b . (2.33)

通过简单的化简, 可以得到

−CipbJ
i
sJ

p
a = Cabs. (2.34)
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比较 (2.31) 和 (2.34), 如果 g 是 J- 不变的, 则

Cabs = 0. (2.35)

此时 Cartan 张量消失, 意味着 G 是 Riemann 度量.

综上所述, 基本形式 J- 不变的复 Finsler 度量一定是 Hermite 度量.

3 强凸 Finsler 度量的曲率

设 (M,G) 为强凸的复 Finsler 流形. 它的 Chern-Finsler 非线性联络系数 Γα
;β 为

Γα
;β := Gτ̄αGτ̄ ;β , (3.1)

其中 (Gτ̄α) = (Gβτ̄ )
−1. 记 Gα 为强凸 Finsler 度量 G 的复测地系数 [1], 即

Gα =
1

2
Γα
;βv

β . (3.2)

注意 Gα 是 (2, 0) 齐次的.

复水平切丛 H 关于 Chern-Finsler 联络的自然局部标架 {δµ} 为

δµ := ∂µ − Γα
;µ∂̇α. (3.3)

度量 G 可以在复水平切丛 H 上自然地定义一个内积 ⟨·, ·⟩, 即对于 W1,W2 ∈ H, Wi = Wα
i δα, 有

⟨W1,W2⟩ = Gαβ̄W
α
1 W

β̄
2 . 局部标架 {δµ, ∂̇α} 的对偶余标架是 {dzµ, δvα}, 其中

δvα := dvα + Γα
;µdz

µ. (3.4)

Chern-Finsler 联络的 1- 形式为

ωα
β = Γα

β;µdz
µ + Cα

βγδv
γ , (3.5)

其中,

Γα
β;µ := Gτ̄αδµ(Gβτ̄ ), Cα

βγ := Gτ̄αGβτ̄γ . (3.6)

注意 Γα
β;µ = ∂̇β(Γ

α
;µ).

定义 3.1 [1, 4] 设 G 是复流形 M 上强伪凸的复 Finsler 度量. 称 G 为 Kähler-Finsler 度量当且

仅当在局部坐标下有 Γα
β;µ = Γα

µ;β , 称 G 为弱 Kähler-Finsler 度量当且仅当 Gα(Γ
α
β;µ − Γα

µ;β)v
µ = 0.

记 Chern-Finsler 联络的曲率算子为 Ω. 局部地, Ω 可以表示为

Ω = Ωα
β ⊗ [dzβ ⊗ δα + δvβ ⊗ ∂̇α],

其中

Ωα
β = dωα

β − ωγ
β ∧ ωα

γ . (3.7)
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在局部坐标下, 记

Ωα
β = Rα

β;µν̄dz
µ ∧ dzν̄ + Sα

βµ;ν̄δv
µ ∧ dzν̄ + Pα

βν̄;µdz
µ ∧ δvν̄ +Qα

βµν̄δv
µ ∧ δvν̄ . (3.8)

称 Ωα
β 的 HH̄ 部分为 Riemann 曲率. 在局部坐标下, Riemann 曲率系数 Rα

β;µν̄ 可以写为

Rα
β;µν̄ = −δν̄(Γ

α
β;µ)− Cα

βσδν̄(Γ
σ
;µ). (3.9)

强伪凸的 Finsler 度量 G 在 v 方向的全纯曲率 H(z, v) 为

H(z, v) =
2

G(z, v)2
⟨Ω(vH, v̄H)vH, vH⟩v, (3.10)

其中 vH = vαδα ∈ H. 在局部坐标下, 有

H =
2

G2
Rαβ̄;µν̄v

αvβ̄vµvν̄ , (3.11)

其中 Rαβ̄;µν̄ = Gσβ̄R
σ
α;µν̄ . 直接计算, 可得

H(z, v) = − 2

G2
Gαδν̄(Γ

α
;µ)v

µvν̄ = − 2

G2
(G;αβ̄v

αvβ̄ − 4Gαβ̄GαGβ̄). (3.12)

由此式不难看出全纯曲率一定是实值的. Chern-Finsler 联络下的 Ricci 曲率 R̆ic
c
为

R̆ic
c
:= 2Rα

β;αν̄v
βvν̄ = −2δν̄(Γ

α
;α)v

ν̄ . (3.13)

上述 Ricci 曲率中的系数与全纯曲率中的系数是适配的.

除了 Chern-Finsler 联络, 复 Finsler 几何中还有很多不同的联络, 下面介绍复 Berwald 联络及相

应的曲率. 复 Berwald 非线性联络系数为 [3]

Gα
β = ∂̇βGα. (3.14)

度量 G 的复 Berwald 联络的联络 1- 形式可以表示为

ω̆α
β = Gα

βµdz
µ = ∂̇µ∂̇βGαdzµ. (3.15)

显然 Gα
βµ = Gα

µβ . 复 Berwald 联络的非线性联络系数对应的水平标架为 {δ̆µ}, 其中 δ̆µ = ∂µ − Gα
µ ∂̇α.

复 Berwald 联络的曲率算子记为 Ω̆. 类似 (3.7), 可得曲率算子 Ω̆α
β 的局部表示

Ω̆α
β = −δ̆ν̄Gα

βµdz
µ ∧ dzν̄ − ∂̇ν̄Gα

βµdz
µ ∧ δ̆vν̄ + (δ̆νGα

βµ +Gγ
βµG

α
γν)dz

ν ∧ dzµ + ∂̇νGα
βµδ̆v

ν ∧ dzµ. (3.16)

上述曲率算子的 HH̄ 系数记为

R̆α
β;µν̄ = −δ̆ν̄Gα

βµ. (3.17)

将 (3.11) 中的 Rα
β;µν̄ 替换为 R̆α

β;µν̄ , 可得复 Berwald 联络下的全纯曲率 H̆. 在局部坐标下, 有

H̆ = − 2

G2
δ̆ν̄(Gσ

αµ)Gσβ̄v
αvβ̄vµvν̄

= − 2

G2
(Gσ

αµ;ν̄ −Gτ̄
ν̄Gσ

αµτ̄ )v
αvµGσv

ν̄
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= − 4

G2
Gσ

;ν̄Gσv
ν̄ , (3.18)

其中 Gα
;ν̄ = ∂ν̄Gα. 注意到

Gα∂̇τ̄ (Γ
α
;µ) = −GαG

ασ̄Gβν̄Gβσ̄τ̄Gν̄;µ +GαG
αν̄Gν̄τ̄ ;µ = 0. (3.19)

结合 (3.12) 和 (3.19), 可得

H = − 2

G2
Gαδν̄(Γ

α
;µ)v

µvν̄

= − 2

G2
Gα(∂ν̄Γ

α
;µ − Γτ̄

;ν̄ ∂̇τ̄Γ
α
;µ)v

µvν̄

= − 4

G2
GαGα

;µ̄v̄
µ. (3.20)

因此 Chern-Finsler 联络和复 Berwald 联络下的全纯曲率是一致的. 最后, 引进复 Berwald 联络下的

Ricci 曲率

R̆ic := 2R̆α
β;αν̄v

βvν̄ = −2vν̄ δ̆ν̄Gα
α. (3.21)

一般情形下, 复 Berwald 联络下的 Ricci 曲率不同于 Chern-Finsler 联络下的 Ricci 曲率. 但是当 G 为

Kähler-Finsler 度量时, 就有 R̆ic = R̆ic
c [5].

4 实 Berwald 联络

本文主要考虑强凸复 Finsler 度量的 Ricci 曲率在实 Finsler 几何中的表示. 在实 Finsler 几何中

有许多重要的曲率, 下面进行简要回顾.

记 Ĝi 为实测地系数, 它的表达式为

Ĝi =
1

4
gil(Gl;ky

k −G;l), (4.1)

其中 (gik) = (gij)
−1. 实 Berwald 联络下的水平实切丛的局部标架 { δ

δxi } 为

δ

δxi
=

∂

∂xi
− Ĝk

i

∂

∂yk
, (4.2)

其中 Ĝk
i = ∂

∂yi Ĝk 是实 Berwald 联络的非线性联络系数. 标架 { δ
δxi ,

∂
∂yj } 的对偶余标架为 {dxi, δyj},

其中 δyj = dyj + Ĝj
kdx

k. 联络 1- 形式 ω̂i
j 为

ω̂i
j = Ĝi

jkdx
k, (4.3)

其中 Ĝi
jk = ∂

∂yk Ĝi
j . 实 Berwald 联络下的曲率算子 Ωi

j 为

Ωi
j =

1

2
Ri

jkldx
k ∧ dxl +Bi

jklδy
l ∧ dxk. (4.4)

曲率项 Ri
jkl 是实 Berwald 联络下的 Riemann 张量系数. 局部地, 有

Ri
jkl =

δ̂Ĝi
jl

δ̂xk
−

δ̂Ĝi
jk

δ̂xl
+ Ĝi

ksĜs
jl − Ĝs

jkĜi
ls. (4.5)
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实 Berwald 曲率张量定义为

B = Bi
jkldx

j ⊗ dxk ⊗ dxl ⊗ ∂

∂xi
. (4.6)

注意到 Bi
jkl =

∂
∂yl Ĝi

jk = Ĝi
jkl.

对于切平面 P = span{y, V } ⊂ TxM , 旗曲率 K(y, V ) 为

K(y, V ) :=
RikV

iV k

(gijgkl − gikgjl)yiyjV kV l
, (4.7)

其中, V = V i ∂
∂xi ∈ P , Rik = gmiR

m
jkly

jyl. 若度量是强凸的弱 Kähler-Finsler 度量, 则全纯曲率与全纯

平面的旗曲率是相同的, 即 K(y, Jy) = H(v) [7]. 文献 [6] 引入了一种 Ricci 曲率张量

Ricij :=
1

2
(Rm

imj +Rm
jmi). (4.8)

Ricci 曲率 Ric 也可以表示为 Ric = Ricijy
iyj . 利用上述张量, 定义 J-Ricci 曲率为

RicJ := Riciju
iuj . (4.9)

在 Hermite 几何中, Kähler 度量有性质 Ric = RicJ .

最后介绍文献 [6] 引进的 Ξ- 曲率. 对于 M 上的体积测度 dV = σ(x)dx1 ∧ · · · ∧ dx2n, 度量测度空

间 (G, dV ) 的 S- 曲率为

S :=
∂Ĝi

∂yi
− yi

∂

∂yi
(lnσ). (4.10)

对于不同的体积形式, S- 曲率相差一个 1- 形式. 由 S- 曲率可以定义 Ξ- 曲率张量为

Ξ = Ξidx
i, Ξi :=

1

2
(Si|mym − S|i), (4.11)

其中, Si = ∂S/∂yi, “|” 表示实 Berwald 联络下的水平协变导数.

5 复结构的协变导数

根据文献 [1, 命题 2.6.2] 及其注记或文献 [10, 命题 4.1], 有如下引理:

引理 5.1 [1, 10] 设 G是复流形 M 上的强凸复 Finsler度量, 它是弱 Kähler-Finsler度量当且仅当

Gβ = Ĝβ +
√
−1Ĝβ+n. (5.1)

引理 5.2 设 G 是复流形 M 上强凸的弱 Kähler-Finsler 度量, 则

Ĝi
ku

k = 2J i
kĜk, (5.2)

Ĝi
sku

k = 2J i
kĜk

s − Jk
s Ĝi

k (5.3)

和

Ĝi
slku

k = 2J i
kĜk

sl − Jk
s Ĝi

kl − Ĝi
skJ

k
l . (5.4)
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证明 由引理 5.1 可以得到 Gβ = Ĝβ +
√
−1Ĝβ+n. 因为 Gα 是 (2, 0) 齐次的, 所以由引理 2.1 的

(2.12) 可知

Ĝα
ku

k = −2Ĝα+n 和 Ĝα+n
k uk = 2Ĝα. (5.5)

由 (2.2), 复结构的分量 J i
k 可以写为 J i

α = δiα+n,

J i
α+n = −δiα.

(5.6)

用上述表达形式, (5.5) 可以写为

Ĝi
ku

k = 2J i
kĜk. (5.7)

上式对 ys 求导, 可得

Ĝi
sku

k + Ĝi
kJ

k
s = 2J i

kĜk
s . (5.8)

再对上式关于 yl 求导, 可得

Ĝi
slku

k + Ĝi
skJ

k
l = 2J i

kĜk
sl − Ĝi

lkJ
k
s . (5.9)

证毕.

定理 5.1 设 G 是一个强凸的弱 Kähler-Finsler 度量, 则有

∇̆yHJ(·) = −1

4
B(Jy, Jy, J(·)), (5.10)

其中 yH = yiδi ∈ H.

证明 在局部全纯坐标下, 可以直接计算

J i
k|l =

δJ i
k

δxl
+ Js

kĜi
sl − J i

sĜs
kl

= Js
kĜi

sl − J i
sĜs

kl, (5.11)

其中 “|” 表示实 Berwald 联络下的水平协变导数. 进一步有

J i
k|ly

l = Js
kĜi

s − J i
sĜs

k. (5.12)

对 (5.4) 用 ul 进行缩并, 结合 (5.2) 和 (5.3), 有

Ĝi
sklu

kul = 2J i
kĜk

slu
l − Jk

s Ĝi
klu

l − Ĝi
skJ

k
l u

l

= 2J i
k(2J

k
l Ĝl

s − J l
sĜk

l )− Jk
s (2J

i
l Ĝl

k − J l
kĜi

l) + Ĝi
sky

k

= −4Ĝi
s − 2J i

kĜk
l J

l
s − 2J i

l Ĝl
kJ

k
s − Ĝi

s + Ĝi
s

= −4Ĝi
s − 4J i

kĜk
l J

l
s. (5.13)

上式乘以 Js
j , 可得

Js
j Ĝi

sklu
kul = −4Js

j Ĝi
s + 4J i

kĜk
j . (5.14)
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通过观察 (5.12) 和 (5.14) 可以发现

J i
k|ly

l = −1

4
(Js

kĜi
jlsu

jul). (5.15)

利用 Berwald 曲率张量, 上式可以表示为

∇̆yHJ(·) = −1

4
B(Jy, Jy, J(·)). (5.16)

证毕.

6 Ricci 曲率

本节主要研究复 Berwald 联络下的 Ricci 曲率 R̆ic 的实表示, 并且总假定 G = F 2 是强凸的弱

Kähler-Finsler 度量.

注意到 Ricci 曲率可以写为

R̆ic = −2vν̄ δ̆ν̄Gα
α = −2vν̄∂ν̄Gα

α + 4Gτ̄ ∂̇τ̄Gα
α. (6.1)

由引理 5.1 和 (2.4), 可得

Gα
α =

1

2

(
∂

∂yα
−
√
−1

∂

∂yα+n

)
(Ĝα +

√
−1Ĝα+n)

=
1

2
(Ĝi

i −
√
−1J i

kĜk
i ) (6.2)

和

vβ∂β = v = yo =
1

2
(y −

√
−1u) =

1

2

(
yi

∂

∂xi
−

√
−1ui ∂

∂xi

)
. (6.3)

利用上面两式, Ricci 曲率 (6.1) 的第一项可以写为

vν̄∂ν̄Gα
α =

1

4

(
yi

∂

∂xi
+

√
−1ui ∂

∂xi

)
(Ĝi

i −
√
−1J i

kĜk
i )

=
1

4
(Ĝi

i;sy
s + J i

kĜk
i;su

s) +

√
−1

4
(Ĝi

i;su
s − J i

kĜk
i;sy

s), (6.4)

Ricci 曲率 (6.1) 的第二项可以写为

Gτ̄ ∂̇τ̄Gα
α =

1

4
(Ĝτ −

√
−1Ĝτ+n)

(
∂

∂yτ
+
√
−1

∂

∂yτ+n

)
(Ĝi

i −
√
−1J i

kĜk
i )

=
1

4
(ĜsĜi

is + Js
l ĜlJ i

kĜk
is) +

√
−1

4
(Js

l ĜlĜi
is − ĜsJ i

kĜk
is). (6.5)

因此,

R̆ic =
1

2
[−Ĝi

i;ky
k + 2ĜkĜi

ik − J i
hĜh

i;ku
k + 2ĜsJk

s J
i
hĜh

ik]

+

√
−1

2
[−Ĝi

i;ku
k + 2Jk

s ĜsĜi
ik + J i

hĜh
i;ky

k − 2J i
hĜh

ikĜk]. (6.6)
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直接计算, 可以发现

δĜi
hi

δxk
yh = Ĝi

hi;ky
h − Ĝs

kĜi
hisy

h = Ĝi
hi;ky

h = Ĝi
i;k. (6.7)

由引理 5.2, 有

δĜi
hi

δxs
uh = Ĝi

hi;su
h − Ĝl

sĜi
hilu

h

= J i
hĜh

i;s − Ĝl
s(J

i
hĜh

il − Jh
l Ĝi

ih)

= J i
hĜh

i;s − J i
hĜh

ilĜl
s + Ĝl

sJ
h
l Ĝi

ih. (6.8)

观察 (6.6)–(6.8), 再通过 (5.2), 可得

−δĜi
hi

δxk
yhyk − δĜi

hi

δxs
usuh = −Ĝi

i;ky
k − J i

hĜh
i;su

s + J i
hĜh

ilĜl
su

s − usĜl
sJ

h
l Ĝi

ih

= −Ĝi
i;ky

k − J i
hĜh

i;su
s + 2J i

hĜh
ilJ

l
sĜs − 2ĜsJ l

sJ
h
l Ĝi

ih

= −Ĝi
i;ky

k − J i
hĜh

i;su
s + 2J i

hĜh
ilJ

l
sĜs + 2ĜhĜi

ih

= 2ReR̆ic (6.9)

和

−δĜi
hi

δxk
yhuk +

δĜi
hi

δxk
uhyk = −Ĝi

i;ku
k + J i

hĜh
i;ky

k − J i
hĜh

ilĜl
ky

k + ykĜl
kJ

h
l Ĝi

ih

= −Ĝi
i;ku

k + J i
hĜh

i;ky
k − 2J i

hĜh
ilĜl + 2ĜlJh

l Ĝi
ih

= 2ImR̆ic. (6.10)

因此 Ricci 曲率可以表示为

R̆ic =
1

2

[
− δĜi

hi

δxk
yhyk − δĜi

hi

δxs
usuh

]
+

√
−1

2

[
− δĜi

hi

δxk
yhuk +

δĜi
hi

δxk
uhyk

]
. (6.11)

记

As
k = −δĜi

hi

δxk
(ysyh + usuh), (6.12)

则 Ricci 曲率 R̆ic 可以表达成

R̆ic =
1

2
Ak

k +

√
−1

2
Jk
hAh

k . (6.13)

引理 6.1 设 G 为强凸的弱 Kähler-Finsler 度量, 则有

ReR̆ic =
1

2
(Ric+RicJ) +

1

4
tr(J̇ ◦ J̇), (6.14)

其中 J̇ = ∇̆yHJ .

证明 在实的情形下, 实 Berwald 联络下的 Riemann 曲率张量的局部表达式为

Ri
jkl =

δ̂Ĝi
jl

δ̂xk
−

δ̂Ĝi
jk

δ̂xl
+ Ĝi

ksĜs
jl − Ĝs

jkĜi
ls. (6.15)
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用 yj 和 yl 对 Ri
jkl 进行缩并, 可得

Ri
jkly

jyl =2Ĝi
;k − Ĝi

k;ly
l + 2ĜsĜi

ks − Ĝi
sĜs

k. (6.16)

于是

Ric = Rm
jmly

jyl = 2Ĝk
;k − Ĝk

k;ly
l + 2ĜsĜk

ks − Ĝk
sĜs

k. (6.17)

由引理 5.2, 可得

Ĝi
jlu

jul = 2J i
jĜ

j
lu

l − Jj
l u

lĜi
j = 4J i

jJ
j
l Ĝ

l + Ĝi
jy

j = −4Ĝi + 2Ĝi = −2Ĝi. (6.18)

因此,

Ri
jklu

jul = Ĝi
jl;ku

jul − Ĝs
kĜi

jlsu
jul −

δ̆Ĝi
jk

δ̆xl
ujul + Ĝi

ksĜs
jlu

jul − Ĝs
jku

jĜi
lsu

l

= −2Ĝi
;k −

δ̆Ĝi
jk

δ̆xl
ujul − 2ĜsĜi

ks − Ĝs
jku

jĜi
lsu

l − Ĝs
kĜi

jlsu
jul. (6.19)

从而

RicJ = Rm
jmlu

jul = −2Ĝm
;m −

δ̆Ĝm
jm

δ̆xl
ujul − 2ĜsĜm

ms − Ĝs
jmujĜm

lsu
l − Ĝs

mĜm
jlsu

jul. (6.20)

将 (6.17) 和 (6.20) 相加, 可得

Ric+RicJ = −Ĝk
k;jy

j −
δ̆Ĝk

jk

δ̆xl
ujul − Ĝs

jku
jĜk

lsu
l − Ĝl

kĜk
l − Ĝs

kĜk
jlsu

jul

= 2ReR̆ic− Ĝs
jku

jĜk
lsu

l − Ĝl
kĜk

l − Ĝs
kĜk

jlsu
jul. (6.21)

利用引理 5.2 和 (5.13) 继续化简上式, 可得

Ric+RicJ = 2ReR̆ic− Ĝs
jku

jĜk
lsu

l − Ĝl
kĜk

l − Ĝs
kĜk

jlsu
jul

= 2ReR̆ic− (2Js
j Ĝ

j
k − Jj

kĜ
s
j)(2J

k
l Ĝl

s − J l
sĜk

l )

− Ĝl
kĜk

L + Ĝs
k(4Ĝk

s + 4Jk
j Ĝ

j
l J

l
s)

= 2ReR̆ic− 4Js
j Ĝ

j
kJ

k
l Ĝl

s − 2Js
j Ĝ

j
kĜ

k
l J

l
s − 2Jj

kĜ
s
jĜl

sJ
k
l + Jj

kĜ
s
jJ

l
sĜk

l

− Ĝl
kĜk

l + 4Ĝk
sĜs

k + 4Ĝs
kJ

k
j Ĝ

j
l J

l
s

= 2ReR̆ic− Ĝs
kĜk

s − Jj
kĜ

s
jJ

l
sĜk

l , (6.22)

即

Ric+RicJ = 2ReR̆ic− Ĝs
kĜk

s − Jj
kĜ

s
jJ

l
sĜk

l . (6.23)

考虑 (6.23) 中最后两项. 为方便起见, 记

Ai
s = Ĝi

s + J i
kĜk

l J
l
s. (6.24)
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注意到 J i
sJ

s
j = −δij , 可得

J i
pA

p
s = J i

p(Ĝp
s + Jp

k Ĝ
k
l J

l
s)

= J i
pĜp

s − Ĝi
lJ

l
s (6.25)

和

Ai
pJ

p
s = (Ĝi

p + J i
kĜk

l J
l
p)J

p
s

= Ĝi
pJ

p
s − J i

kĜk
s . (6.26)

观察上面两式, 不难发现

J i
pA

p
s = −Ai

pJ
p
s . (6.27)

注意到 (6.23) 的最后两项, 有

Ĝs
kĜk

s + Jj
kĜ

s
jJ

l
sĜk

l = Ĝs
iA

i
s. (6.28)

进而

Ĝs
iA

i
s = (As

i − Js
kĜk

l J
l
i )A

i
s

= As
iA

i
s + Ĝk

l A
l
iJ

i
sJ

s
k

= As
iA

i
s − Ĝk

l A
l
k. (6.29)

于是

Ĝs
kĜk

s + Jj
kĜ

s
jJ

l
sĜk

l = Ĝs
iA

i
s =

1

2
As

iA
i
s. (6.30)

记 J̇ i
k := J i

k|ly
l. 利用定理 5.1, 可知 J̇ i

k = Ai
sJ

s
k . 再结合 (6.27), 有

J̇ i
sJ̇

s
i = Ai

pJ
p
sA

s
hJ

h
i = −Ai

pJ
p
s J

s
hA

h
i = Ai

sA
s
i . (6.31)

利用上面两式, 不难发现

Ĝs
kĜk

s + Jj
kĜ

s
jJ

l
sĜk

l =
1

2
J̇ i
sJ̇

s
i . (6.32)

最后, 由 (6.23) 和 (6.32), 可得

ReR̆ic =
1

2
(Ric+RicJ) +

1

4
J̇ i
sJ̇

s
i . (6.33)

证毕.

引理 6.2 设 G 为强凸的弱 Kähler-Finsler 度量, 则有

ImR̆ic = Ξ(Jy). (6.34)
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证明 通过观察 (6.11), 可知

2ImR̆ic = − δ̆Ĝi
hi

δ̆xk
yhuk +

δ̆Ĝi
hi

δ̆xk
uhyk. (6.35)

结合 (4.5) 和 (5.3), 不难发现

− δ̆Ĝi
hi

δ̆xk
yhuk +

δ̆Ĝi
hi

δ̆xk
uhyk = Rk

jkly
jul −Rk

jklu
jyl. (6.36)

文献 [6] 证明了

Rk
jkl −Rk

lkj = Ξl,j − Ξj,l, (6.37)

其中 Ξl,j =
∂

∂yj Ξl. 由齐次性, 对上式用 yj 进行缩并可得

(Rk
jkl −Rk

lkj)y
j = Ξl,jy

j − Ξj,ly
j

= Ξl − (Ξjy
j)l + Ξl

= 2Ξl. (6.38)

综上可知

ImR̆ic =
1

2
(Rk

jkl −Rk
lkj)y

jul = Ξju
j . (6.39)

证毕.

定理 6.1 设 G 为强凸的弱 Kähler-Finsler 度量, 则有

R̆ic =
1

2
(Ric+RicJ) +

1

4
tr(J̇ ◦ J̇) +

√
−1Ξ(Jy), (6.40)

其中 J̇ = ∇̆yHJ .

由此定理可见, 从实的角度而言, 复 Berwald 联络的 Ricci 曲率 R̆ic 既包含 Riemann 量又包含非

Riemann 量.

7 Berwald 度量

定义 7.1 [10] 设 G = F 2 为复流形 M 上的强伪凸复 Finsler 度量. 若 Chern-Finsler 联络的联络

系数 Γα
β;µ 只依赖于底流形的坐标 z, 则称 G 是复 Berwald 度量; 若复 Berwald 联络的联络系数 Gα

βµ

只依赖于坐标 z, 则称 G 是弱复 Berwald 度量.

定义 7.2 [5] 设 G 为实 Finsler 度量, 若其实 Berwald 联络的联络系数 Ĝi
jk 只依赖于底流形的坐

标 x, 则称 G 为实 Berwald 度量.

注 7.1 文献 [12, 定理 1.1] 指出, 在弱 Kähler 条件下, 弱复 Berwald 度量与实 Berwald 度量

等价; 定理 1.2 指出, 在 Kähler 条件下, 复 Berwald 度量与实 Berwald 度量等价. 于是, 若 G 是强

凸的弱 Kähler、弱复 Berwald 度量, 则它必然是实 Berwald 度量, 因此将此类度量简称为强凸的弱

Kähler-Berwald 度量.
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引理 7.1 设 G 是复流形 M 上强凸的弱 Kähler-Berwald 度量, 则其 Ricci 曲率张量 (4.8) 是 J-

不变的, 即

Ricij = Js
i J

k
j Ricsk. (7.1)

进而

R̆ic = Ric. (7.2)

证明 文献 [9]表明,若 G = F 2 是实 Berwald度量,则存在一个 Riemann度量 H,使得 HΓi
jk(x)

= FΓ
i
jk(x),其中

FΓ
i
jk 和

HΓi
jk 分别是 F 和 H 的 Chern联络系数. 值得注意的是, FΓ

i
jk(x)和

HΓi
jk(x)

都仅依赖于 x, 而且 FΓ
i
jk(x) = Ĝi

jk(x). 此时 Riemann 曲率张量 (4.5) 可以写为

Ri
jkl =

∂Ĝi
jl

∂xk
−

∂Ĝi
jk

∂xl
+ Ĝi

ksĜs
jl − Ĝs

jkĜi
ls. (7.3)

因此 F 和 H 的 Riemann 曲率张量相等, 即

FR
i

jkl =
HR

i

jkl. (7.4)

进而它们的 Ricci 张量也相等, 即

FRicij =
HRicij . (7.5)

因此, 为了证明 (7.1), 只需证明 H 是 Kähler 度量, 即证 H∇J = 0. 由 HΓi
jk(x) = FΓ

i
jk(x), 有

H∇J = ∇̆J . 由定理 5.1, 可知 J i
j|ky

k = 0. 又因为 J i
j|k 只依赖于 x, 所以 J i

j|k = 0. 因此

HRicij =
HRicskJ

s
i J

k
j , (7.6)

从而 (7.1) 成立. 特别地, 有

Ric = RicJ . (7.7)

由于 F 是实 Berwald 度量, 所以 Ξ = 0 且 J̇ = 0, 于是 R̆ic = Ric.

例 7.1 设 α 为复流形 M 上的 Hermite 度量, β 为复流形 M 上的 (1, 0)- 形式. 记

α :=
√
aµν̄(z)vµvν̄ , β := bµ(z)v

µ (7.8)

和

r := α2 = aµν̄(z)v
µvν̄ , t := b2 = aν̄µbν̄bµ, s :=

|β|2

r
. (7.9)

进而可定义复 Finsler 度量

F (z, v) =
√
rϕ(t, s), (7.10)

其中 ϕ(t, s) 是满足一定条件的光滑函数 (参见文献 [11]). 若 α 是 Kähler 度量, β 是全纯的且在 α 的

Chern-Finsler 联络下是平行的, 则 F 是 Kähler-Berwald 度量 (参见文献 [11, 定理 1.5 和 1.6]). 此时,

由引理 7.1 有

R̆ic = Ric. (7.11)
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若强凸的复 Finsler 度量 G 满足

Ric = σ(z)G, (7.12)

其中 σ(z) 为底流形上的实函数, 则称其为实 Einstein 度量. 类似地, 若

R̆ic = σ(z)G, (7.13)

则称其为复 Einstein 度量.

定理 7.1 设 G 为复流形 M 上强凸的弱 Kähler-Berwald 度量. 度量 G 是实 Einstein 度量

当且仅当 G 是复 Einstein 度量. 换言之, 对于流形 M 上的实值函数 σ(z), Ric = σ(z)G 当且仅当

R̆ic = σ(z)G.

注 7.2 定理 7.1 可以认为是文献 [10, 定理 1.3] 的改进.

8 数量旗曲率

本节主要研究具有数量旗曲率的复 Finsler 度量的 Ricci 曲率. 实 Finsler 度量具有数量旗曲率是

指其旗曲率 K(y, V ) 只依赖于旗杆 y 而不依赖于旗面 span{y, V }. 若强凸复 Finsler 度量相应的实

Finsler 度量具有数量旗曲率, 则称该强凸复 Finsler 度量具有数量旗曲率.

命题 8.1 设 G 为复流形 M 上强凸的弱 Kähler-Finsler 度量. 若 G 具有数量旗曲率, 则

Ξ(Jy) = 0 (8.1)

且

Ric = RicJ . (8.2)

证明 设流形的实维数为 n. 由已知, 可设旗曲率 K = K(y). 由文献 [8, 推论 2.4] 可知

Ξi = −n+ 1

3
GKi, (8.3)

其中 Ki =
∂K
∂yi . 由文献 [7] 知

K(y) = K(y, Jy) = H(v). (8.4)

注意到全纯曲率 H(v) = K(y) +
√
−1 · 0 是 (0, 0) 齐次的. 利用引理 2.1, 有

Kiu
i = 0. (8.5)

于是,

Ξ(Jy) = Ξiu
i = −n+ 1

3
GKiu

i = 0. (8.6)

因为 G 具有数量旗曲率, 所以

Ric = (n− 1)KG = (n− 1)HG. (8.7)
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因此, 若将 Ric 视为 v 的函数, 则它是 (1, 1) 齐次的. 由引理 2.1, 有

Riciu
i = 0, (8.8)

其中 Rici =
∂Ric
∂yi . 上式对 yj 求导, 得

Riciju
i +RiciJ

i
j = 0. (8.9)

再用 uj 进行缩并, 可得

1

2
Riciju

iuj = Ric, (8.10)

其中 Ricij =
∂2Ric
∂yi∂yj . 利用文献 [6, (1.2)], 有

Ricij −
1

2
Ricij =

1

2
(Ξj,i + Ξi,j). (8.11)

用 ui 和 uj 缩并, 可得

RicJ − Ξi,ju
iuj = Ric. (8.12)

注意到

Ξi,ju
iuj = (Ξiu

i)ju
j − ΞiJ

i
ju

j = 0 + Ξiy
i = 0, (8.13)

最终可得

Ric = RicJ . (8.14)

证毕.

推论 8.1 设 G 为复流形 M 上强凸的弱 Kähler-Finsler 度量, 若它具有数量旗曲率, 则

R̆ic = Ric+
1

4
tr(J̇ ◦ J̇), (8.15)

其中 J̇ = ∇̆yHJ .
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