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摘 要:颗粒流动在自然界中和各种工业过程中广泛存在 , 但人们对

于其机理认识的还不深入。描述颗粒运动的模型有很多,连续介质模

型应用简单但准确性比较低,离散微粒学模型是近来人们研究的一个

热点,以每个颗粒为考察对象,能够更准确地反应颗粒系统的性质。本

文介绍了描述颗粒流动的模型 , 概述了各模型的理论和应用 , 通过对

多种模型的比较可以看到,每个模型都有一定的使用范围 ,要更准确、

更方便地描述颗粒系统的运动,还要进行深入地研究。
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Abstract: The granular materials are utilized in a wide variety of

industrial applications. The complex hydrodynamics of granular flow is

still not fully understood. The models for particle flow are reviewed

including continuum mechanics methods and discrete mechanics

methods. The continuum mechanics methods are simple but have low

accuracy. The discrete mechanics methods are fully based on the

Lagrangian approach for the simulation of motion of granular material on

the microscopic level of particles, and can describe the motion of

particles more accurately. The theory and the applications of these models

are briefly described. It is clear that every model has its own application

range. It needs to make a further research on the model for particle flow in

order to describe the motion of granular materials more factually and

conveniently.
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颗粒材料是离散固体粒子的聚集, 粒子的数目

庞大,大小、形状、性质各不相同,是一个典型的复杂

系统。颗粒流指的是颗粒材料在外力作用和内部应

力状况变化时发生的类似于流体的运动状态。颗粒

流动在自然界中和各种工业过程中广泛存在, 以化

学工业为例 ,其产品的一半、原材料的 3/4 均为颗粒

状物质[1]。但是由于人们至今对颗粒流动机理认识不

深 , 据估计 , 在相关工业部门 , 单由输送颗粒材料遭

遇的问题所带来的工业设备利用能力的浪费要达到

40%,远达不到优化设计和节省能源的要求[2]。

为了预测松散颗粒流动特性, 人们提出了许多

分析模型,这些模型一般可以分为两类,一是基于连

续介质的观点;二是基于微粒学的观点 [3, 4]。在连续介

质模型中, 颗粒系统的特性被假设是一个连续的函

数, 并且颗粒系统可以无限被分割而不失去任何固

有的特性,不连续的颗粒特性不予考虑。而在微粒学

中,是用有限的、不连续的粒子(理想的刚性或弹性球

体)的特性来推导代表整个颗粒系统性质的定律。

1 连续介质流动模型

连续介质模型忽略了颗粒系统的不连续性和单

个颗粒的特性,利用连续性的假设,就可以用一个统

一的计算模式代替所有的各种各样的颗粒物料 , 模

型的性质可以用数量不多、由实验测定的常数来表

征。连续介质模型主要包括有塑性模型、粘性流模型

和势流模型等。

1.1 塑性模型

塑性模型包括两个主要内容[5]。 一个是屈服函

数 ,它在应力空间定义了一个应力面(屈服轨迹), 在

该面内颗粒材料是完全弹性的, 当发生塑性形变时

应力点必定位于屈服轨迹上。在 Mohr- Coulomb 条

件下屈服轨迹可以表示为:

|!n|= C+!n tan " (1)

Coulomb 颗粒的屈服轨迹与 ! 轴相交得到的 !
值被定义为单位粘聚力 C, 而角度 " 定义为内摩擦
角。塑性模型的第二个主要内容是流动判据。当应力

点位于屈服轨迹上时弹性应力转变为塑性应力 , 颗

粒开始流动,同时任一处的应力不再随时间而变化,
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而流动的速度对应力也没有明显的影响。当颗粒流

动时,表达其应力状态的 Mohr 圆[6]必须与该颗粒物

系的有效屈服轨迹相切,根据 Mohr圆可以确定作用

在颗粒单元上的各种应力的关系。

塑性模型更多的是用于计算颗粒系统与壁面间

的应力或是移动床中的“架桥”现象 , 关于塑性模型

的同轴假定和流动判据还有很多争论。

1.2 粘性流模型

Chen[7]把在重力作用下流动的颗粒看作连续的

粘性流体 , 提出了粘性流模型。粘性流模型利用

Navier- Stocks方程模拟颗粒的流动:

div(!s !sv"- !s#s grad") =- !s gradPs- !s !sg+F (2)
式中, $s是固体颗粒粘度,粘性流模型的主要思想就
是引入颗粒粘度的概念来描述颗粒间的摩擦; F 是

除了重力以外的其他作用力。

Chen 利用粘性流模型模拟了二维和三维移动

床中颗粒的运动情况,与实验结果吻合的很好。

1.3 势流模型

势流模型[8]是把颗粒的运动作为无旋的势流来

处理,认为颗粒下降的速度正比于速度势的梯度。势

流模型可以表示如下:

连续方程: div( !sv) =S (3)

动量方程: div( -!s grad %s) =S (4)

其中, %s是速度势。

2 离散微粒学流动模型

连续介质模型忽略了颗粒个体性质, 而过分依

赖于高度简化的、规定性质的本构方程,但是人们发

现单个颗粒的一些特性对整个系统的运动存在着影

响[9],颗粒运动的“散、动”特征与常规的均匀、连续假

定冲突,导致理论与实际的偏离。为了更精确地描述

颗粒系统的运动状况就需要从离散粒子的特性出发

推导整个系统的性质。

2.1 Monte Carlo模拟

Monte Carlo 模拟是一种统计力学的方法。在

Monte Carlo模型中颗粒是刚性的, 颗粒间可以相互

接触但是不能相互重叠(颗粒不能发生形变),颗粒的

位置由随机数生成程序产生, 颗粒相互作用的对势

(pair potential)定义如下:

U( l) =
0 if l≥dp

∞ if l<dp
" ( 5)

颗粒的能量是对势与势能的和。颗粒的运动是

随机的, 如果新状态下系统的能量减小则保留新的

状态为当前状态;如果系统的能量增加,则需要计算

接受新状态的概率:

P(!E)= P(E′)
P(E)
=exp
- "E
RT# $ (6)

式中 , E 是系统能量 ; E′是新状态下的系统能量 ;

P( E)是某种结构下具有能量 E的 Boltzmann分布概

率; R是 Boltzmann常数; T是系统的绝对温度。将

概率 P("E)与一随机数 & 比较 , 如果 &≤P("E)则保
留新状态,如果 &≥P("E)则保留原来的状态。
Rosate[10]首先将 Monte Carlo 模拟应用到振动系

统中分离现象的研究 , Seibert 和 Burns[11, 12]则模拟了

液体流化床中的颗粒分离现象, Khakhar[13]和 Ottino[14]

也对 Monte Carlo 模拟在颗粒混合分离中的应用作

了介绍。

Monte Carlo模拟的颗粒位移是虚拟的, 并不代

表颗粒的真实运动历程, 所以利用该方法模拟其他

传递性质的时候要特别注意。另外, Monte Carlo模拟

采用的 Boltzmann 概率分布是平衡状态下的概率分

布 , 因此 Monte Carlo 模拟更适合于稳态过程的模

拟。Monte Carlo模拟的时间步长可以通过校正的方

法与实际的时间联系起来[16]。

2.2 GLMG模型

Károlyi [16] 在格子气体动力学的基础上提出了

GLMG(granular medium lattice gas)模型,模型定义了

三角形的格子,颗粒沿着这些格子的边界运动,颗粒

的速度为 0(静止)或 1。颗粒的碰撞发生在格子的节

点上,碰撞后向邻近的节点传递。弹性颗粒的碰撞规

则如图 1所示。GLMG模型考虑了非弹性碰撞、摩擦

力和重力的影响,并给出了相应的规则。

与 Monte Carlo模拟一样, GLMG模型得到的颗

粒运动轨迹也不是颗粒的真实运动历程, 应用该模

型时应注意。

2.3 颗粒随机运动模型———PKM模型

第一个从纯运动学角度考察颗粒运动的是

Litwinszyn[5], 他假定颗粒处于一系列的大小相同的

立方体格子中, 通过计算上层格子中颗粒补充下层

图 1 GLMG模型弹性颗粒碰撞规则
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格子中空隙的概率来描述颗粒的运动。Mullins[9, 17, 18]

也提出了一个类似的“随机运动”模型 , 但他是用空

隙的向上运动代替颗粒的向下运动。Nedderman 和

Tüzün[19]提出了第三种不同的颗粒运动模型 ,他们假

定颗粒的运动完全是由重力引起的, 颗粒流动产生

的空隙马上会被邻近的颗粒所补充。通过分析颗粒

运动的趋势可以假定颗粒水平运动的速度 vx是垂直

运动速度梯度的函数,其中一个最简单的形式为:

vx=- B
!v
!x

(7)

式中, B为运动常数, 具有长度的量纲。Nedderman

和 Tüzün认为 B值与颗粒的尺寸有关, 一般为颗粒

直径的 2～3倍。

以上的各个 PKM 模型都用于中心卸料过程的

模拟 , Chou[20]分别推导了出口左右两侧的速度表达

式来描述偏心卸料过程。但是当出口紧贴壁面的时

候, Chou 的方法仍无法准确的描述颗粒的流动。武

锦涛[21]利用 Lie群变换的方法得到了 PKM模型的解

析解,利用移动坐标的方法对传统的 PKM模型进行

修正,描述颗粒的偏心流动过程,所得结果与实验吻

合的很好。

PKM 模型形式简单 ,仅有一个模型参数———运

动常数 B,不需要通过复杂的实验来确定 ,很适合于

实际应用。

2.4 离散元模型(DEM)

DEM (discrete element method) 模型最早是由

Cundall[26]等人提出来的,颗粒的运动是由 Newton第

二定律和颗粒间的应力-应变定律来描述。颗粒 i的

线性运动和转动由下面的方程描述[23]:

mi
!vi
!t =Fgi
+∑Fcij Ii

!!i
!t =∑(r i n i×∑Fcij)

(8)

式中, mi、Ii、r i、vi、!i、Fgi分别是颗粒 i 的质量、惯量、
半径、线速度、角速度和所受的体积力;∑Fcij 是颗粒

i 与颗粒 j 的接触力 ; ni 是由颗粒 i 的质心指向接触

点的法向单位向量。

因为在 Cundall 的模型中允许颗粒发生弹性形

变,所以他们的 DEM模型又被称为软颗粒模型。相

对于 Cundall 的软颗粒模型 , Campbell[24]提出了硬颗

粒模型。在该模型中假设颗粒的接触是瞬间的、二元

的, 颗粒不发生形变, 其计算速度要比软颗粒模型

快,并且不会产生过低的空隙率。另外还有 Hybird模

型和平均模型等。一般来说,硬颗粒模型主要应用于

高速颗粒流, 采用这一模型可以模拟每个颗粒的碰

撞过程和碰撞后颗粒的运动轨迹。软颗粒模型通常

用于颗粒接触是持续且有粘着的情况。硬颗粒模型

的颗粒瞬间碰撞的假设与实际的物理过程有一定的

偏差, 而软颗粒模型通过选取适宜的参数可以很好

地预测颗粒的接触时间, 这在考察颗粒间以及颗粒

与气相间的热、质传递时很重要。

传统的 DEM 对颗粒的旋转运动没有过多的限

制 , Oda[25, 26]对此进行了修正 , 提出 MDEM 模型 , 加

入了旋转弹簧-阻尼器模型。MDEM 模型对理想圆

颗粒的易滚动而引起的偏离实际情况有明显的改

进。

3 几种模型的比较

人们开展了大量的研究工作, 以发展一种建立

在颗粒特性基础上的流动理论, 取得了许多显著的

成果。在前面介绍的描述颗粒流动的模型中,塑性模

型的理论是最早形成的, 它主要是用于分析颗粒系

统的应力结构,为料仓等设备的设计提供参考。

Chen[8]对粘性流模型、势流模型和 PKM 做了比

较, 具体结果如图 2所示, 3个模型都能比较好地描

绘出颗粒流动区域的形状, 粘性流模型和势流模型

得到的流动区域比较宽, PKM 得到的结果与实验最

吻合。另外,在流动区域内势流模型得到的颗粒流动

状态为平推流,这与实验结果不符合。

图 2 粘性流模型、势流模型和 PKM的比较(平底移动床,中心卸料)
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综合比较这 3 个模型, 势流模型得到结果与实

验有比较大的偏差, 而粘性流模型对中心卸料过程

和偏心卸料过程都可以得到比较好的结果 , PKM 模

型通过武锦涛[21]的修正也可以应用到偏心卸料过程

的模拟。粘性流模型把颗粒相处理为连续的粘性流

体 ,可以利用 NS 方程来描述颗粒的运动 ,这样求解

连续流体运动的方法就可以用来模拟颗粒的运动 ,

模型方程可以通过通用的程序来求解。但要注意到

对不同的颗粒物系, 粘性流模型需要选用不同的颗

粒粘度, 并且颗粒粘度不能通过颗粒物系的其他一

些物性常识计算求得,需要通过实验来确定,这限制

了粘性流模型的广泛应用。

武锦涛[27]对 PKM 和 DEM 模型进行了比较 , 在

几何形状复杂的移动床中利用 DEM 模拟得到的数

据分析 vx与!v/!x间的关系,发现二者间的关系十分
混乱,完全偏离了线性关系,如图 3 所示。由此可以

看到, 对于几何复杂的流场 , PKM 模型的颗粒水平

速度 vx与垂直速度梯度!v/!x为线性关系的假定不
再成立。Chou[20]认为运动常数 B不再是一个不变的

常量, 其值根据卸料后残留在移动床中的颗粒的高

度来确定。Hsiau[34]也发现运动常数 B与流场形状有

关,在颗粒汇聚流动时 B为正,而在进出口由于颗粒

的膨胀, B为负。另外出口处 B的绝对值随壁面倾角

的增大而增大。因此如果要进一步拓展 PKM的应

用范围,需要深入的研究vx与!v/!x间的关系。
另外 , Monte- Carlo 模拟和 GMLG 模型都是基

于随机算法的模型, 需要根据一定的概率来判断颗

粒的运动,得到的颗粒的运动轨迹是虚拟的,并不代

表颗粒的真实运动历程。当我们需要考虑颗粒系统

中的热量传递和质量传递的时候, 往往要求知道颗

粒的真实运动状况,此时这些模型就不再适用了。

DEM方法是在颗粒尺度上来考察各种量的变

化[29],其主要优点是可以基于基本的数据模拟复杂系

统而不必采用过分的简化假设, 能够更好地反映一

些过程的本质, 并且与前面介绍的离散微粒学模型

相比, 模拟得到的颗粒运动轨迹即为颗粒的实际运

动历程,并且可以很容易的将时间因素考虑进来,因

此可以应用到更广泛的领域 ,包括移动床[29]、固定床
[30]、流化床 [31]以及气力输送过程 [32], 也可以描述颗粒

系统中的传热过程[33]和化学反应[34]。但是也应该看

到, DEM模型以每个颗粒为研究对象 , 其计算量随

着颗粒数目的增加而指数增加。相信随着计算机技

术的飞速发展以及计算方法的不断改进, 这个问题

应该会得到有效的解决。

4 结 论

实际的颗粒流问题看似简单,却十分复杂 ,许多

机理问题至今还不清楚。颗粒材料范围很广, 物性

(形状、大小、密度、刚度、粗糙度等)各异 , 聚集形态

有别,诱发流动方式也各不相同。因此,各种流动机

制差别很大。实践证明,对不同的流动必须有不同的

模型进行分析。现有模型尚只能处理一些较简单的

颗粒流动问题, 要发展新的理论模型还需深入地开

展研究。
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