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补充三角图及叠加图的Aα-谱

成泽宇,马小玲*,朱 浩,卢张浩
(新疆大学数学与系统科学学院,新疆 乌鲁木齐830017)

摘要:[目的]图的谱有着悠久的应用历史.例如,统计物理中的二聚体问题,化学中的夸克理论等都用到了图谱中的

理论及方法.[方法]设G和G'是两个简单图,记CT(G)为图G的补充三角图,记G G'为图G 和G'的叠加图.2017年

Nikiforov给出了图的Aα-矩阵的定义,对任意的实数0≤α≤1,矩阵Aα的定义为Aα(G)=αD(G)+(1-α)A(G),其中

D(G)和A(G)分别为图G的度对角矩阵和邻接矩阵.[结果]首先确定了正则图的补充三角图的Aα-特征多项式及

其Aα-谱;接着,考虑了两个可交换正则图的叠加图的Aα-特征多项式.[结论]本文的主要结论推广了已有的很多

结果.
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Abstract:[Objective]Graphspectrahavesecuredalonghistoryofapplicationsinphysics,throughdimerproblem,andinchemistry,
throughHückel􀆳stheory.[Methods]LetGandG'betwosimplegraphs.WerefertoCT(G)asthecomplementedtriangulationgraph
ofagraphG,andG G'asanoverlayofGandG'.In2017,NikiforovproposedtheAα-matrixofG,whichisdefinedasAα=αD(G)+
(1-α)A(G),for0≤α≤1.[Results]Inthispaper,wedeterminetheAα-characteristicpolynomialandAα-spectrumofthe
complementedtriangulationgraph.Moreover,wealsoconsidertheAα-characteristicpolynomialofoverlapgraphoftwocommuting
regulargraphs.[Conclusions]Thesemainresultshavegeneralizedmanyknownresults.
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1 预备知识

图谱理论主要是将图矩阵化,利用图矩阵的特征

值(又称图的谱)的代数性质来反映图的结构性质.它
在计算机科学、物理、化学等领域有着广泛的运用,特
别是应用在互联网建模和搜索、计算机视觉、数据挖

掘、统计数据库等领域.图谱理论还能解决在传感器

网络中的组合优化等问题,例如,解决分区,分配,路
由和调度问题等[1].

本文考虑的所有图均为有限且无向的简单图.设
G=(V(G),E(G))是一个图,其顶点集V(G)={v1,
v2,…,vn}和边集E(G)={e1,e2,…,em},并且记图G
的点数和边数分别为|V(G)|=n,|E(G)|=m.图G
的邻接矩阵,记为A(G)=(aij)n×n,其中aij=1,如果

vi 和vj 是邻接的,否则aij=0.图G的点边关联矩阵,
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记为R(G)=(rij)n×m,其中rij=1,如果顶点vi 与边ej

相关联,否则rij=0.设di=dG(vi)是G中点vi 的度,
D(G)=diag(d1,d2,…,dn)为图G的度对角矩阵.关
于图G的拉普拉斯矩阵L(G)和无符号拉普拉斯矩阵

Q(G)定义如下:
L(G)=D(G)-A(G),Q(G)=D(G)+A(G).
2017年Nikiforov[2]给出了图的Aα-矩阵的定义,

对任意的实数α∈[0,1],矩阵Aα(G)的定义为

Aα(G)=αD(G)+(1-α)A(G), (1)
其中A(G)是图G的邻接矩阵,D(G)是图G的度对角

矩阵.对于n阶方阵M,我们用Φ(M;x)表示M 的特

征多项式,即Φ(M;x)=det(xIn-M),其中In 表示

n阶单位阵.矩阵M 的特征值及其重数构成的集合称

为M-谱,记为SpecM.矩阵M 的所有特征值中模最大

的值称为矩阵M 的谱半径.因此,Φ(Aα(G);x)称为图

G的Aα-特征多项式,Aα(G)的特征值及其重数构成的

集合称为图G的Aα-谱,记为SpecAα(G).最大的Aα(G)
的特征值称为图G的Aα-谱半径.设λ1>λ2>…>λk是

Aα(G)的k个不同的特征值,它们的重数分别为m1,
m2,…,mk,那么图G的Aα-谱可表示为如下形式:

λ1 λ2 … λk

m1 m2 … mk  .
根据以上图矩阵的定义,显然有A0(G)=A(G),

A1
2
(G)=12Q

(G),Aα(G)-Aβ(G)=(α-β)L(G).因

此,可以将Aα-矩阵视为邻接矩阵和无符号拉普拉斯

矩阵的一般化.同时,Aα-矩阵与拉普拉斯矩阵又有一

定的联系.因为随着参数α的改变,Aα-矩阵的性质也

随之而改变,所以Aα-矩阵具有许多邻接矩阵和无符

号拉普拉斯矩阵所不具有的特点.因此,Aα-矩阵一经

提出,迅速引起了国内外众多学者的关注并取得了一

系列的研究成果.2017年,Nikiforov[3]首先研究了树

图的Aα-谱半径问题;2019年,Chen等[4]考虑了二次

幂图的Aα-谱半径问题;2020年,Tahir等[5]研究了两

个图的冠图的Aα-特征值问题.除此之外,关于图的

Aα-谱及其相关问题还可参考文献[6-9].
图运算是图谱理论中一个重要的研究对象.在图

论中,通过组合图对或对单个图进行一元操作,可以

构造出多个有趣的图.设G是一个具有n个顶点m 条

边的简单图,从图G出发,可以构造出多种图变换,例
如:图G的补充三角图CT(G)、线图 (G)、Middle图

M(G)、全图T(G)、拟全图QT(G)等.为了方便读者

理解,下面将分别给出这些变换图的定义及部分图的

简单图例,具体请参看图1~4.

图G的补图[10],用G表示,其点集为V(G),G中

的两个不同的顶点相邻当且仅当它们在G 中不相邻.
图G的补充三角图[11],记为CT(G),定义为在G

中对应于G 的每条边uv添加一个新顶点w,并且使

点w连接于V(G)中除了u和v以外的其他所有的顶

点而得到的图.特别地,|V(CT(G))|=n+m.

图1 图C3及其补充三角图CT(C3)

Fig.1 GraphC3anditscomplementedtriangulationgraphCT(C3)

图G的线图[10],记为 (G),其点集V((G))=
E(G),(G)的两个顶点相邻当且仅当其对应的边在

图G中相邻.值得注意的是,|V((G))|=m.
图G 的 Middle图[12],记 为 M (G),其 点 集

V(M(G))=V(G)∪E(G),边集E(M(G))=E((G))∪
{ve:当点v与边e在G 中关联}.

图2 图C3及其Middle图M(C3)

Fig.2 GraphC3anditsMiddlegraphM(C3)

图G的全图[12],记为T(G),其点集V(T(G))=
V(G)∪E(G),边集E(T(G))=E(M(G))∪{vu:当点

v,u∈V(G)在G中相邻}.

图3 图C4及其全图T(C4)

Fig.3 GraphC4anditstotalgraphT(C4)

·017·
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图G的拟全图[12],记为QT(G),其点集V(QT(G))=
V(G)∪E(G),边集E(QT(G))=E(M(G))∪{vu:当
v,u∈V(G)在G中不相邻}.

2017年,Somodi等[13]根据简单图G 的 Middle
图、全图和拟全图的构造方法,给出了更一般的构造

情况:设G和G'是两个具有相同阶数的简单图.若按

某种顺序标记G和G'中的顶点,构造出的新图称为G
和G'的叠加图,记为G G',其点集V(G G')=V(G)
∪E(G),边集为E(G G')=E(M(G))∪{uv:u,v∈
V(G'),uv∈E(G')}.值得注意的是,G和G'的叠加图

G G'既不满足结合律,也不满足交换律.另外,根据

叠加图的定义可以看出,图G G'依赖图G 和G'的顶

点的标号而得到一些不同构的图,如图5所示.

图4 图C4及其拟全图QT(C4)

Fig.4 GraphC4anditsquasi-totalgraphQT(C4)

图5 图G,G'1,G'2及其叠加图G G'1和G G'2
Fig.5 GraphG,G'1,G'2anditsoverlapgraphG G'1andG G'2

  设图G和G'是两个简单图,如果存在一种对图G
和G'的顶点的标记方式,使它们的邻接矩阵可交换,
即满足A(G)A(G')=A(G')A(G),则称图G和G'是

可交换的[14].特别地,根据交换图和叠加图的定义可

知,如果G和G'是两个可交换的正则图,则它们的叠

加图是唯一的.因此,根据Middle图、全图、拟全图和

叠加图的定义,很容易可知M(G)=G nK1,T(G)=
G G,QT(G)=G G.

2017年,Somodi等[13]给出了两个可交换正则图

的叠加图的邻接矩阵和拉普拉斯矩阵的特征多项式

的公式.2022年,Wei等[11]首先定义了一个图的补充

三角图,接着考虑了正则图的补充三角图的邻接、拉
普拉斯和无符号拉普拉斯谱;并且利用这些结果,构
造了无穷多对邻接同谱图、拉普拉斯同谱图和无符号

拉普拉斯同谱图.
受到上述研究工作的启发,本文主要考虑了正则

图的补充三角图的Aα-特征多项式及其Aα-谱;接着研

究了两个可交换正则图的叠加图的Aα-特征多项式,
由此得到了M(G)、T(G)、QT(G)等图的Aα-特征多

项式.

2 准备工作

在给出本文主要结论之前,先列举一些有用的结

果.整篇文章中,对于任意整数k,n1 和n2,记Ik 为k
阶单位矩阵,记1k 为k阶全1列向量,记Jn1×n2为所有

元素均为1的n1×n2阶矩阵.
引理1[10] 如果图G是一个r-正则图,则
R(G)R(G)T=A(G)+rIn,

A((G))=R(G)TR(G)-2Im,
其中R(G)T 表示R(G)的转置矩阵.

引理2[15] 设M 是一个n×n阶矩阵,矩阵M 的

冠ΓM(x)定义为矩阵(xIn-M)-1中所有元素之和,即
ΓM(x)=1Tn(xIn-M)-11n.

·117·
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引理3[16] 设M 是一个n×n阶矩阵,如果M 的

每行的行和都相等并且等于一个常数t,则

ΓM(x)= n
x-t.

引理4[16] 设A为n×n阶矩阵,α∈[0,1],则
det(xIn-A-αJn×n)=(1-αΓA(x))det(xIn-A).
引理5[17] 设M1,M2,M3 和M4 分别为p×p,

p×q,q×p和q×q阶矩阵,其中 M1 和 M4 是可逆

的,则

det
M1 M2
M3 M4  =det(M4)·det(M1-M2M-1

4 M3)=

 det(M1)·det(M4-M3M -1
1 M2),

其中M1-M2M-1
4 M3和M4-M3M-1

1 M2分别称为M4

和M1的Schur补.
整篇文章中,设G和G'表示简单的、可交换的、具

有n个点的正则图.假设G是连通图且其正则度r≥2

(G'没有必要连通),则G的边数为m=nr2.设图G'中

每个点的度为r'≥0.标记G和G'的顶点,使它们的邻

接矩阵A(G)和A(G')可交换,即满足A(G)A(G')=
A(G')A(G).因此,邻接矩阵A(G)和A(G')可以用相

同的矩阵对角化,所以在RRn中有一组标准正交基

 u1=1n1n,u2,…,un ,它们是A(G)和A(G')的特征

向量.

3 补充三角图的Aα-谱

在这一部分中,主要考虑了正则连通图的补充三

角图CT(G)的Aα-特征多项式及其Aα-谱,并由此推出

一些已有的结论.
定理1 设图G是有n个点m 条边的r-正则连

通图,且r≥2.如果r=q1≥q2≥…≥qn 是图G的邻

接谱,则图G 的补充三角图CT(G)的Aα-谱表示

如下:

α(n-2)r+(n+m-2)α+ Δ
2

r+(n+m-2)α- Δ
2

α(m+n-2)+qi+ Δi

2
α(m+n-2)+qi- Δi

2
m-n 1 1 1 1  ,

其中

Δ=r2+((8α2-18α+8)n+2αm+8α2-12α+
 8)r+α2n2+((-6α2+8α-4)m-4α2)n+
 α2m2+4α2m+4α2,
Δi =(4α2-8α2+4)r+α2n2+(-2α2m-2αqi-
 4α2)n+α2m2+(2αqi+4α2)m+(4α2-4α+
 4)qi+4α2,i=2,3,…,n.

  证明 根据补充三角图的定义可知CT(G)的邻

接矩阵与度矩阵如下所示:

A(CT(G))=
A(G) Jn×m -R(G)

(Jn×m -R(G))T 0  ,
D(CT(G))=

mIn 0
0 (n-2)Im  .

由此可以得到图CT(G)的Aα-矩阵为

  Aα(CT(G))=
αmIn+(1-α)A(G) (1-α)(Jn×m -R(G))
(1-α)(Jn×m -R(G))T α(n-2)Im  .

  因此,利用引理5,可知图CT(G)的Aα-特征多项 式为

  Φ(Aα(CT(G));x)=det
(x-αm)In-(1-α)A(G) -(1-α)(Jn×m -R(G))

-(1-α)(Jn×m -R(G))T (x-α(n-2))Im  =
 (x-α(n-2))mdet(S),

其中

S=(x-αm)In-(1-α)A(G)- 1
x-α(n-2)

(1-

 α)2(Jn×m -R(G))(Jn×m -R(G))T.
根据引理1,可以得到

(1-α)2(Jn×m -R(G))(Jn×m -R(G))T=(1-
 α)2(m-2r)Jn×n+(1-α)2rIn+(1-α)2A(G).

再通过引理2和4,可以得到

det(S)=det (x-αm)In-(1-α)A(G)-

 1
x-α(n-2)

((1-α)2(m-2r)Jn×n+(1-

 α)2rIn+(1-α)2A(G)) =(x-α(n-

 2))-ndet(ω1In-ω2A(G)-ω3Jn)=(x-α(n-
 2))-n(1-ω3ΓG(x))det(ω1In-ω2A(G)).(2)
由引理3可知

ΓG(x)= n
ω1-ω2r.

将上式带入式(2),很容易得到

·217·
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det(S)=(x-α(n-2))-n 1-ω3 n
ω1-ω2r  

 det(ω1In-ω2A(G))=(x-α(n-2))-n(ω1-

 ω2r-ω3n)∏
n

i=2
(ω1-ω2qi),

其中

ω1=(x-αm)(x-α(n-2))-(1-α)2r,
ω2=x-α(n-2)+(1-α)2,
ω3=(1-α)2(2r-m).

因此

Φ(Aα(CT(G));x)=(x-α(n-2))mdet(S)=
 (x-α(n-2))m-n(x2+(-r-αn-αm+2α)x+
 ((-2α2+5α-2)n-2α2+2α-2)r+(2α2-

 2α+1)mn-2α2m)∏
n

i=2
(x2+(-αn-αm-qi+

 2α)x+(-α2+2α-1)r+(α2m+αqi)n-
 2α2m+(-α-1)qi).

从而可以得到图G的补充三角图CT(G)的Aα-谱如下

所示:

α(n-2)r+(n+m-2)α+ Δ
2

r+(n+m-2)α- Δ
2

α(m+n-2)+qi+ Δi

2
α(m+n-2)+qi- Δi

2
m-n 1 1 1 1  ,

其中

Δ=r2+((8α2-18α+8)n+2αm+8α2-12α+
 8)r+α2n2+((-6α2+8α-4)m-4α2)n+
 α2m2+4α2m+4α2,
Δi =(4α2-8α2+4)r+α2n2+(-2α2m-2αqi-
 4α2)n+α2m2+(2αqi+4α2)m+(4α2-4α+
 4)qi+4α2,i=2,3,…,n.
例子1 设图G≌C3,根据图1,可知图CT(C3)共

有6个顶点.如果C3的邻接特征值为q1=2,q2=-1,
q3=-1,那么根据定理1,可以很容易得到图CT(C3)

的 Aα-特 征 值 为 2α + 1 ± 2 2α2-3α+2,

4α-1± 21α2-30α+13
2

,4α-1± 21α2-30α+13
2 .

根据式(1)可知,对于图G,当α=0时,Aα(G)=

A(G).当α=12时,Aα(G)=12Q
(G).因此,利用定理

1,可以推导出如下已知结果.
推论1[11] 设G是一个r-正则连通图,有n个点,

m条边.假设r=q1≥q2≥…≥qn 是图G的邻接谱,那么

图G的补充三角图CT(G)的邻接谱表示如下:

0 r+ r2+4(2r+mn-2rn)
2

r- r2+4(2r+mn-2rn)
2

qi+ q2i+4qi+4r)
2

qi- q2i+4qi+4r)
2

m-n 1 1 1 1  .
其中i=2,3,…,n.

推论2[11] 设G 是一个r-正则连通图,有n个

点,m条边.假设2r=v1≥v2≥…≥vn 是图G 的无符

号拉普拉斯谱,那么图G的补充三角图CT(G)的无符

号拉普拉斯谱表示如下:

  0 r+m+n-2+σ
4

r+m+n-2-σ
4

m+n-r-2+vi+ σi

4
m+n-r-2+vi- σi

4
m-n 1 1 1 1  ,

其中

σ=(r+m+n-2)2-8r(n-3),

σi=((m-r)+(n-2)+vi)2-4((m-r)(n-
 2)+(n-3)vi-2r),i=2,3,…,n.

4 叠加图的Aα-特征多项式

在这节中,主要考虑两个可交换正则图的叠加图

的Aα-特征多项式问题.同时,作为主要结论的应用,
还得到了正则图 Middle图、全图、拟全图等的Aα-特
征多项式.

定理2 设G和G'是具有n个顶点的可交换正

则图,若它们的正则度分别为r和r',假设r=q1≥
q2≥…≥qn 是图G 的邻接谱,r'=q'1≥q'2≥…≥q'n

是图G'的邻接谱.如果图G有m 条边,那么图G G'
的Aα-特征多项式为

Φ(Aα(G G');x)=(x+2(1-α)-

 2αr)m-n∏
n

i=1
[x2-((1-α)(q'i+qi)+αr'+

 (2α+1)r+2α-2)x+((qi-r-2)q'i+
 (-r'-r-1)qi+(r+2)r'+r2+r)α2+
 ((4-2qi)q'i+(r'+r+2)qi+(r-2)r'+
 r2)α+(qi+r-2)q'i-qi-r].
证明 首先根据两个可交换正则图的叠加图的

定义,可知叠加图G G'的邻接矩阵A(G G')和度对

·317·



厦门大学学报(自然科学版) 2025年

http:∥jxmu.xmu.edu.cn

角矩阵D(G G')如下所示:

A(G G')=
A((G))R(G)T

R(G) A(G')  ,
  D(G G')=

2rIm 0
0 (r+r')In  .

接着由式(1),可以得到叠加图G G'的Aα-矩阵

如下:

  Aα(G G')=
2αrIm +(1-α)A((G)) (1-α)R(G)T

(1-α)R(G) α(r+r')In+(1-α)A(G')  .
因此,图G G'的Aα-特征多项式为

Φ(Aα(G G');x)=det(xIm -Aα(G G'))=

 
(x-2αr)Im -(1-α)A((G)) -(1-α)R(G)T

-(1-α)R(G) (x-α(r+r'))In-(1-α)A(G')
=

 
σIm -(1-α)R(G)TR(G) -(1-α)R(G)T

-(1-α)R(G) (x-α(r+r'))In-(1-α)A(G')
=

 
Im -R(G)T

0 In
·σIm -(1-α)R(G)TR(G) -(1-α)R(G)T

-(1-α)R(G) (x-α(r+r'))In-(1-α)A(G')
=

 
σIm -(x-α(r+r'+1)+1)R(G)T+(1-α)R(G)TA(G')

-(1-α)R(G) (x-α(r+r'))In-(1-α)A(G')
=

 σmdet (x-α(r+r')In-(1-α)A(G')-
(1-α)(x-α(r+r'+1)+1)R(G)R(G)T

σ +

 (1-α)2R(G)R(G)TA(G')
σ  (引理5矩阵的Schur补)=

 σm-n|(x-α(r+r'))σIn-(1-α)σA(G')-(1-α)σ(A(G)+rIn)+(1-α)2(A(G)+rIn)A(G')|=
 σm-ndet[((x-α(r+r'))σ-(1-α)(x-α(r+r'+1)+1)r)In-((1-α)σ-(1-α)2r)A(G')-
 (1-α)(x-α(r+r'+1)+1)A(G)+(1-α)2A(G)A(G')],

其中σ=x+2(1-α)-2αr.
因为G和G'是可交换的图,即满足A(G)A(G')=

A(G')A(G),所以存在一个正交特征矩阵 P =
1
n
1n,u2,…,un  ,使得A(G)和A(G')可同时对角

化,其中 1
n
1n,u2,…,un 是A(G)和A(G')的正交特征

向量组.因此,上式中的行列式等于

|PT| ((x-α(r+r'))σ-(1-α)(x-α(r+
 r'+1)+1)r)In-((1-α)σ-(1-α)2r)A(G')-
 (1-α)(x-α(r+r'+1)+1)A(G)+(1-
 α)2A(G)A(G')|P|= ((x-α(r+r'))σ-
 (1-α)(x-α(r+r'+1)+1)r)In-((1-α)σ-
 (1-α)2r))PTA(G')P-(1-α)(x-α(r+r'+
 1)+1)PTA(G)P+(1-α)2PTA(G)A(G')P =
 ((x-α(r+r'))σ-(1-α)(x-α(r+r'+1)+
 1)r)In-((1-α)σ-(1-α)2r)PTA(G')P-
 (1-α)(x-α(r+r'+1)+1)PTA(G)P+
 (1-α)2PTA(G)PPTA(G')P . (3)
值得注意的是,
PTA(G)P=diag(r=q1,q2,…,qn),

PTA(G')T=diag(r'=q'1,q'2,…,q'n). (4)
所以将式(4)代入式(3),可以得到

∏
n

i=1
[x2-((1-α)(q'i+qi)+αr'+(2α+1)r+

 2α-2)x+((qi-r-2)q'i+(-r'-r-1)qi+
 (r+2)r'+r2+r)α2+((4-2qi)q'i+(r'+
 r+2)qi+(r-2)r'+r2)α+(qi+r-2)q'i-
 qi-r]. (5)

最后将式(5)代入多项式Φ(Aα(G G');x)中,可以

得到

Φ(Aα(G G');x)=(x+2(1-α)-2αr)m-n

 ∏
n

i=1
[x2-((1-α)(q'i+qi)+αr'+(2α+1)r+

 2α-2)x+((qi-r-2)q'i+(-r'-r-1)qi+
 (r+2)r'+r2+r)α2+((4-2qi)q'i+(r'+
 r+2)qi+(r-2)r'+r2)α+(qi+r-2)q'i-
 qi-r].
例子2 设图G,G'如图6所示,图G的邻接矩阵

的特征值为q1=1,q2=1,q3=-1,q4=-1.G'的邻接

矩阵的特征值为q1=2,q2=0,q3=0,q4=-2.由定

理2可得图G G'和G' G 的Aα-特征多项式分别为:
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Φ(Aα(G G';x))=(x2-5αx+8α2+4α-2)2

 (x2-(2α-7α- 2+2)x-42α2+12α2+
 62α-6α-2)(x2-(- 2α-7α+ 2+2)x+
 42α2+12α2-62α-6α-2).
Φ(Aα(G' G;x))=(x2-6αx+6α2+8α-2)2

 (x2-(2α-8α- 2+1)x-52α2+17α2+
 22α-5α-22-2)(x2-(- 2α-8α+
 2+1)x+52α2+17α2-22α-5α+
 22-2).

图6 图G,G'及其叠加图G G'和G' G
Fig.6 GraphG,G'anditsoverlapgraphG G'andG' G

根据Middle图、全图、拟全图和叠加图的定义,我
们可知M(G)=G nK1,T(G)=G G,QT(G)=G
G.因此,利用定理2不难得出以下重要推论,这些推

论是对正则图的Middle图、全图、拟全图等的邻接、无
符号拉普拉斯谱特征多项式结果的推广.

推论3 设G是一个具有n个顶点m 条边的r-
正则图,若r=q1≥q2≥…≥qn 是图G 的邻接谱,那么

图M(G)的Aα-特征多项式为

Φ(Aα(M(G));x)=(x+2(1-α)-2αr)m-n

 ∏
n

i=1
[x2-(3αr+(1-α)(qi+r-2))x-(1-

 αr-α)((1-α)(qi+r-2)+2(αr+1-α))].
推论4 设G是一个具有n个顶点m 条边的r-

正则图,若r=q1≥q2≥…≥qn 是图G 的邻接谱,那么

图T(G)的Aα-特征多项式为

Φ(Aα(T(G));x)=(x+2(1-α)-2αr)m-n

 ∏
n

i=1
[x2-(α(3r-2qi+2)+2qi+r-2)x-

 2(1-α-αr)(2αr+(1-α)qi)+(qi+r)(1-
 α)(2αr+α-1+(1-α)qi)].
在给出下面的一些推论之前,先来回忆一下一些

交换图的性质及相关结论.正则图只跟连通的正则图

可交换.另外,完全图Kn 跟任意正则的n 阶图可交

换,而完全二部图Kp,p跟任意正则的生成子图可交

换[18].如果图G是n个点的r-正则图,它的邻接谱为

r=q1≥q2≥…≥qn,那么图G的邻接谱为{n-1-r,
-1-q2,-1-q3,…,-1-qn}[4].根据定理2及

QT(G)=G G,可以得到如下推论.
推论5 如果G是一个具有n个顶点m 条边的

r-正则图,设图G的邻接谱为r=q1≥q2≥…≥qn,那
么图QT(G)的Aα-特征多项式为

Φ(Aα(QT(G));x)=(x+2(1-α)-2αr)m-n

 (x2-(α(r+2)+n+r-3)x+(2α-2)(r2+

 n)+(2n-2)r-2α+2)·∏
n

i=2
[x2-(α(n+r+

 2)+r-3)x-((1-α)(2αr-αn+α)+(1-
 α)2r)qi-(1-α)2q2i-(2-α-αn)(1-α)r+
 (2(1-α)-2αr)(1-αn)].
因为完全图Kn 的邻接谱为{n-1,-1,-1,…,

-1},所以根据定理2,有以下推论.
推论6 若G是一个具有n个顶点m 条边的r-

正则图,设图G的邻接谱为r=q1≥q2≥…≥qn,则图

G Kn 的Aα-矩阵的特征多项式为

Φ(Aα(G Kn);x)=(x+2(1-α)-2αr)m-n

 (x2-(α(r+2)+n+2r-3)x+2αr2+(2n+

 2α-4)r+(2α-2)n-2α+2)∏
n

i=2
[x2+

 ((-2α-1)r+(α-1)qi-αn-2α+3)x+
 (α2+α)r2+((α-α2)qi+(α2+α)n+α2-α-
 2)r-((α-α2)n-α2+3α-2)qi+(2α2-
 2α)n-2α+2].
已知完全二部图 Kp,p的邻接谱为{p,0,…,0,

-p},那么根据定理2,有以下结论.
推论7 设G是完全二部图Kp,p的r-正则生成子

图,若图G有m 条边,并且它的邻接谱为r=q1≥q2≥
…≥q2p=-r,那么图G Kp,p的Aα-特征多项式为

Φ(Aα(G Kp,p);x)=(x+2(1-α)-
 2αr)p(r-2)(x2-((α+2)r+2α+p-2)x+
 2α(r+p)+2rp-2r-2p)·(x2+(p+2-
 α(2p+3r-2))x+2p-2α(2p+r+(r+1)

 (p-2αp-αr)))·∏
2p

i=3
[x2+((-2α-1)r+
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 (α-1)qi-αp-2α+2)x+(α2+α)r2+((α-
 α2)qi+(α2+α)p+α2-1)r+((α-α2)p-
 α2+2α-1)qi+(2α2-2α)p].
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