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摘要 为了刻画金融时间序列的长记忆性和非平稳性, 众多学者采用次分数 Brown 运动来描述金融

资产价格变化的行为模式. 然而, 次分数 Brown 运动不是半鞅, 能否直接将其应用于金融市场一直是

金融数学领域的热点问题.基于 Hurst指数 H > 1/2情形下次分数 Brown运动 Donsker逼近定理,本

文研究几何次分数 Brown运动框架下金融市场的套利问题. 首先, 采用 Skorokhod拓扑下的随机游走

理论, 构建一个弱收敛于次分数 Brown 运动驱动的 Black-Scholes 市场模型. 其次, 利用积分不等式和

次分数二元市场理论证明次分数 Brown 运动驱动的 Black-Scholes 金融模型存在套利机会. 最后, 采

用 Monte Carlo 模拟说明套利发生的可能性, 并展示套利发生过程.

关键词 次分数 Brown 运动 弱收敛 随机游走 套利机会

MSC (2020) 主题分类 60G15, 60J55, 60H05, 91B70

1 引言

金融市场的套利研究是现代金融数学领域的基石, 也是期权定价和金融风险管理的理论基础. 自

从著名的 Black-Scholes 期权定价模型 (参见文献 [1]) 问世以来, 众多学者在此基础上, 不断地对该模

型进行修正研究. 为了刻画金融资产的随机跳跃特性, 文献 [2–4] 采用跳跃扩散模型描述金融资产价

格变化的行为模式, 很好地刻画了金融资产的随机跳跃特性, 并在跳跃扩散框架下研究了期权定价问

题. 特别值得一提的是, 严加安为了克服流行的套利定价理论依赖于计价单位选取的不合理性, 提出

了一种基于客观概率和不依赖于计价单位的框架,并与合作者澄清了套利定价理论中的若干基本概念

和结果 (参见文献 [5, 6]). 文献 [7, 8] 基于金融市场的实证研究发现, 金融资产的收益率之间具有长期

相依性和自相似性. 为了刻画金融资产价格之间的长期相关性和自相似性, 文献 [9] 将分数 Brown 运
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动引入金融市场,提出了分形市场假说,并对分数 Brown运动的性质进行了深入研究.一方面,由于分

数 Brown 运动满足加法不变性、自相似性和长期相依性等, 这些性质使得分数 Brown 运动成为刻画

金融资产价格变化行为模式的良好工具, 并能解释有效市场理论无法解释的金融市场异象. 因此, 在

对金融资产定价和金融风险管理时, 运用几何分数 Brown 运动比有效市场假说更能准确地刻画市场

的真实特性. 从而,文献 [10]基于Wick乘积,建立了一个关于分数 Brown运动的随机积分,称为分数

Itô 积分, 并指出分数 Brown 运动可以用来描述金融资产的随机波动性. 基于分数 Itô 积分理论, 文

献 [11–13] 进一步研究了几何分数 Brown 运动驱动的投资组合选择问题和期权定价问题. 另一方面,

由于分数 Brown运动不是半鞅, 在 Wick 乘积的随机积分下, 分数 Black-Scholes 市场存在金融套利机

会 (参见文献 [14–17]) 或自融资策略不符合经济学理论 (参见文献 [18]). 采用分数 Brown 运动刻画金

融资产价格变化过程在一定程度上弥补了几何 Brown 运动的缺陷, 然而, 基于金融市场的众多实证研

究发现,金融市场中股票的收益率的变化呈现非平稳特性,参见文献 [19–22]. 因此,寻找一种合适的模

型来刻画标的资产价格变化的行为模式, 具有十分重要的理论意义和现实意义.

由于分数 Brown 运动的增量是平稳的, 因此不能较好地刻画金融时间序列的非平稳性, 从而众多

学者采用具有增量非平稳的随机过程刻画金融资产价格变化的行为模式, 次分数 Brown 运动便应运

而生 (参见文献 [23]). 与分数 Brown 运动相比, 次分数 Brown 运动是一类更为广泛的 Gauss 过程, 它

不仅保持了分数 Brown 运动的自相似性和长记忆性等重要性质, 还具有更快的退化速度和非平稳的

二阶矩增量. 此外, 文献 [24] 指出次分数 Brown 运动可以用来刻画金融资产的随机波动性. 因此, 相

比于分数 Brown 运动, 次分数 Brown 运动能够更好地刻画金融资产价格的变动过程. 文献 [25–30] 研

究了次分数 Brown 运动的许多性质及其应用. 文献 [31, 32] 进一步利用文献 [33, 34] 定义的关于次分

数 Brown 运动的随机积分, 研究了金融衍生品的定价问题. 近年来, 文献 [35] 研究了混合分数 Brown

运动下常方差弹性系数模型的期权定价问题. 文献 [36] 采用偏微分方程方法, 进一步研究了混合次分

数 Brown 运动下常方差弹性系数模型的欧式期权定价问题.

在过去十几年里, 次分数 Brown 运动的性质及其在金融领域的应用已经取得长足的发展, 但正

如文献 [25] 所述, 次分数 Brown 运动不是半鞅, 因此直接将其应用于金融市场需要检验模型中是否

存在套利机会. 本文基于次分数 Brown 运动 Donsker 逼近定理, 研究几何次分数 Brown 运动驱动的

Black-Scholes 市场是否存在金融套利机会. 进一步, 利用二叉树模型, 基于次分数 Black-Scholes 市场

框架, 研究如何产生金融套利机会. 借鉴文献 [15] 研究分数 Brown 运动金融市场套利的方法, 利用文

献 [27,28]提出的次分数 Brown运动 Donsker逼近定理,本文构造一个收敛于次分数 Black-Scholes市

场的随机模型, 并证明该市场模型中存在金融套利机会. 本文的另一个贡献在于, 利用二叉树模型, 展

示次分数 Black-Scholes 金融市场套利的产生过程.

本文余下内容的结构安排如下: 第 2 节给出次分数 Brown 运动的定义, 并介绍次分数 Brown 运

动的重要性质, 进一步给出次分数 Brown 运动 Donsker 逼近定理. 第 3 节引入次分数二元金融市场,

讨论该市场的套利机会, 并基于二叉树模型, 展示次分数 Black-Scholes 市场套利的产生过程. 第 4 节

采用 Monte Carlo 模拟方法给出数值例子. 第 5 节给出全文总结.

2 基于随机游走的次分数 Brown 运动逼近

金融系统是一个大自由度多维度的复杂系统, 呈现非线性和非平稳特性. 同时, 由于不同投资期

限的投资者却承担着相同的风险水平, 从而不同期限尺度上的收益率具有类似的频率分布, 即时间尺
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度上的不变性或自相似. 所以, 金融市场存在长记忆性, 即历史的信息不仅影响当前资产价格, 而且影

响未来的资产价格. 本文采用次分数 Brown 运动刻画金融资产价格变化的波动过程, 以期客观地反映

金融市场的长记忆性和非平稳性. 本节首先介绍次分数 Brown运动的定义及其重要性质,然后介绍次

分数 Brown 运动 Donsker 型逼近定理.

分数 Brown 运动作为 Brown 运动的推广, 自从 20 世纪 60 年代以来受到了越来越多的关注, 众

多著名学者在文献 [9] 研究的基础上, 对分数 Brown 运动进行了充分研究, 取得了很多有意义的成果,

这些研究成果已在金融、经济、通信、生物、医学和物理等领域广泛地应用. 近年来, 在对分数 Brown

运动充分研究的基础上,许多学者建议采用一些更一般的自相似随机过程来刻画金融资产价格变化的

行为模式. 文献 [23] 提出了一类更加一般的自相似 Gauss 随机过程, 该过程来自于具有 Poisson 初始

条件的分支粒子系统的占位时流, 称之为次分数 Brown 运动.

定义 2.1 Hurst 指数 H ∈ (0, 1) 的次分数 Brown 运动 XH = {XH
t , t > 0} 是定义在概率空间

(Ω,F ,P) 上的连续 Gauss 过程, 其期望满足 E[XH ] = 0 且其协方差函数为

E(XH
t XH

s ) = t2H + s2H − 1

2
[(t+ s)2H − |t− s|2H ], ∀ s, t > 0. (2.1)

显然, 当 H = 1/2 时, 次分数 Brown 运动退化为标准 Brown 运动. 次分数 Brown 运动具有与分

数 Brown 运动相似的性质 (如自相似性、Hölder 连续性和长程相依性等), 而且对于任意 s < t, 满足

下列不等式:

[(2− 22H−1) ∧ 1](t− s)2H 6 E[(XH
t −XH

s )2] 6 [(2− 22H−1) ∨ 1](t− s)2H . (2.2)

由 (2.1) 和 (2.2) 易知次分数 Brown 运动不具有平稳增量性. 由文献 [25] 知次分数 Brown 运

动不是半鞅, 因此也不能利用经典的 Itô 随机分析进行研究. 令 Wt 表示标准 Brown 运动, 则根据文

献 [37] 可知次分数 Brown 运动具有如下 Volterra 积分表达形式:

XH
t = cH

∫ t

0

(nH(t, s))dWs,

其中 1(0,t)(s) 为示性函数且

nH(t, s) =

√
Γ(1 + 2H)

√
sin(πH)

2HΓ(H + 1
2 )

s3/2−H

(
(t2 − s2)H− 1

2

t
+

∫ t

s

(u2 − s2)H− 1
2

u2
du

)
1(0,t)(s). (2.3)

特别地, 当 H ∈ ( 12 , 1) 时, XH 具有下面关于标准 Brown 运动的积分表达式:

XH
t = cH

∫ t

0

(nH(t, s))dWs, (2.4)

其中 c2H = 22−2HΓ(1+2H) sin(πH)

Γ2(H− 1
2 )

, 并且

nH(t, s) = s
3
2−H

∫ t

s

(x2 − s2)H− 3
2 dx1(0,t)(s). (2.5)

由 (2.5) 可知, 对于 t > s, 有

∂nH(t, s)

∂t
= s

3
2−H(t2 − s2)H− 3

2 .
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现在考虑一系列独立同分布的随机变量 {ξi}i∈N, 且满足 Eξi = 0 和 Eξ2i = 1. 令 ⌊x⌋ 表示不超过
x 的最大整数, WN

t = 1√
N

∑⌊Nt⌋
i=1 ξi, 则 Donsker 定理告诉我们 WN

t 在 Skorohod 拓扑空间上弱收敛于

标准 Brown 运动. 事实上, 当 H ∈ ( 12 , 1) 时, 分数 Brown 运动也具有类似于 (2.4) 的关于 Brown 运动

的积分表达式. 令

KN (t, s) := N

∫ s

s− 1
N

(
K

(
⌊Nt⌋
N

,u

))
du, N > 1,

其中 K(·, ·) 是核函数, 即

K(t, s) =

√
2HΓ( 32 −H)

Γ(H + 1
2 )Γ(2− 2H)

(
H − 1

2

)
s

1
2−H

∫ t

s

(u− s)H− 3
2uH− 1

2 du.

进一步, 在假设 H > 1
2 情形下, 令

BN
t =

∫ t

0

KN (t, s)dWN
s =

⌊Nt⌋∑
i=1

N

∫ i
N

i−1
N

(
K

(
⌊Nt⌋
N

, s

))
ds

ξi√
N

, N > 1.

根据 Donsker定理,文献 [15]证明了 BN 弱收敛于分数 Brown运动.受文献 [15]的启发,在 H > 1
2

假设下, 文献 [27, 28] 定义了如下过程:

XH,N
t =

⌊Nt⌋∑
i=1

√
N

(∫ i
N

i−1
N

cHnH

(
⌊Nt⌋
N

, s

)
ds

)
ξi, (2.6)

其中 nH(t, s)由 (2.5)给出.进一步,文献 [27,28]不仅证明了 XH,N
t 的有限维分布收敛于次分数 Brown

运动 XH
t ,而且还证明了 XH,N

t 是紧的. 从而利用 Donsker定理,文献 [27,28]从不同角度证明了 XH,N
t

在 Skorohod 拓扑空间上弱收敛于次分数 Brown 运动 XH
t .

引理 2.1 当 H ∈ ( 12 , 1) 时, 随机游走 XH,N
t 在 Skorohod 拓扑空间上弱收敛于次分数 Brown 运

动 XH
t .

注 2.1 需要指出的是, 尽管 XH,N
t 是 XH

t 的一种近似逼近, 但是 XH,N
t 却保持了 XH

t 的重要

性质, 如长记忆性、自相似性和非平稳性等. 因此, XH,N
t 可以看作是 XH

t 的一种较好的逼近.

3 次分数 Black-Scholes 市场的套利机会

一方面, 无套利假设是金融学的基本假设, 只有金融市场是无套利市场, 才能在此基础上进行资

产定价、投资组合和风险管理研究. 另一方面, 即使金融市场存在套利机会, 投资者也会迅速实施套利

策略而使得金融市场又立即回到无套利机会的均衡当中. 因此, 无套利假设是资产定价和投资组合基

本定理成立的前提. 从而, 任何一个随机模型在将其应用于金融市场之前, 需要研究该模型驱动的金

融市场是否存在套利机会. 由于分数 Brown 运动不是半鞅, 因此, 文献 [14–17] 从不同角度研究了分

数 Brown 运动驱动的 Black-Scholes 市场的套利问题. 尽管近年来, 一些学者采用次分数 Brown 运动

代替分数 Brown 运动, 构建次分数 Brown 运动驱动的 Black-Scholes 金融市场, 但是鲜有学者研究该

市场是否存在套利机会.

3.1 次分数 Black-Scholes 模型

首先引入次分数 Brown环境下的 Black-Scholes市场. 假设次分数 Black-Scholes市场由无风险资

产 (债券) 和风险资产 (股票) 组成, 在时间段 [0, T ] 上交易, 其中 0 表示当前时刻, T 表示终止时刻,
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进一步假设时刻 T 是固定的常数. 令 B 表示无风险资产或债券, 资产 B 的价格动态变化过程表示为

Bt =

∫ t

0

rsBsds, (3.1)

其中 rt 表示确定的利率. 采用 St 表示风险资产或股票的价格动态变化过程:

St = S0 +

∫ t

0

asSsds+ σ

∫ t

0

SsdX
H
s , (3.2)

其中 XH 表示 H > 1
2 的次分数 Brown 运动, σ > 0 表示风险资产的波动率, at 表示风险资产的确定

性偏移项. 由于次分数 Brown 运动是阶数为 δ < H 的 Hölder 连续的, 因此可以采用顺向 (pathwise)

积分来定义方程 (3.2) 的随机积分, 具体定义可参见文献 [33, 34].

假设 rt 和 at 在区间 [0, T ]连续可微且为确定性有界函数,则利用文献 [33,34],我们得到方程 (3.1)

和 (3.2) 的解可以分别表示为

Bt = B0e
∫ t
0
rsds, t ∈ [0, T ] (3.3)

和

St = S0e
∫ t
0
asds+σXH

t , t ∈ [0, T ]. (3.4)

3.2 次分数二元市场模型

首先介绍一般的二元市场模型. 借鉴文献 [38] 的框架, 考虑一个证券市场, 其中有两种证券在时

刻 0 = t0 < t1 < · · · < tN = T 逐次交易, 且债券和股票的价格动态变化过程分别为

Bn = (1 + rn)Bn−1 (3.5)

和

Sn = (an + (1 + Zn))Sn−1, (3.6)

其中 n > 1, Bn 和 Sn 分别表示 [tn, tn+1] 内债券和股票的价格, rn 和 an 分别表示相应时间间隔内利

率和股票的漂移项.

现在考虑一个适应的二元随机过程 Z = (Zn)
N
n=1. 在时刻 n, 二元随机过程 Zn 有两个可能的取

值: dn (向下) 或者 un (向上) 且满足 dn < un. 显然, 当 (3.6) 中的 an 是确定的, un 和 dn 的值可能依

赖于从初始时刻一直到 n− 1 时刻 Z 的路径. 所以, 风险资产股票的价格 Sn 在时刻 n 处于 2n 种状

态中的一种状态, 且所有的状态不必不同. 然而股票价格有 2n 种不同的可能路径变化到时刻 n. 事实

上, un 和 dn 常视为 {−1, 1}n−1 上的实函数 (此时, u1 和 d1 均为常数). 根据文献 [38, 命题 3.6.2] 可

知, 一个二元市场不存在套利机会当且仅当对所有的 n ∈ {1, . . . , N}, 都有下面关系式成立:

dn < rn − an < un. (3.7)

事实上, (3.7) 与等价鞅测度的存在性紧密相连. 令 P 表示 (3.6) 中 Zn 的概率测度, 现在需要找

到一个概率测度 Q, 使之与 P 等价, 即使得 S
B 是 Q- 鞅. 显然, 这样的测度 Q 必须满足条件

unQ(Zn = un | Z1, . . . , Zn−1) + dnQ(Zn = dn | Z1, . . . , Zn−1) = rn − an,
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即满足

Q(Zn = un | Z1, . . . , Zn−1) =
rn − an − dn

un − dn
∈ (0, 1). (3.8)

注意到, 条件 (3.8) 和 (3.7) 显然等价. 更进一步地, 条件 (3.8) 定义了一个唯一的等价鞅测度, 也

就是二元市场模型是完备的, 可参见文献 [38, 第 3 章]. 定义了一般的二元市场模型, 现在考虑次分数

Brown 运动驱动的二元市场. 采用如下方式定义 (3.6) 中的 Z:

Zn = ∆XH,N
n
N

, n = 0, . . . , [NT ], (3.9)

其中 XH,N
n
N
由 (2.6) 给出. 定义

rn =
1

N
r n

N
, an =

1

N
a n

N
, (3.10)

其中 a 和 r 分别是 (3.1) 和 (3.2) 中出现的函数. 通过合理地选择 (ξn)n∈N 和 XH,N
1
N

, 可以得到二元市

场模型, 而且发现该模型近似逼近次分数 Black-Scholes 模型.

定理 3.1 当 N → ∞ 时, 由 (3.5) 给出的 Bn 和由 (3.6) 给出的 Sn 构成的二元金融市场弱收敛

于由 (3.1) 和 (3.2) 组合的二元次分数 Black-Scholes 市场.

证明 考虑跳跃过程 ∆XH,N
t = XH,N

t −XH,N
t− 和二次变差变量 [XH,N ]t =

∑
s6t(∆XH,N

s )2. 首先

证明 [XH,N ] 在 L1([0, T ]× Ω) 下趋近于 0. 由于跳跃点发生在时刻 k
N , 利用 (2.2), 有

E|∆XH,N
t |2 6 E|XH,N

t −XH,N

t− 1
N

|2 6 C

N2H
.

从而得到

E[XH,N ]t 6 Nt
1

N2H
= tN1−2H . (3.11)

根据 (3.11) 可知, 当 N → ∞、H > 1
2 且 T 有界时, 易得∫ T

0

[XH,N ]sds 6 C(T )N1−2H → 0,

其中 C(T ) 表示依赖于 T 的一个常数.

令 ∆XH,N
s = XH,N

s −XH,N
s− , 则根据 (3.6), 下面只需证明

SN
t := SN

0

∏
s6t

(1 + ∆XN,H
s ) (3.12)

弱收敛于几何次分数 Brown 运动 SN
0 eX

H

即可, 其中 XH 表示次分数 Brown 运动. 根据跳跃情形, 我

们把过程 XH,N 分解成

X1,H,N
t =

∑
s6t

∆XH,N1{∆XH,N
s < 1

2}
和 X2,H,N

t =
∑
s6t

∆XH,N1{∆XH,N
s > 1

2}

两个部分. 在这样的分解下, 可以把 SN 写成

SN = S1,NS2,N ,

其中 Si,N
t =

∏
s6t(1 + ∆Xi,N

s ) (i = 1, 2). 从而类似于文献 [15, 定理 3] 的证明, 我们易得 S1,N 弱收敛

于 eX
H

, 并且 S2,N 依概率收敛于 1, 证毕.
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下面证明二元次分数 Black-Scholes 金融市场存在套利机会. 令

k(n, i) =
√
N

∫ i
N

i−1
N

(
nH

(
n

N
, s

))
ds, (3.13)

其中 nH 是由 (2.5) 给出的核函数.

利用 (3.9) 和 (3.13), 对于任意 n > 2, 有

Zn = σ
√
N

n∑
i=1

(∫ i
N

i−1
N

(
nH

(
n

N
, s

)
− nH

(
n− 1

N
, s

))
ds

)
ξi

= σ
n∑

i=1

(k(n, i)− k(n− 1, i))ξi,

其中 (ξi; i > 1) 假设为二元变量, 且对任意的 i > 1, 满足

P(ξi = 1) = P(ξi = −1) =
1

2
.

从而, 对于任意 n > 1, 可以把 Zn 写成

Zn = fn−1(ξ1, . . . , ξn−1) + gn(ξn),

其中

fn−1(x1, . . . , xn−1) = σ
n−1∑
i=1

(k(n, i)− k(n− 1, i))xi

且

gn(x) = σk(n, n)x.

显然, 该模型是二元模型且满足 un = fn−1(ξ1, . . . , ξn−1) + gn(1) 和 dn = fn−1(ξ1, . . . , ξn−1)

+ gn(−1). 下面给出本文的重要结论.

定理 3.2 当 N → ∞ 时, 由 (3.5) 给出的 Bn 和由 (3.6) 给出的 Sn 构成的二元市场存在套利

机会.

证明 为了方便起见, 在定理证明中, 我们采用 C(H) 表示仅依赖于 H 的常数. 根据二元市场无

套利理论, 我们只需证明在某些 n > 2 下, 条件 (3.7) 不成立即可. 根据对称性, 借鉴文献 [15], 我们只

需证明

fn−1(1, 1, . . . , 1)− gn(1) > 0. (3.14)

首先, 通过简单计算易知,∫ i
N

i−1
N

(
nH

(
n

N
, s

)
− nH

(
n− 1

N
, s

))
ds

= C(H)

∫ i
N

i−1
N

s
3
2−H

[ ∫ n
N

s

(x2 − s2)H− 3
2 dx−

∫ n−1
N

s

(x2 − s2)H− 3
2 dx

]
ds
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= C(H)

∫ i
N

i−1
N

s
3
2−H

∫ n
N

n−1
N

(x2 − s2)H− 3
2 dxds

> C(H)

∫ i
N

i−1
N

s
3
2−H

((
n

N

)2

− s2
)H− 3

2

ds

= C(H)

∫ i
N

i−1
N

s
3
2−H

(
n

N
+ s

)H− 3
2
(

n

N
− s

)H− 3
2

ds

> C(H)

(
n

N
− i− 1

N

)H− 3
2
(

n

N
+

i

N

)H− 3
2
∫ i

N

i−1
N

s
3
2−Hds

= C(H)

(
n

N
− i− 1

N

)H− 3
2
(

n

N
+

i

N

)H− 3
2 1

5
2 −H

[(
i

N

) 5
2−H

−
(
i− 1

N

) 5
2−H]

= C(H)

(
1

N

)H− 1
2

(n− i+ 1)H− 3
2 (n+ i)H− 3

2 (i
5
2−H − (i− 1)

5
2−H). (3.15)

利用 (3.15), 有

fn−1(1, 1, . . . , 1) =

n−1∑
i=1

∫ i
N

i−1
N

(
nH

(
n

N
, s

)
− nH

(
n− 1

N
, s

))
ds

>
n−1∑
i=1

C(H)N
1
2−H(n− i+ 1)H− 3

2 (n+ i)H− 3
2 (i

5
2−H − (i− 1)

5
2−H)

> C(H)N
1
2−H(n− 1 + 1)H− 3

2 (n+ n− 1)H− 3
2

n−1∑
i=1

(i
5
2−H − (i− 1)

5
2−H)

= C(H)N
1
2−HnH− 3

2 (2n− 1)H− 3
2 [(n− 1)

5
2−H − 1]

= C(H)N
1
2−HnH− 1

2 . (3.16)

现在, 考虑 gn(1) 的上确界. 利用放缩法可得

gn(1) = C(H)

∫ n
N

n−1
N

s
3
2−H

∫ n
N

s

(x2 − s2)H− 3
2 dxds

= C(H)

∫ n
N

n−1
N

s
3
2−H

∫ n
N

s

(x− s)H− 3
2 (x+ s)H− 3

2 dxds

6 C(H)

∫ n
N

n−1
N

s
3
2−H

∫ n
N

s

(x− s)H− 3
2 (2s)H− 3

2 dxds

= C(H)

∫ n
N

n−1
N

s
3
2−HsH− 3

2

∫ n
N

s

(x− s)H− 3
2 dxds

= C(H)

∫ n
N

n−1
N

(
n

N
− s

)H− 1
2

ds

6 C(H)N
1
2−H . (3.17)

根据 (3.16) 和 (3.17), 可以得到 (3.14), 证毕.

下面构造一个显式的套利机会. 首先假定修正漂移项 ã := a − r 满足 ãn0 < 0 (存在 n0 > nH),

在这种情形下可选取下面的策略: 如果股票价格到时刻 n0 − 1 有一个向下的跳跃, 则卖空 M 股股
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票, 接着用卖股票的钱买进债券. 显然, un0 < 0, 所以, MSn+1 < MSn0(1 + ãn) < MSn0 成立. 从

而投资者的财富在时刻 n0 + 1 时是正的. 另一方面, 如果 ã 仍是非负的, 则可以构造下面的策略: 如

果股票直到时刻 n > nH − 1 一直只有向上的跳跃, 则买入 M 股股票. 此时, 易得 dn > 0, 从而有

MSn+1 > MSn, 即投资者的财富在时刻 n+ 1 是正的. 最后注意到时刻 nH 至少有两条路径容许套利

机会, 即 (−1,−1, . . . ,−1) 和 (1, 1, . . . , 1), 这是由于这些路径不依赖于 N , 假定 N > nH , 易得

lim
N→∞

套利路径

2N
> 2

2nH−1
= 22−nH > 0.

注 3.1 当 H > 1
2 时,文献 [15]研究的分数 Black-Scholes二元市场和文献 [39]研究的 Rosenblatt

随机过程驱动的 Black-Scholes 二元市场均存在金融套利机会, 因此, 当采用一个新的随机过程刻画金

融资产价格波动时, 需要考虑该市场是否存在套利机会.

注 3.2 当 H > 1
2 时,由于很难得到其他分数 Gauss随机过程 (如双分数 Brown运动、加权分数

Brown 运动和调和分数 Brown 运动) 的 Volterra 积分表达式, 因此, 无法采用本文的 Donsker 逼近理

论研究这些分数 Gauss 过程驱动的 Black-Scholes 二元市场的金融套利机会. 但是可以借鉴文献 [40],

研究它们的金融套利机会.

注 3.3 当 H = 1
2 时, 次分数 Brown 运动退化成标准 Brown 运动, 此时由 (3.5) 和 (3.6) 构成的

二元市场不存在金融套利机会.

注 3.4 当 H < 1
2 时,次分数 Brown运动的核函数由 (2.3)给出.因此,为了研究 H < 1

2 时几何次

分数 Brown 运动下二元金融市场的套利问题, 我们首先需要研究 H < 1/2 情形下次分数 Brown 运动

Donsker 逼近定理, 然后再利用该逼近理论研究由 (3.5) 和 (3.6) 构成的二元市场的金融套利机会.

4 Monte Carlo 模拟

本节通过 Monte Carlo 模拟的方法给出一些数值例子用以说明次分数 Black-Scholes 二元市场的

套利机会. 为此, 首先需要模拟次分数 Brown 运动. 相比于模拟分数 Brown 运动 (参见文献 [41]), 次

分数 Brown 运动的数值模拟方法并不多. 本文采用 (2.6) 的方法, 并假设 (ξn)n∈N 为一系列独立同分

布的二元随机变量情形下模拟次分数 Brown 运动. 然后, 利用 (3.9), 我们容易得到弱收敛于几何次分

数 Brown 运动的随机过程 (3.12). 现在令 t1, . . . , tn 为模拟得到 SN
t 的时间点, 则整个模拟 SN

t 的流

程归纳如下:

(i) 构建一个具有 n 个随机变量 (ξi)i>1 的向量, 且满足 Eξi = 0 和 Eξ2i = 1;

(ii) 对于每个 tj , 计算

XH,N
tj =

j∑
i=1

√
N

(∫ ti+1

ti

cHnH(tj , s)ds

)
ξi;

(iii) 利用 (3.9) 得到 Zn.

根据上面模拟次分数 Brown运动的方法,我们可以得到次分数 Brown运动的模拟路径. 图 1和 2
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图 1 H = 0.56 (a) 和 H = 0.66 (b) 情形下次分数 Brown 运动的模拟路径图
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图 2 H = 0.76 (a) 和 H = 0.86 (b) 情形下次分数 Brown 运动的模拟路径图
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给出了不同 Hurst 指数下次分数 Brown 运动的模拟路径. 从图中可以看出次分数 Brown 运动的主要

特性: 随着 Hurst 指数越大, 次分数 Brown 运动的路径越光滑.

接下来对次分数 Black-Scholes 模型的二元离散模型进行套利模拟分析. 众所周知, 由 Cox 等 [42]

在 1979 年建立的二叉树方法不仅能够较好地逼近连续模型, 还为期权和其他金融衍生品的估值提供

了一个普遍适用的数值方法, 而且二叉树模型能够更直观地对美式期权、亚式期权及其他奇异期权进

行合理定价. 事实上, 二叉树模型假设任意时刻, 标的资产股票的价格存在上涨和下跌两种可能, 且上

涨和下跌的概率和为 1. 虽然这一假设非常简单, 但由于可以把一个给定的时间段细分为更小的时间

单位, 因而, 二叉树期权定价模型适用于处理更为复杂的期权, 特别是期权定价公式没有显式解的问

题.随着要考虑的价格变动数目的增加,二叉树期权定价模型的分布函数越来越趋向于正态分布,从而

二叉树期权定价模型和 Black-Scholes 期权定价模型相一致. 显然, 二叉树期权定价模型简化了期权定

价的计算并增加了直观性, 因此成为全世界各大证券交易所的主要定价标准之一. 此外, 二叉树定价

模型也可用于研究金融随机模型的套利机会, 可参见文献 [15, 39, 43]. 受以上文献的启发, 下面利用二

叉树模型构建次分数 Black-Scholes 市场的套利机会.

为了研究的方便,进一步假设 (2.6)中 ξi 取值 {−1, 1}, 根据第 3节的分析易知我们这样的假设取

值可以近似逼近次分数 Black-Scholes 模型. 设定 n = 4 且 S4
0 = 1, 图 3–6 分别展示了 Hurst 指数为

0.88、0.90、0.96 和 0.98 的次分数 Brown 运动驱动的二叉树模型. 值得一提的是, 当 H = 1
2 时, 所生

成的标准二叉树是对称的且在 n 期只有 n + 1 个节点. 而次分数 Brown 运动驱动的二叉树模型不再

满足对称性, 而且在 n 期有 2n 个节点. 仔细观察图 3 和 4, 我们可以发现在第 5 期出现了套利机会.

具体来说, 对图 3, 在第 4 期时刻, 当资产价格达到 1.7841 时, 借钱买入该资产, 则能保证下一时期稳

定获益. 相反地, 在第 4 期时刻, 当资产价格达到 0.5037 时, 迅速卖出该资产, 则能保证下一时期稳定

获益. 类似地分析图 4, 在第 4 期时刻, 当资产价格达到 1.7019 时, 借钱买入该资产, 则能保证下一时

期稳定获益. 相反地, 在第 4 期时刻, 当资产价格达到 0.7456 或 0.5374 时, 迅速卖出该资产, 则能保证

下一时期稳定获益. 再观察图 5 和 6, 我们可以发现在第 4 期时刻出现了套利机会. 因此, 对图 5 来

说, 在第 3 期时刻, 当资产价格达到 1.2559 时, 借钱买入该资产, 则能保证下一时期稳定获益. 相反地,

在第 3 期时刻, 当资产价格达到 0.7800 时, 迅速卖出该资产, 则能保证下一时期稳定获益. 同样地, 对

图 6 来说, 在第 3 期时刻, 当资产价格达到 1.1760 时, 借钱买入该资产, 则能保证下一时期稳定获益.

相反地, 在第 3 期时刻, 当资产价格达到 0.8417 时, 迅速卖出该资产, 则能保证下一时期稳定获益. 从

而, 图 3–6 展示了在次分数 Black-Scholes 二元市场下的套利机会.

最后,考虑次分数 Black-Scholes环境下的期权定价问题.由图 3–6可以看出,次分数 Black-Scholes

模型不能应用于期权定价研究当中, 这是由于当 H ̸= 1/2 时, 次分数 Brown 运动不是半鞅, 因而, 次

分数 Black-Scholes市场不存在唯一的等价鞅测度.当然, 如果改变交易规则,例如,通过引入交易费用

等, 可以进一步研究次分数 Brown 运动环境下的期权定价和投资组合问题. 实际上, 当我们在次分数

Brown运动环境下研究期权定价问题时,需要注意到标的资产的价格不仅跟当期价格有关而且跟历史

价格相关, 从而定价模型将更为复杂. 换而言之, 次分数 Brown 运动环境下到期日为 T 的期权价格不

仅依赖于 T − t 时刻的价格, 而且依赖于 t 时刻的价格. 在经典的 Black-Scholes 市场中, 假设投资者

甲在 t1 时刻进入资本市场, 投资者乙在 t2 > t1 时刻进入资本市场, 则在投资者甲和乙认同的市场波

动率 σ 下, 定价任意时刻 t > t2 下的期权价格是相等的. 然而, 在次分数 Black-Scholes 环境下, 尽管

假设投资者甲和乙认同相同的市场波动率 σ, 为了复制投资者甲的期权价值, 投资者乙需要知道投资

者甲进入资本市场时刻 t1 时期权的价值, 因此, 定价公式不仅与市场波动率 σ 有关, 而且与时间点 t2

和 t1 有关.
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1.0000

图 3 H = 0.88 情形下次分数 Black-Scholes 二元市场的五步模拟结果
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1.0000

图 4 H = 0.90 情形下次分数 Black-Scholes 二元市场的五步模拟结果
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图 5 H = 0.96 情形下次分数 Black-Scholes 二元市场的五步模拟结果
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图 6 H = 0.98 情形下次分数 Black-Scholes 二元市场的五步模拟结果
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5 结论

传统金融工程领域经常采用 Markov 模型刻画金融资产价格变化的行为模式, 然而基于金融市场

的实证研究发现, 具有 Markov 性的 Brown 运动和 Lévy 过程并不能较好地刻画金融时间序列的长记

忆性和非 Markov 性, 因此, 众多学者采用分数 Brown 运动描述金融资产的价格变化过程. 然而分数

Brown 运动不能刻画金融时间序列的非平稳性, 从而一些学者建议采用次分数 Brown 运动来刻画金

融资产价格变化过程. 由于次分数 Brown 运动、双分数 Brown 运动和加权分数 Brown 运动等随机过

程都不是半鞅, 因此将这些模型应用于金融市场需要进行金融市场的套利研究.

金融随机模型的套利问题一直是金融数学的热点问题, 本文在 Hurst 指数 > 1/2 的假设下, 利用

次分数 Brown 运动 Donsker 逼近定理, 构建了次分数 Brown 运动驱动的 Black-Scholes 市场模型, 并

研究了二元次分数 Black-Scholes 模型的金融套利机会. 进一步, 采用 Monte Carlo 模拟说明了套利发

生的可能性, 并展示了套利发生过程. 次分数 Black-Scholes 模型的二元近似市场容许套利机会, 这是

由于当 Hurst指数 > 1/2时,次分数 Brown运动的长期相关性使得股票价格有一个足够长的上涨 (下

跌) 趋势, 则投资者总可以在这段较长的上涨 (下跌) 时间内获得套利机会.

采用 Donsker 逼近理论研究次分数 Brown 运动驱动的 Black-Scholes 二元市场模型的套利机会,

有一定的新颖性. 但是并不是杜绝了将次分数 Brown 运动应用于金融市场的可能性. 事实上, 借鉴

文献 [16], 我们可以在交易间隔不能无限小的条件下, 引入可容许策略集, 从而得到次分数 Brown 运

动驱动的无套利机会的 Black-Scholes 金融市场. 此外, 文献 [44] 引入交易费用的思想, 可以在次分数

Black-Scholes 金融市场中, 引入比例交易成本来消除次分数 Black-Scholes 市场的套利机会. 再者, 可

以借鉴文献 [32]的方法,通过引入混合次分数 Brown运动来刻画资产价格收益率的随机变化过程,并

在模型中考虑特定套利税来消除次分数 Black-Scholes 市场的套利机会. 因此, 对于次分数 Brown 运

动、双分数 Brown运动和加权分数 Brown运动驱动的 Black-Scholes二元市场模型是否存在套利机会

仍然需要进行深入研究. 此外, 在次分数 Brown 运动驱动的 Black-Scholes 金融市场下考虑人的行为

和个人的风险偏好等因素, 对已有的期权定价模型进行修正, 可以为期权定价提供新视角.

致谢 感谢两位评审专家对 Monte Carlo 模拟部分和论文定理证明提出的宝贵意见.
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Arbitrage opportunities in sub-fractional Black-Scholes model

Weilin Xiao, Qing Zhou & Weixing Wu

Abstract In order to capture the long range dependence and the nonstationary of financial time series, many
scholars have used the sub-fractional Brownian motion to describe the price fluctuations of the underlying asset.
Since the sub-fractional Brownian motion fails to be a semimartingale, its application in financial markets is
in doubt and becomes a hot topic in mathematical finance. Using the Donsker type approximation for the sub-
fractional Brownian motion with Hurst parameter H > 1/2, this paper considers the arbitrage opportunities in the
geometric sub-fractional Brownian motion. First, using the random walk theory in the Skorokhod topology with
H > 1/2, we construct a model, which converges weakly to the sub-fractional Black-Scholes model. Then, using
the integral inequality and the theory of the sub-fractional binary market, we prove that there exist arbitrage
opportunities in the sub-fractional Black-Scholes model. Finally, the Monte Carlo simulation illustrates the
possibility of arbitrage opportunities and shows the generation of arbitrage opportunities.

Keywords sub-fractional Brownian motion, weak convergence, random walk, arbitrage opportunity
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