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摘要 引力波的直接探测开启了引力波天文学时代. 引力波传播路径中的大质量天体, 例如黑洞、星系、星系团

会散射引力波, 发生引力透镜化引力波现象. 这种现象包含动态引力场(引力波)、静态引力场(透镜体)以及宇宙学

信息. 透镜化引力波是引力波探测器重要科学目标之一. 本文介绍了利用测地线方程、透镜方程和波动方程研究

透镜化引力波的定态散射问题, 回顾了利用透镜化引力波-电磁波系统研究引力波张量特性、干涉和衍射效应, 以

及其在引力波速度、哈勃常数、宇宙曲率、透镜体质量和子结构等方面的应用.
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LIGO/Virgo(地面激光干涉仪引力波探测器)对引

力波的直接探测[1~7]验证了广义相对论的预言[8], 开启

了引力波天文学和多信使天文学的新篇章[9]. 伴随着

日本神冈引力波探测器KAGRA加入LIGO/Virgo联测,
以及未来第三代探测器(如爱因斯坦望远镜)的运行, 越
来越多的有趣引力波信号将被探测到. 其中, 透镜化引

力波信号携带了动态强引力场、静态弱引力场和宇宙

学信息, 此类信号的直接探测必将加深我们对宇宙的

理解.
在线性爱因斯坦方程的近似下, 引力波作为一个

张量扰动, 其传播满足波动方程[10]. 对于地面激光干涉

仪探测到的引力波, 其波长λgw远小于哈勃半径1/H, 因

此, 引力波短波近似通常是满足的[11]. 在宇宙背景中自

由传播时,引力波的振幅反比于光度距离[12,13].在“局域

引力场”(引力透镜)背景下, 会发生引力透镜现象[14~18],
此时, 引力波的传播行为可以看作是一个散射问题.

一般情况下, 采取薄透镜假设(即引力波源和观测

者都在无穷远处)研究定态问题, 即假定引力透镜不会

改变引力波的频率. 因此, 我们不讨论极端质量比-旋

近双星问题[19], 同时假定引力透镜背景也是稳定的, 忽
略入射引力波对背景的反作用引起诸如黑洞准似正模

式的效应[20,21]. 透镜化引力波的振幅发生变化, 传播方

向发生偏折[22], 体现其张量特性的极化偏振面会发生

转动[16,23], 还可能产生法拉第旋转[24~26]. 透镜化后, 不

同引力波像的信号也会产生干涉[27,28].
在积函近似(eikonal limit)下, 类似于光波变为用几

何光学描述的光线, 引力波可以被认为是“引力波线”,
沿测地线传播. 在此“几何光学”的极限近似下, 引力波

可以被当成引力子, 零质量的引力子在一个弯曲的时

空背景中沿着类光测地线运动. 如果引力子有质量, 引
力波的传播速度也不会是光速, 引力波会发生色散现

象, 它沿类时测地线传播, 经过透镜时的偏折角也会发

生变化[29]. 强场或者超越广义相对论时空背景中光子

和有质量粒子的轨道也被详细地研究, 如最近在透镜

情况下的相关文献[30,31]. 当引力透镜作为时空背景

时, 光子/引力子的运动轨道可以由一个唯象的透镜方

程描述(参见文献[22,32]),而不必使用测地线进行研究.
当引力波的波长与透镜尺寸相当时, 必须使用波
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动方程来处理衍射效应[33]. 当透镜是黑洞等强场背景

时, 对于小角入射, 会产生光晕(glory)以及引力波泊松-
阿拉贡斑的现象[34]. 关于引力波在黑洞等强场背景中

的散射问题, 请参考文献[35,36]及其中的文献.
透镜化引力波系统作为一个多信使工具, 在基础

物理、宇宙学、天文学方面有着广泛的应用. 最近,
Oguri[32]综述了引力透镜的应用. 透镜化引力波信号的

探测事件率与几个因素相关: 引力波源发生率(如致密

双星并合率)、镜模型(透镜体质量分布)、引力透镜统

计信息和引力波信号的探测率. 致密双星并合率与恒

星形成率模型相关, 是关于源的红移和质量的函数, 可
以通过延迟时间分布的方法计算得到. 透镜模型包含

透镜体的质量、透镜天体三维结构参数、透镜天体的

不对称性、透镜天体所处宇宙环境的引力场影响以及

选择效应的影响等信息. 引力透镜统计信息的主要参

量为光深(某红移处, 给定信噪比, 引力波信号被透镜

化的概率). 光深计算中涉及以下信息: 观测者与源之

间共动体积的积分, 即透镜星系总数; 透镜星系速度弥

散函数的积分; 投影的短长轴比的分布函数的积分; 剪
切系数的分布函数的二维积分; 放大偏差效应, 即由引

力透镜的放大效应引起的观测事件率的变化; 透镜截

面. 引力波信号的探测率与探测器噪声功率谱、探测

器天线响应(源相对于探测器的位置方向)相关.
在第三代地面干涉仪探测器的背景下, 以爱因斯

坦望远镜(Einstein Telescope, ET)为例, 一系列研究探

索了通过ET观测引力透镜化的并合致密天体的前景,
相关研究分别使用了SIS透镜模型[37~39]和更为真实的

透镜模型[40]. Piórkowska等人[37]最初发现, 对于ET而
言, 乐观估计是每年可以探测到几十起透镜化引力波

事件, 最坏的情况是每10年才可以探测到1起透镜化的

致密双星并合的引力波事件. Biesiada等人[38]
、Ding等

人[39]在此工作基础上, 使用StarTrack星族合成代码计

算出来的致密双星并合率[41], 发现ET可以每年探测到

50~100起透镜化的致密双星并合事件. 这些将由占总

比率91%~95%的双黑洞并合事件所主导, 取决于考虑

的演化场景的细节. 进一步考虑透镜天体的不对称

性、透镜天体所处宇宙环境以及选择效应对透镜化的

恒星级双黑洞并合产生的引力波信号的影响, Li等
人[40]最终发现, 当使用Strolger等人[42]的恒星形成率时,
aLIGO可以探测到每年1起透镜化的引力波事件, ET可
以探测到每年80起透镜化的引力波事件; 当使用Madau
和Dickinson[43]的恒星形成率时, aLIGO仍可以探测到

每年1起透镜化的引力波事件, 而ET可以探测到每年约

40起透镜化的引力波事件. 此外, 针对四重像系统在透

镜化引力波信号中的比例, 发现对于aLIGO, 四重像比

例将近30%; 对于ET, 四重像比例接近6%. 此外, 针对

LIGO探测器, Ng等人[44]预测, 它可以探测到每年0.2起
透镜化的双黑洞并合, 如果LIGO达到了设计灵敏度,
那么就会上升到每年大约14.2起. 最近, Yang等人[45]发

现, 地球旋转会对透镜化引力波探测率的估计带来一

定影响, 其中, 对双中子星系统影响最大, 为40%, 对双

黑洞系统影响为10%, 因为双黑洞系统占总比率最高,
所以地球旋转对透镜化引力波事件总的影响约为10%.

未来, 激光干涉仪空间天线(Laser Interferometer
Space Antenna, LISA)可能会探测到被星系强引力透镜

化的大质量黑洞双星并合产生的引力波. 针对LISA探

测器, Sereno等人[46]讨论了透镜化大质量黑洞双星并

合发出的引力波的探测率问题, 发现最乐观的模型是

在LISA的五年任务期内, 给定每一个像信噪比8的条

件, 最多可以探测到4个多像事件. 关于空间透镜化引

力波的宇宙学应用, 可参见文献[46,47]. 针对空间deci-
hertz探测器DECIGO, Piórkowska等人[48]预测, 它可以

每年探测到5~50起透镜化双中子星并合, 以及数百起

透镜化双黑洞并合; 而对于它的小型版本B-DECIGO
而言, 最乐观的估计是每年几起透镜化双黑洞并合.
Hou等人[49]研究了引力波干涉拍现象的事件率, 结果

发现, DECIGO和B-DECIGO每年可以探测到几十到几

百起透镜化引力波拍现象事件, 这取决于导致双致密

星形成的演化场景. 双黑洞是主要的透镜源, 在透镜源

中拍频模式可以揭示出这一点. 然而, DECIGO也可以

记录来自双中子星的大量透镜信号, 这些信号可能伴

随着电磁对应体.
本文将集中讨论笔者参与的引力透镜引力波方面

的工作[18,23,27,28,34,50~54]: 引力透镜散射理论问题和引力

透镜化引力波在基础物理、宇宙学、天文学方面的

应用.

1 测地线方程

除本小节外, 接下来的所有讨论都针对零测地线,
即光子和引力波的速度都为c.

利用欧拉公式及光子的拉氏量, 可以得到测地

线方程. 因此, 只要给定背景度规, 就可以得到光子的

轨道方程. 例如, 在球对称的引力势中, 径向-角向方

程为
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r r b r
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r

d
d = ± 1 1 1 1 2 , (1)2 2 2

1/2

其中, b是碰撞参数(impact parameter), 由光子的角动量

和能量决定: b=L/E.

在弱场近似下, M
r 1, 光线的折射角为

M
b= 4 . (2)

这个结果由爱因斯坦首次计算, 由爱丁顿于1919年通

过日食现象检验. 到目前为止, 我们没有考虑宇宙学的

影响, 即距离为欧几里得距离.
我们关心的许多天文透镜系统是在宇宙学尺度,

因此有必要讨论在宇宙背景度规下粒子的运动. 可以

证明, 在宇宙学尺度上, 利用短波近似, 上述距离变为

角直径距离[22]. 图1展示了这个问题的几何构型.
因为引力波的波长远大于电磁波的波长, 有必要

考虑式(1)对短波近似的修正(在λgwH这一阶产生效

应[55~57]). 除了对距离的修正之外, 这项短波近似修正

也受到宇宙随红移演化的影响. 最近, Hou等人[50]给出

了宇宙演化对引力波在宇宙距离上传播的短波近似修

正. 此影响极其微弱, 对于未来的第三代地面探测器来

说, 探测到引力波波形的整体修正(mismatch)10–6, 在下

面的讨论中, 我们将忽略.
角直径距离是从光子的测地线运动出发定义的,

因此不适合于研究有质量粒子在宇宙学背景中的透镜

系统. 通过薄透镜假设(透镜的尺寸远远小于源、透

镜、观测者之间的距离), 我们把有质量粒子在宇宙传

播过程中经过引力透镜的问题分为两部分: 一个是求

出在宇宙学背景下的径向运动, 另一个是透镜作为局

域引力场下有质量粒子的折射角.
有质量mGW的引力子沿着类时测地线运动. 考虑平

直弗里德曼-勒梅特-罗伯逊-沃尔克(Flat-FLRW)宇宙,
对于光子和有质量引力子, 引力波的径向传播距离rGW
和波源的共动距离rγ之间的关系为

r r r= , (3)GW GW

其中, ΔrGW是宇宙学相关的函数. 式(3)表明, 如果发射

和探测时刻固定, 那么引力波源比电磁波源近ΔrGW; 如
果引力波源和电磁波源在同一位置同时发射, 那么引

力波信号应该比电磁波信号晚到ΔtGW=ΔrGW/c. 也就是

说, 如果引力波源处于比ΔrGW更远的位置, 那么引力波

信号传播时间将多出ΔtGW.
利用有静止质量μ粒子在点质量M产生的引力势中

轨道方程和偏折角的修正[29], 有质量mGW引力子的爱

因斯坦半径为

m c
E= 1 + 2 . (4)E,GW E

GW
2 4

2

2 透镜方程

通过上一节的讨论, 原则上, 通过测地线方程就可

以得到任何时空背景下粒子的轨道方程, 通过轨道方

程就可以研究天文上的观测量, 例如恒星对于星光的

图 1 引力透镜系统示意图
Figure 1 The schematic diagram of lensing system
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偏折角(式(2)). 在天文应用上, 一个能联系源-透镜-观
测者的位置, 并且包含源-透镜基本物理量(如透镜质

量、源的亮度和形变)的方程更为实用. 在小折射角、

弱场近似下, 通过线性化测地线方程, 可以得到一个唯

象的透镜方程来描述上述物理量.
本文仅列举一些透镜方程相关的公式, 相关公式

的推导和证明请参见文献[22]. 虽然透镜方程对于波传

播路径采用了程函近似, 利用引力波相位稳定演化的

特点, 类比于托马斯杨的双缝干涉, 仍然可以利用波的

叠加性原理讨论其干涉行为(参见4小节). 在薄透镜近

似下, 透镜方程是一个关于源、像的位置以及折射角

的方程:

= ( ), (5)

其中, β和θ分别为描述天空中源和像的二维矢量, 折射

角α由透镜质量在透镜平面的投影决定.

2.1 折射角

对于轴对称引力透镜, 透镜方程(式(5))变成一维

方程:
= ( ), (6)

其中, β是源的视线方向与光轴的夹角. M D
D D= 4E

ls

os ol

是爱因斯坦角, Dos、Dol和Dls分别是观测者-源、观测

者-透镜和透镜-源的角直径距离. 当 0时, 像变为

具有爱因斯坦半径θEin的环:

( ) = 0. (7)Ein Ein

2.2 透镜体质量

通过式(7), 可以得到爱因斯坦半径内的投影质量:

( )M D< = . (8)Ein ol
2

Ein
2

cr

通过一定的透镜模型, 可以测量出强引力透镜的爱因

斯坦半径. 如果再测量出源和透镜的红移, 根据宇宙学

知识, 就可以知道角直径距离, 进而得到这个投影的透

镜质量. 引力波不能成像, 因此爱因斯坦半径不能像电

磁波引力透镜系统那样被测量出来, 必须通过别的方

法推测出透镜的信息(参见6.4小节).

2.3 时间延迟

不同像的传播路径不一样, 因此传播时间也不一

样. 与没有透镜相比, 每一个像的时间延迟为Δt. 我们

只能观测到两个像(i和j)的到达时间延迟 t t t=i j i j, :

t z
c

D z D z
D z z= (1 + ) ( ) ( )

( , ) , (9)i j i j,
l ol l os s

ls l s
,

其中, 费马势的差Δϕi,j包含了透镜引力势ψ的信息, 因此

可以用来研究透镜本身的性质(参见第6.3小节).
除局域的透镜引力势信息外, 时间延迟还与宇宙

学信息有关. 给定宇宙学信息, 角直径距离是红移的确

定函数, 式(9)中三个角直径距离的组合定义“时间延迟

距离”(DΔt)为

D D z D z
D z z= ( ) ( )

( , ) . (10)t
ol l os s

ls l s

该时间延迟距离提供了一个距离-红移关系, 可以用来

进行宇宙学研究(参见6.2小节).

2.4 光度放大率

通过粒子数守恒可知, 位于θ的像被放大了 ( )倍.
光度放大率为

A( ) = 1
det ( ) , (11)

其中, 雅可比矩阵A(θ)由透镜方程决定:

A =( ) . (12)

2.5 奇点

在某些情况下(如正入射β=0), 雅可比矩阵(式(12))
的行列式detA(θ)=0, 这就意味着式(11)会出现发散的结

果, 放大率 ( )变为无穷大. 这些满足detA(θ)=0的点在

像平面上构成临界曲线(“critical curves”), 通过透镜公

式(5), 可以得到其对应在源平面的焦散曲线(“caus-
tics”). 出现这类问题是因为我们到目前为止仅仅利用

了几何光学来描述波的传播. 要想解决这类问题, 就需

要用波动方程来描述这类物理系统. 我们将在3小节讨

论引力波的波动方程.

2.6 引力透镜模型

最简单的引力透镜模型是质量为M的牛顿引力势

点模型, 对应的透镜方程[22]为

( )= 1
2 ± + 4 , (13)±

2
E
2

其中, 爱因斯坦半径 M D
D D= 4E

ls

ol os
由透镜质量及系
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统的相对位置确定.系统成两类像,其振幅放大率分别为

µ = = , (14)± ±
±

±
2 2

两个像的时间延迟为

t M z= 4 (1 + ) 2 + ln . (15)l
+
2 2

E
2

+

更接近真实早型星系情况的是等温奇异球模型. 这个

模型的透镜方程为

= ± , (16)± E

其中, 爱因斯坦半径 D
D= 4 v

E

2
ls

os
由星系的视向速度弥

散σv确定. 其振幅放大率为

µ = = /
/ 1 , (17)± ±
± E

± E

时间延迟公式(9)变为

t z
c

D D
D= 1 +

2 ( ), (18)SIS
l l s

ls
+
2 2

带入爱因斯坦半径, 时间延迟还可以写为

t z D D
D= 16 (1 + ) + . (19)vSIS

2 4
l

l ls

s
+

E

3 引力波振幅的波动方程

在弱场近似下, 度规可以写成

g g h= + , (20)µ µ µ
(B)

其中, gµ
(B)为背景度规, hμv为引力波扰动. 在一阶近似

下, 极化张量eμv沿着零测地线平行移动(参见6小节), 研
究可以作为标量场的引力波振幅ϕ经过透镜的波动

效应:

h e= , (21)µ µ

其中, 标量场ϕ的传播方程为

( )g g = 0, (22)µ µ
(L) (L)

这里, g是gμv的行列式. 类似于费马原理对于光子传播

路径方程的导出, 上述方程也可以从最小作用量原理

推导出.
接下来, 我们考虑频率为f的引力波振幅 x t( , )=

x( )e ft2 i 在薄透镜引力场中的传播问题(定态问题).

3.1 弱背景场

在弱场背景近似下, 频域中近单频标量波 f r( , )

( f 1)的波动方程(式(22))变为亥姆霍兹方程. 透镜

化的引力波振幅 由Nakamura和Deguchi[33]通过路径积

分方法得到的基尔霍夫衍射积分公式给出:

f F f f( ) = ( ) ( ), (23)
L

其中, F( f )是无量纲放大系数, 由透镜模型确定; L和

分别是透镜化和未透镜化的标量波振幅.
根据费马原理, 在几何光学近似下, f 时:

( )

( ) ( )( )

F f

n

( , )

+2 cos , , (24)

j
j

i k
j k j k jk

2

<

1/2

其中, Φ(θj, θk)是爱因斯坦半径和像位置的函数; χ(θ)为
光度放大率(式(11), 注意, 此光度放大率为振幅放大率

(如式(14)和(17))的平方); Δnjk=nj–nk, nj=0、1/2和1, 分

别对应费马原理决定的最小点、鞍点和最大点的情况

(对于两个像, n+=0, n–=1/2). 式(24)的第一项就是简单

的几何光学像的叠加, 第二项体现了波动性, 即几个像

的衍射效果. 对于电磁波信号, 频率很高, f , 第二

项振荡得十分迅速, 一个有限大小的天体源就可以抹

掉这个干涉效果. 对于引力波, 这一项的效果十分明显

(参见4小节).
在点质量的情况下 , 衍射积分公式具有解析

解[58,59], 正入射β=0时, 放大率取最大值:

F f( , = 0) = 1 e . (25)2

当 0(长波近似)时, F f( , = 0) 12 . 这正体现了

波的衍射效应: 任何尺寸远小于波长的遮挡物都不会

对波的传播造成任何影响.
值得一提的是, 这个点质量模型在β=0时不一定适

合天文源, 因为天体有边界(或者黑洞的视界). 基尔霍

夫积分对此边界条件的缺陷, 使得上述结论直接推广

到恒星系统的实用性有待验证. 另外, 致密星(如中子

星、黑洞)很明显不能用弱场描述, 因此不能用于检验

广义相对论(如中子星质量-半径关系, 是否存在黑洞的

近亲). 好处是, 处理有边界条件的波动方程问题时, 可
以使用更一般的分波法.
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3.2 强背景场

处理波动方程更一般的方法是分波法. 可以把标

量波写成傅里叶分解的形式解:

r r Y r( , , ) = 1
4 e ( , ) ( , ), (26)

l m l

l
t

l
m

lm
=0 =

i

其中, Yl
m是球谐函数. 在程函近似下, 碰撞参数b为

b l= + 1
2

1 , (27)

因此,每一分波可以看作距离对称轴b的入射.通常,级数

展开解公式(26)对于1/r场(如引力场)来说是发散的, 必须

采取截断近似来处理一些有趣的问题, 比如 glory 现象.

标量波的径向解 r( , )l 满足薛定谔类型方程. 具

体地, 径向方程是一个合流赫伦方程(confluent Heun
equation), 具有24个独立的解析解. 设定边界条件可以

确定解的具体形式. 合流赫伦方程的复杂性不利于天

文学讨论, Zhang等人[34]使用WKB近似以及菲涅耳半

波法(Fresnel half wave zone method)得到了夫琅和费

衍射(r )的公式, 成功地处理了正入射黑洞的泊松

斑(θ=0)问题.

4 引力透镜化引力波的干涉现象

通常, 恒星发出的光子的频率和相位杂乱无章, 没
有相干性. 旋近双星引力波的相位随时间的变化是确

定的. 如果到达地球探测器的时间延迟不大, 引力透镜

化引力波的两个像会产生叠加, 产生类似双峰干涉的

现象. 两列波频率相差不大, 在时域上还会出现“拍”的
现象[27,28].

设ω1和ω2分别为两个引力波信号到达探测器的角

频率, ϕ1和ϕ2为它们的初始相位及其相对值:

= +
2 , = +

2 ,

= 2 , = 2 .
(28)

f
1 2

f
1 2

b
1 2

b
1 2

对于恒星级质量的透镜, 时间延迟Δt很小, 因

此 1 2, 时域信号可以形成拍频为ωb的“拍”现象.

随着时间的演化, ωf变大, /b f f
8/3变大, 最终

“拍”现象消失. 图2展示了一个点质量透镜系统的上述

行为.
如果两个像引力波信号可以同时到达探测器, h(t)=

h1(t)+h2(t)可以表示为

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

h µ A t A t µ A t A t

µ A t t A t t

µ A t t A t t

= cos + + sin + + cos + + sin +

= cos + cos + + cos + 2 cos +

+ cos + + 2 cos + 2 + cos + cos + 2 , (29)

+
+

1 1
×

1 1
+

2 2
×

2 2

s
+

f f b b
×

f f b b

d
+

f f b b
×

f f b b

其中, A+/×为探测到的引力波振幅, μs=μ++μ–, μd=μ+–μ–.
这里, 假定两个像的探测器响应函数相同, 具体的透镜

效应的修正参见6.1.3 小节.
非常容易验证式(29)中时域信号与波动方程给出

的几何近似(式(24))频域信号是一致的. 两个像总的频

域信号振幅为

h f µ µ µ µ f t h f( ) = + + 2 cos(2 ) ( ) , (30)+
2 2

+ u

其中, h f( )u 是未被透镜化的波形的傅里叶变换. 可以看

到, 与光学信号相同, 透镜化引力波信号的振幅被放大

了µ±倍(光学信号的测量量是光度而不是振幅, 所以通

常说光学(像)信号被放大了µ±
2倍). 引力波源的距离是

通过振幅来确定的, 因此, 如果不考虑透镜放大效应,
将会低估引力波源的光度距离. 式(29)为我们提供了一

个同时测量放大率和双星系统参数的机会.

5 透镜引力波极化张量的旋转

前文我们仅仅讨论了引力波振幅(如式(21)中的ϕ)
受引力透镜的影响, 忽略了极化张量eμv的变化. 激光干

涉仪引力波探测器的响应为张量响应h D h= µ
µ , 因此,

讨论透镜化极化张量eμv的变化是有必要的. 忽略具体

的推导过程, 系统的示意图见图3, 展示了在几何光学

中, 牛顿弱场近似下透镜化eμv平面的旋转效应. 此示意

图也忽略了引力波法拉第旋转效应[23]. 图中S为双星系

统位置, O为引力波干涉仪, L为引力透镜. 粗点线为光

轴. 方框从左到右依次为观测者、透镜、源平面. β为O

到S方向与光轴的夹角. 两束引力波1和2从分别在l1和l2

方向有光源发出. 通过透镜后, 它们的传播方向变为
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l ?
1 和l ?

2 , 分别与光轴形成角度 ±. 对应的折射角分别为

α1和α2.

6 透镜化引力波的应用

6.1 基础物理

6.1.1 引力波速度

检测引力波速度的传统方法是观察引力波信号和

电磁对应体信号之间的时间延迟. 然而, 这种方法中不

确定的因素在于, 我们不知道电磁信号和引力波信号

发射的时间是否一致. 透镜引力波系统中(如透镜化双

中子星并合引力波), 多个电磁信号或多个引力波信号

的时间延迟是绝对的, 比较它们可以巧妙地绕过固有

发射时间不确定问题, 从而准确地对引力波传播速度

进行检验[51]. 如果能精确地分别测量引力波时间延迟

ΔtGW、电磁波时间延迟Δtγ, 发现两者不同, 引力波速

度不为光速, 就需要修改广义相对论.
在许多修改引力的理论中, 引力波速度vGW不为光

速c可以理解为有质量的引力子mGW沿着类时测地线运

动(参见1.1小节). 具体地, 利用平直FLRW宇宙中、薄

透镜假设下, 等温奇异球透镜模型中有质量粒子在透

镜中的偏折角公式(4)(忽略地球、银河系等其他局域

引力场的影响), 以及有质量粒子在宇宙中的传播共动

距离公式(3)(忽略本动速度), 得到透镜化电磁波与有

质量引力子时间延迟的区别为

t t t m c
E F z z= ( , ), (31)SIS,GW SIS, SIS,
GW
2 4

2 lens l s

其中, F z z O( , ) (1)lens l s 依赖于宇宙学背景和透镜模型.

利用引力子的色散关系:
m c

E
v

c= 1 , (32)GW
2 4

2
GW

2

引力波速度通过式(33)来限制:

v
c

T
t F z z1 ( , ) , (33)GW

2

lens l s

其中, δT是时间延迟测量精度, 对于强引力透镜的引力

波-电磁波系统, 其大小由电磁波测量时间延迟的精度

决定.
6.1.2 引力波弱场衍射振幅

引力波的衍射信号还没有被探测到, 因此, 探测引

力波弱场衍射振幅是一个非常有趣的课题. 我们提出,
利用银河系内微引力透镜时间, 观测(近似)单频引力波

的衍射信号, 以验证引力波弱场近似下的衍射振幅[18].
具体地, 利用引力透镜系统的相对运动, 可以实现对衍

射图样的探测. 透镜系统相对于宇宙微波背景本动运

动的观测者速度vobs、透镜速度vl以及源速度vs可以组

成一个源的有效速度[60]:

v v z
z

D
D v z

z
D
D v= 1 +

1 + + 1 +
1 + , (34)eff s

s

l

s

l
l

s

l

ls

l
obs

假定v ceff . 利用此有效速度, 爱因斯坦半径穿越时

间t R
v=E

E
eff
给出了观测衍射图样的时间尺度. 我们期望

这种调制可以和地球自转及公转的调制区别开. 具体

信号探测方法的相关研究正在进行中.
6.1.3 引力波的张量性

根据系统示意图3及其背后的数学关系, 可以看到,
镜化的两列引力波(h1和h2)的不同来自三部分: 第一部

分来自时间延迟Δt引起的相位差, 以及传播方向不同

图 2 (网络版彩色)引力波时域“拍”现象的示意图. (a) 两列波的时域信号; (b) 两列波的时域信号叠加
Figure 2 (Color online) The schematic diagrams showing the strains and the beat pattern in the time domain. (a) Two strains in time domain; (b)
superposition of two strains in time domain
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引起的相位差; 第二部分来自放大率(µ±)的区别; 第三

部分来自极化平面旋转带来的影响. 原则上, 如果引力

波信号足够强, 仅仅利用引力波信号, 通过匹配滤波法,
可以探测到极化平面旋转的效应以及得到放大率等透

镜系统的信息. 一般来说, 两束引力波传播方向的区别

很小, 因此在讨论引力波干涉效应及其应用时(参见6.4
小节), 我们忽略此极化平面旋转的效应.

6.2 宇宙学

6.2.1 哈勃常数

在FLRW度规中, 角直径距离[61]为

D z H z

x

x x x

( ) = 1
(1 + )

×sinh
+ + +

,
(35)

z

k 0

k 1
1+

1

r m k
2 4

其中, H0是哈勃常数, Ωr、Ωm、Ωk、ΩΛ分别是辐射、

物质、空间曲率以及暗能量的密度参数. 因此, 时间延

迟距离DΔt(式(10))可以用来限制宇宙学参数, 特别是哈

勃常数H0
[53,62]. 因为时间延迟距离反比于哈勃常数H0,

所以相对于其他宇宙学参数, 它对哈勃常数的数值更

敏感. 利用引力透镜时间延迟公式(9), 可以通过强引

力透镜化引力波-电磁波系统测量哈勃常数.
透镜、源的红移通常容易获得. 除此之外, 还需要

观测的量有两个: 一是分裂信号之间的时间延迟, 二是

透镜体的费马势. 常规方法是利用类星体-椭圆星系系

统. 时间延迟由AGN的光变曲线得到, 精确度为~3%.
费马势由高精度的光弧观测得到, 精确度也为~3%. 对

于透镜引力波系统, 引力波信号为瞬变源, 相对于信号

之间的时间延迟(几天至几十天)而言, 其误差可以完全

忽略, 因此时间延迟可以测量得非常精确. 另一方面,
不同于AGN会污染光弧, 双中子星的电磁对应体如千

新星, 持续时间最多几个月. 我们可以在其爆发前后测

量到完整的寄主星系光弧, 从而有效地测量费马势. 这
两方面的提高使得透镜引力波可以非常精确地测量哈

勃常数[53].
通过数值模拟数据, 我们发现, 基于第三代引力波

探测器(如爱因斯坦望远镜)的灵敏度, 在平直ΛCDM模

型中,使用10个强引力透镜化引力波-电磁波系统,我们

对哈勃常数的限制精确度在0.7%以内.
6.2.2 宇宙几何

一个均匀、各向同性的宇宙用FLRW度规描述. 因
此, 通过检验FLRW度规的可靠程度, 可以得到宇宙的

几何结构信息. 已经有很多传统方法可以用来检验

FLRW度规, 例如, Clarkson等人[63]提出的利用宇宙膨

胀速率与宇宙距离的关系, Räsänen等人[64]提出的利用

本动距离与角直径距离的关系, Räsänen等人[65]提出的

利用距离求和法则(Distance Sum Rule). 基于距离求和

法则, 利用独立的超新星数据和透镜化活动星系核系

统, 更多的宇宙学参数可以被限制[65,66].
透镜化引力波-电磁波系统提供了一个利用距离求

和法则获得宇宙几何信息的新系统. 利用距离求和法

则, 时间延迟距离可以写为[52,66]

D c
H z T z T z= (1 + )( ( ) ( )) , (36)t

0 l l s

其中,

T z d z kd z( ) = 1
( ) 1 ( ) , (37)2

k是宇宙曲率(cosmic curvature), d(z)是共动距离. 在均

匀、各向同性的宇宙中, FLRW度规为

s c t a t
Kr r a t rd = d + ( )

(1 )d + ( ) d , (38)2 2 2
2

2
2 2 2 2

其中, 宇宙曲率为k=K/(H0)
2=−Ωk, Ωk和H0分别为空间

曲率密度参数和哈勃常数. 因此, 只要能获得共动距离

d(z)以及时间延迟距离DΔt, 就可以通过式(36)限制宇宙

曲率k, 得到宇宙几何信息. 可以构建一个参数化近似

共动距离d(z)函数, 使用数据同时限制此函数的参数:

d z z a z a z a z( ) = + 1 + 2 + 3 . (39)2 3 4

此参数化共动距离d(z)的形式应该是与系统无关的, 应

该用不同的数据来确保函数形式的可靠程度. 因此, 可

图 3 (网络版彩色)施瓦西透镜系统的几何构型
Figure 3 (Color online) Geometry of a Schwarzschild lens
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以联合一组超新星数据{DL, z}来增强对参数{a1, a2, a3}
限制的可靠性, 去掉系统误差.

时间延迟距离DΔt可以利用透镜化引力波-电磁波

系统测量获得. 式(9)给出了时间延迟Δti,j与时间延迟距

离DΔt和透镜体费马势的差Δϕi,j的关系. 原则上[52], 透镜

化引力波提供时间延迟Δti,j信息, 其电磁对应体或其宿

主星系提供源的红移信息zs, 透镜星系提供费马势Δϕi,j
和zl, 就可以利用时间延迟公式(9)得到DΔt, 进而通过式

(36)限制参数{a1, a2, a3, H0, k}.
通过数值模拟数据, 我们发现[52], 基于第三代引力

波探测器(如爱因斯坦望远镜)的灵敏度, 利用上述多信

使系统对宇宙学参数进行了限制, 其限制能力比传统

电磁透镜系统更好. 具体来说, 10个强引力透镜化的引

力波 -电磁波系统可以将宇宙学曲率参数限制为

k = 0.01 0.05
+0.05, 哈勃常数限制为H = 69.70 0.35

+0.35.

6.3 天文学: 透镜体的子结构

到目前为止, 我们关于费马势的差Δϕi,j的讨论是基

于透镜的引力势ϕ为光滑的假定. 我们知道, 星系暗物

质晕有子结构. 冷暗物质模型在星系尺度上存在一些

问题. 其中, “卫星缺失疑难”指的是, 按照模拟, 银河系

这样的星系中应该有数以万计的暗物质子晕(子结构),
并且以矮星系的形式存在. 然而, 实际观测中才发现了

十几个矮星系. 在宇宙学尺度上进一步探测暗物质子

结构尤为重要.
这些未知的子结构分布会影响透镜费马势的差

Δϕi,j, 进而影响时间延迟. 于是, 原则上, 可以通过强引

力透镜系统的时间延迟研究暗物质子结构. 通常提出

的手段为观测AGN多像的异常, 包括流量比、位置和

时间延迟. 对于时间延迟异常, 由于AGN测量的精度

受限, 在实际应用中几乎无法实现.
引力波对时间的测量精度非常高, 可以很好地探

测时间延迟异常, 再利用引力波和电磁波不同波长对

子结构响应的不同, 就可以更准确地研究透镜星系暗

物质子结构[54]. 通过数值模拟, 我们发现, 基于第三代

引力波探测器(如爱因斯坦望远镜)的灵敏度, 利用强引

力透镜多信使系统, 可以把透镜星系暗物质子结构对

费马势的影响限制在测量精度10%.

6.4 透镜化引力波干涉效应的应用

以上透镜化引力波-电磁波系统的应用都只利用了

引力波对于到达时间测量的信息, 并且依赖透镜化电

磁波的测量信息(如光学成像对于费马势的重构). 如5
小节所讨论, 通过匹配滤波技术, 地面激光干涉仪引力

波探测器可以获取引力波相位的信息. 利用这些信息,
可以摆脱对透镜化电磁波的依赖[28]. 这对利用透镜化

双黑洞并合引力波研究科学问题起到至关重要的作用.
引力波频率和相位随时间变化, 特别是双星引力

波, 信号有一个明显的并合截止过程. 利用引力透镜化

的引力波干涉时域信号(式(29)), 原则上不依赖于电磁

波信号, 我们有两种方法测量时间延迟Δt. 一种方法是

直接测量透镜化两个像的截止时间延迟, 另一种方法

是绕转前期通过“拍”频ωb、引力波频率ωf的测量, 以

及单独部分第二列信号给出的M得到. 无论哪种方法,
时间延迟Δt的测量精度都会小于~0.1 s, 相比于其他物

理量的测量误差, 在大部分情况下, 其误差几乎可以忽

略不计.
另一方面, 原则上, 利用匹配滤波法, 根据式(29),

可以测量μs/μd. 如果μd太小以致不能测到, 依然可以通

过测量第一列波h1结束后的第二列波h2那部分与前半

段h1+h2的比值, 得到μs/μ−. 因此, 两个像的相对放大

率r µ µ/± + 可以得到:

µ
µ

µ µ
µ µ

µ
µ= 1 + /

1 / = 1. (40)+ s d

s d

s

对于点质量模型, 通过式(14)可知, r µ µ/ = /± + + .
把测量得到的r±带回式(14), 可以获得真正的放大率:

µ
r

µ
r

= 1
1

, = 1
1

. (41)+
±

2
±
2

有了放大率, 通过引力波的振幅信息, 就可以获得引力

波源的真实光度距离. 更进一步, 通过式(13)和(14), 利
用测量得到的r±, 可以得到β/θE. 再通过式(13)和(15), 可
以得到红移化的透镜质量:

M z t r r r(1 + ) = 4
1
2

1 + ln( ) . (42)l ± ± ±

1

因此, 只要锁定点质量透镜所在星系, 获得透镜红移,
就能推算出透镜的质量.

对于等温奇异球模型, 由式(16)可得:

= 2.+

E E

利用通过式(40)测量得到的r µ µ/± + , 有:
r

r r= 2
+ 1, = 2

+ 1. (43)+

E

±
2

±
2

E ±
2
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带回式(17), 可以得到真实的放大率:
µ r

r
µ

r
= 2

1
, = 2

1
. (44)+

±
2

±
2

±
2

因此, 也可以获得引力波源的真实光度距离. 同样, 如

果透镜星系被确定, 通过式(19), 也可以获得时间延迟

距离DΔt:

D t
z

r
r= 32 (1 + )

+ 1
1. (45)t

v
2 2

l

±
2

±
2

与引力透镜电磁波系统相比, 利用透镜化引力波形成

的“拍”, 不需要测量透镜的费马势.
利用强引力透镜化引力波的衍射积分公式(24), 也

可以获得一些诸如放大率、透镜质量等有用的信息[27].

7 展望

透镜化引力波作为不久的将来能被探测到的新型

引力波信号必将加深我们对宇宙的理解. 除了本文介

绍的理论框架和应用之外, 含时透镜散射问题、超越

广义相对论框架下的透镜理论研究以及透镜化引力

波-电磁波全新的应用等方面的问题都在逐步开展. 另

外, 为了检验理论预言, 开创引力波天文学的新篇章,
透镜化引力波-电磁波联合数据处理技术等实际操作

层面的问题也需要进一步探索和完善.
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Summary for “透镜化引力波的散射问题及其应用”

Lensed gravitational waves: Scattering and applications
Xilong Fan
School of Physics and Technology, Wuhan University, Wuhan 430072, China
E-mail: xilong.fan@whu.edu.cn

The direct detection of gravitational waves from stellar-mass compact binary merger by ground-based laser interferometer
gravitational wave detector LIGO/Virgo has verified the prediction of general relativity and opened a new chapter in
gravitational wave astronomy. Up to now, a total of 50 gravitational wave events have been detected and published in
GWTC-1 and GWTC-2 catalogue. In the near future, the third-generation ground based gravitational wave detector, such as
the Einstein Telescope (ET), will be constructed with sensitivity improved by at least a factor of 10. Tens of thousands of
gravitational wave signals are expected to be detected per year in the third-generation detector era. These gravitational
wave signals will inevitably overlap with foreground massive celestial bodies (such as black hole, galaxy and galaxy
cluster), thus leading to lensed gravitational wave signals which will undoubtedly be another important test of general
relativity once detected. Furthermore, strongly lensed gravitational wave signals by galaxy from massive binary black hole
could possibly be detected by future space detector, e.g., LISA and DECIGO. Since the wavelengths of gravitational waves
are comparable with the size of some lens, the lensed gravitational waves play a unique role in studying the phenomena of
wave nature, e.g., interference and diffraction.
Lensed gravitational wave-electromagnetic wave system will have a wide range of applications in fundamental physics,

cosmology and astrophysics when a series of lensed gravitational wave events and their corresponding electromagnetic
counterparts have been detected. The most obvious advantage of lensed gravitational wave-electromagnetic wave system
lies in that gravitational wave could provide time delay information with high accuracy, and electromagnetic wave could
provide Fermat potential difference with high precision because a relatively complete arc of light could be obtained by
electromagnetic wave observations and this is the most important step in measuring the Fermat potential. Thus, by
combining the information from both approaches, lensed gravitational wave-electromagnetic wave system could be applied
to study the speed of gravitational waves, constrain cosmological parameters, explore the substructure of the dark matter
halo and investigate the lens model and so on.
In this paper, we will review in detail how to use geodesic equation, lens equation, as well as wave equation to tackle the

stationary scattering problem of lensed gravitational waves, and introduce how lensed gravitational wave-electromagnetic
wave system could be applied to study the tensor properties, interference and diffraction effects of gravitational wave, as
well as its applications in gravitational wave velocity, Hubble constant, cosmic curvature, lens mass, substructure and so
on.
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