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摘要 文中从一种新的视角, 即从几何上来研究差分代换, 给出了差分代换的几

何意义, 引入代换收敛性概念, 证明了逐次差分代换是不收敛的; 得到了一个有趣

结果: 给定一个 k 维有理超平面, 则用有限次差分代换总能把该 k 维有理超平面

变为新变量所在坐标系的 k 维坐标面; 给出了半正定型在逐次差分代换下不能终

止的一个充分条件.
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1 引言

多项式非负性判定的理论与方法, 已广泛应用于鲁棒控制、非线性控制、非凸优化及滤波理论等

诸多领域 [1∼3]. 通常判定多项式非负性的有效的方法是基于胞腔剖分 (cell-decomposition), 如利用柱

形代数剖分 (cylindrical algebraic decomposition, CAD) 算法 [4,5] 等. 不用胞腔剖分的方法来判定多项

式的非负性, 比较著名的工作是 Pólya 定理 [6], 另外一些相关的工作参见文献 [7, 8]. 但对变量较多、

次数较高的多项式, 上述方法的复杂性和运算量将明显增加, 甚至不再实用.

近来, 文献 [9, 10] 中提出了判定多项式非负性的逐次差分代换方法, 简述如下.

设多项式 F (x1, x2, . . . , xn)定义在 Rn
+ 上,其中 Rn

+ = {(x1, x2, . . . , xn) : xi > 0, i = 1, 2, . . . , n}. 变
量 x1, x2, . . . , xn 按大小顺序有 n! 种不同的排列. 每个具体的排列, 例如, x1 > x2 > · · · > xn, 对应于

一个代换 



x1 = t1 + t2 + · · ·+ tn,

x2 = t2 + · · ·+ tn,

. . . . . .

xn = tn.

变量 t1, t2, . . . , tn 可以看作是 x1, x2, . . . , xn 的差分序列, 因而称这样的代换为差分代换. 把这样的 n!

个差分代换分别代入 F , 就得到了一个多项式集合 DS(F ). 如果 DS(F ) 中所有多项式的系数都是非

负的, 则 F 在 Rn
+ 上是非负的. 如果 DS(F ) 中有多项式具有负系数, 那么对这些多项式继续作上述对

F 所作的差分代换,得到一个有更多个多项式的集合 DS2(F ). 如果 DS2(F )中所有多项式的系数都是
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非负的, 则 F 在 Rn
+ 上非负. 如此多次的差分代换, 称为逐次差分代换. 如果这样的过程可以终止, 即

在有限步之后得到的多项式集合中所有多项式的系数都是非负的,那么用这种逐次差分代换显然给出

了 F 在 Rn
+ 上非负性的一个证明.

文献 [9, 10] 给出了大量的证明实例, 显示了这个框架的有效性. 因此, 对差分代换深入研究有着

重要的理论和应用价值.

本文从一种新的视角, 即从几何上来研究差分代换. 首先, 给出了差分代换的几何意义, 指出差分

代换对应于单形的首次重心重分. 这表明, 虽然从形式上看差分代换是一种不用胞腔剖分的方法, 但

实质上差分代换对应着一种空间剖分. 其次, 引入逐次代换收敛性概念, 证明了逐次差分代换是不收

敛的, 即逐次差分代换的次数充分大时, 其对应重分的每个子单形的直径并不能充分小. 此外, 得到了

一个有趣结果: 给定一个 k 维有理超平面, 则经过有限次的差分代换, 总能把该 k 维有理超平面变为

新变量所在坐标系的 k 维坐标面. 该结果对于界定差分代换方法的处理范围, 即什么样的多项式可以

用差分代换方法证明其半正定性起着重要的作用. 最后, 给出了半正定型在逐次差分代换下不能终止

的一个充分条件, 这就给出了差分代换方法不能处理的一类多项式.

2 一些定义和记号

本节给出齐次多项式 (以下简称为型) 的代换集序列终止性等相关定义.

考虑 n× n 的上三角矩阵

An =




1 1 . . . 1

0 1
. . .

...
...

. . . . . . 1

0 . . . 0 1




.

记 [k1k2 · · · kn] 是自然数 1, 2, . . . , n 的一个全排列, 矩阵 P[k1k2···kn] = [aij ] 被定义为满足

a1k1 = 1, a2k2 = 1, . . . , ankn = 1,

其余元素都是 0 的 n× n 矩阵，即 n 阶置换矩阵.

定义 2.1 记号如上. 令

B[k1k2···kn] = P[k1k2···kn]An.

B[k1k2···kn] 称为全排列 [k1k2 · · · kn] 确定的差分代换矩阵. 并记所有的差分代换矩阵组成的集合为

PAn(共 n! 个元). 相应地, 线性代换集

{XT = B[α]T
T : B[α] ∈ PAn},

称为 X 的差分代换 (共 n! 个元), 其中变元 X,T ∈ Rn
+, XT,T T 分别为 X,T 的转置.

定义 2.2 记号如上. 代换集合

{XT = B[α1]B[α2] · · ·B[αm]T
T : B[αi] ∈ PAn},
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称为 X 的 (m 次) 逐次差分代换. 相应的矩阵集合

{B[α1]B[α2] · · ·B[αm] : B[i] ∈ PAn},

称为 X 的 (m 次) 逐次差分代换矩阵集.

定义 2.3[6] 设型 F ∈ R[x1, x2, . . . , xn]. 当 [α1], [α2], . . . , [αm] 遍历 1, 2, . . . , n 所有全排列时, 令

SDS(m)(F ) =
n!⋃

[αm]

· · ·
n!⋃

[α2]

n!⋃

[α1]

F (B[α1]B[α2] · · ·B[αm]X
T).

集合 SDSm(F ) 称为型 F 的 m 次差分代换集. 并定义差分代换集序列 {SDS(m)(F )}∞m=1 如下:

{SDS(m)(F )}∞m=1 = SDS(F ),SDS(2)(F ), . . . .

现在, 我们来给出差分代换集序列的终止性的定义.

定义 2.4 记α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn, |α| = α1+α2+· · ·+αn.若 d次型 F =
∑
|α|=d cαxα1

1 xα2
2 · · ·

xαn
n 的每一单项的系数 cα 都是非负的, 称型 F 是正平凡的. 若存在 xd

i 的系数为负的, 称型 F 是负

平凡的.

定义 2.5 设型 F 定义在 Rn
+ 上. 若对 ∀X(6= 0) ∈ Rn

+, 都有 F (X) > 0, 称型 F (X) 在 Rn
+ 上是

正定的. 若对 ∀X ∈ Rn
+, 都有 F (X) > 0, 称型 F (X) 在 Rn

+ 上是半正定的.

由定义 2.4 及 2.5, 我们可得到正、负平凡型如下简单, 同时也是重要的性质.

引理 2.1 若型 F 在 Rn
+ 上是正平凡的, 则其在 Rn

+ 上是半正定的; 若型 F 在 Rn
+ 上是负平凡

的, 则其在 Rn
+ 上不是半正定的.

定义 2.6[9] 若存在正整数 k 使得集合 SDS(k)(F ) 的每个元都是正平凡的, 称型 F 在逐次差分

代换下可正向终止; 若存在正整数 k 和型 g, 满足 g ∈ SDS(k)(F ), 且 g 是负平凡的, 称型 F 在逐次差

分代换下可负向终止; 若型 F 在逐次差分代换下既不正向终止, 又不负向终止, 则称其在逐次差分代

换下不能终止.

根据定义 2.6, 显然有如下结论.

引理 2.2 若型 F 在逐次差分代换下可正向终止, 则其在 Rn
+ 上是半正定的; 若型 F 在逐次差

分代换下可负向终止, 则其在 Rn
+ 上不是半正定的.

下面给出规范向量、规范矩阵、规范代换等概念.

定义 2.7 设 X = [xi] 为 n 维向量, xi > 0, 若
∑n

i=1 xi = 1, 称 X 为规范向量. 给定 n 维非零

向量 Y = [yi], 称向量

Ỹ =
[

yi∑n
i=1 yi

]

为 Y 的规范化向量.

定义 2.8 设 V = [vij ] 为 n× n 的矩阵，vij > 0, 若
∑n

i=1 vij = 1, j = 1, 2, . . . , n, 称 V 为规范矩

阵. 相应的代换

XT = V T T,

称为规范代换.

记

Tn = {(x1, x2, . . . , xn) :
n∑

i=1

xi = 1, (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn
+}.
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定义 2.9 设型 F 定义在 Tn 上. 若对 ∀X ∈ Tn, 都有 F (X) > 0, 称型 F (X) 在 Tn 上是正定

的. 若对 ∀X ∈ Tn, 都有 F (X) > 0, 称型 F (X) 在 Tn 上是半正定的.

根据定义 2.5 及 2.9, 以下结论是显然的.

引理 2.3 型 F 在 Rn
+ 上是 (半) 正定的充分必要条件为其在 Tn 是 (半) 正定的.

根据引理 2.3, 为方便起见, 以下均假定型 F 定义在 Tn 上.

3 逐次差分代换的几何意义及收敛性

本节从几何的视角来研究差分代换, 讨论逐次差分代换的几何意义及逐次差分代换的收敛性.

设 K 为坐标单形, 我们把该坐标系简称为 K 坐标系, 并用同一个符号表示点及其对应坐标表示.

在 Tn 坐标系中, 设 X = (x1, x2, . . . , xn), 其差分代换矩阵有 n! 个. 考虑其中一个代换

XT = AnT T. (1)

当 X = C1 = (1, 0, . . . , 0) 时, T = (1, 0, . . . , 0); 当 X = C2 = (1, 1, . . . , 0) 时, T = (0, 1, . . . , 0); . . . ; 当

X = Cn = (1, 1, . . . , 1) 时, T = (0, 0, . . . , 1).

显然, Ck(k = 1, 2, . . . , n) 为 Tn 的包含点 C1,C2, . . . ,Ck 的 k − 1 维真面 [11] 的重心. 于是,

C1C2 · · ·Cn 是 Tn 首次重心重分的一个子单形, 且 An = [CT
1 ,CT

2 , . . . ,CT
n ]. 这说明, 代换 (1) 与子单

形 C1C2 · · ·Cn 是相互对应的.

类似地, X 的其余 n!− 1个差分矩阵分别对应于 Tn 首次重心重分的其余 n!− 1个子单形. 所以,

从几何上看,差分代换对应于单形 Tn 的首次重心重分,即 n!个差分代换与 Tn 首次重心重分的 n!个

子单形是一一对应的.

当 n = 3 时, 以下 6 个差分代换矩阵, 分别对应于图 1 中标号为 1 ∼ 6 的子单形.

B[1] =




1 1 1

0 1 1

0 0 1


 , B[2] =




0 1 1

1 1 1

0 0 1


 , B[3] =




0 0 1

1 1 1

0 1 1


 ,

B[4] =




0 0 1

0 1 1

1 1 1


 , B[5] =




0 1 1

0 0 1

1 1 1


 , B[6] =




1 1 1

0 0 1

0 1 1


 .

由于差分代换不是规范代换, 逐次差分代换对应的重分要复杂得多.

记号如上. 考虑以下 2 次差分代换

XT = B2
[1]T

T. (2)

当 X = T1 = (1, 0, 0) 时, T = (1, 0, 0); 当 X = A1 = (2, 1, 0) 时, T = (0, 1, 0); 当 X = O1 = (3, 2, 1)

时, T = (0, 0, 1). 于是, 代换 (2) 对应于图 2 中的子单形 T1A1O1. 类似地, 代换

XT = B[1]B[i]T
T, i = 2, 3, . . . , 6.
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图 1 重心重分 图 2 逐次重心重分

分别对应于图 2 中子单形 AA1O1, AB1O1, OB1O1, OC1O1, T1C1O1, 其中 A1 = (2, 1, 0), B1 =

(2, 2, 1), C1 = (2, 1, 1), O1 = (3, 2, 1). 显然, O1 不是 T1AO 的重心. 所以,逐次差分代换并不是对应于

Tn 的逐次重心重分.

下面给出单形重分序列及其对应的代换序列的收敛性定义.

定义 3.1 设 σ 为 Tn 的子单形. σ 的顶点之间的最大距离, 称为 σ 的直径.

定义 3.2 记 K0 = Tn. 设 K1 为 K0 的重分, Ki+1 为 Ki 的重分, i = 1, 2, . . .. 若对 ∀ε > 0,∃N ∈
N, 使得 Tn 的第 N 次重分 KN 的每一个子单形的直径都小于 ε, 称 Tn 的重分序列 {Ki}∞i=1 是收

敛的.

从上述定义可知, 若 Tn 的重分序列是收敛的, 则当重分次数足够多时, 其任一子单形的直径可充

分的小. 当重分次数 N −→∞ 时, 其任一子单形可趋于一点.

定义 3.3 设将 Ki−1 重分为 Ki 对应的代换集为 Li, i = 1, 2, . . .. 若 Tn 的重分序列 {Ki}∞i=1 是

收敛的, 称代换序列 {Li}∞i=1 是收敛的. 特别地, 若 Li = L, i = 1, 2, . . ., 称逐次 L 代换集序列是收敛

的, 或简称逐次 L 代换是收敛的.

定理 3.1 逐次差分代换不收敛.

证明 考虑以下 m 次差分代换

XT = Bm
[α]T

T, (3)

其中

B[α] =




0 1 1

1 0 0

1 1 1


 .

记 B = [bij ] = Bm
[α], 利用 Jordan 型理论, 有 B = PΛmP−1, 其中

P =




−1 5−3
√

5
10

5+3
√

5
10

0 5+
√

5
10

5−√5
10

0 −√5
5

√
5

5




, Λ =




1 0 0

0 β 0

0 0 α


 .
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进一步计算可得

b11 = 1, b21 = 0, b31 = 0,

b12 =
−5 +

√
5

10
α−1βm +

5 + 2
√

5
5

αm−1 − 1, b22 =
5 + 3

√
5

10
α−1βm +

√
5

5
αm−1,

b32 = − 5 +
√

5
10

α−1βm +
5 +

√
5

10
αm−1, b13 =

−5 + 3
√

5
10

α−1βm +
15 + 7

√
5

10
αm−1 − 2,

b23 = − 5 +
√

5
10

α−1βm +
5 +

√
5

10
αm−1, b33 =

√
5

5
α−1βm +

5 + 3
√

5
10

αm−1,

其中

α =
1 +

√
5

2
, β =

1−√5
2

.

经过代换 (3), 当 X = X1 = (1, 0, 0) 时, T = T1 = (1, 0, 0); 当 X = X2 = (b12, b22, b32) 时,

T = T2 = (0, 1, 0); 当 X = X3 = (b13, b23, b33) 时, T = T3 = (0, 0, 1). 将 X1,X2,X3 规范化, 并仍记为

X1,X2,X3. 即

X1 = (1, 0, 0),

X2 =
(

b12

b12 + b22 + b32
,

b22

b12 + b22 + b32
,

b32

b12 + b22 + b32

)
,

X3 =
(

b13

b13 + b23 + b33
,

b23

b13 + b23 + b33
,

b33

b13 + b23 + b33

)
.

令 m →∞ 时, 有

X1 = (1, 0, 0), X2 → X3 →
(

1 + 2α

2 + 3α
,

1
2 + 3α

,
α

2 + 3α

)
.

也就是说, 子单形 T1T2T3 的直径趋于非零常值, 所以逐次差分代换不收敛. 证毕.

定理 3.1 说明, 逐次差分代换的次数充分大时, 其对应重分的每个子单形的直径并不能充分小.

4 差分代换的一些性质

本节将给出差分代换的一些性质.

首先讨论有理超平面的逐次差分代换. 记

T∗n = {(x1, x2, . . . , xn) :
n∑

i=1

xi = 1, (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn}.

引理 4.1 设 P ∈ T∗n,过 P 作任意有限个 n−1维锥 Σi(i = 1, 2, . . . , l),使得 T∗n =
⋃l

i=1 Σi. 在以

锥 Σi 的面为坐标面的任一坐标系中, 令 P = (1, 0, . . . , 0), 则 ∀Q = (q1, q2, . . . , qn) ∈ Σi, q2, q3, . . . , qn

中所有非零项的符号相同.

该结论是显然的. 如图 3, T∗3 =
⋃6

i=1 Σi. 考虑一坐标系: P = (1, 0, 0), 锥 Σi 的面为其 2 个

坐标面 (另一坐标面未显示). 则 ∀Qi = (qi
1, q

i
2, q

i
3) ∈ Σi, qi

2, q
i
3 有相同的符号, 或至少有一个为零,

i = 1, 2, . . . , 6.
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图 3 空间锥面剖分

定理 4.1 记 sdi(Tn)为 Tn 的与 i次逐次差分代换相对应的重分, i = 1, 2, . . .. 若 π 为 k 维有理

超平面, 则存在自然数 i, 以及 sdi(Tn) 的一个 k 维真面 σ, 使得 σ ⊂ π.

证明 设 π 为




x1 = c11λ1 + c12λ2 + · · ·+ c1kλk,

x2 = c21λ1 + c22λ2 + · · ·+ c2kλk,

· · · · · ·
xn = cn1λ1 + cn2λ2 + · · ·+ cnkλk,

(4)

其中 λj(j = 1, 2, . . . , k) 为参数, cij(i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , k) 为非负整数且不全为 0.

不妨设 c11 > c21 > · · · > ck1, 对 (x1, x2, . . . , xk) 作差分代换

(x1, x2, . . . , xn)T = An(t1, t2, . . . , tn)T,

则 (4) 式可变为 



t1 = c1
11λ1 + c1

12λ2 + · · ·+ c1
1kλk,

t2 = c1
21λ1 + c1

22λ2 + · · ·+ c1
2kλk,

· · · · · ·
tn = c1

n1λ1 + c1
n2λ2 + · · ·+ c1

nkλk,

(5)

其中 c1
ij = cij − ci+1,j , cn+1,j = 0. 由于 c1

i1 > 0(i = 1, 2, . . . , n), 且
∑n

i=1 c1
i1 = c11, 所以除非 c21 =

c31 = · · · = cn1 = 0, 否则
∑n

i=1 c1
i1 <

∑n
i=1 ci1. 若 c1

i1(i = 1, 2, . . . , n) 至少有两项不是零, 继续对 (5) 式

中 (t1, t2, . . . , tn) 作相应的差分代换. 显然经过有限 (设为 r) 步以后, 可使得 cr
11 > 0, cr

21 = cr
31 = · · · =

cr
n1 = 0, 即经过有限次差分代换, π 可变为





t1 = cr
11λ1 + cr

12λ2 + · · ·+ cr
1kλk,

t2 = cr
22λ2 + · · ·+ cr

2kλk,

· · · · · ·
tn = cr

n2λ2 + · · ·+ cr
nkλk.

(6)
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其中 cs
ij = cs−1

ij − cs−1
i+1,j , s = 1, 2, . . . , r.

令 P = (cr
11, 0, . . . , 0), 等价于 P = (1, 0, . . . , 0). 设 Q = (cr

12, c
r
22, c

r
32, . . . , c

r
n2), 根据引理 4.1, 必

存在以 P 为一顶点的子单形 σ, 在 σ 坐标系中, cr
22, c

r
32, . . . , c

r
n2 中的非零项符号相同. 不妨设 cr

22 >
cr
32 > · · · > cr

n2 > 0, 对 (6) 式中 (t1, t2, . . . , tn) 作上述类似的差分代换, 经过有限步以后, π 可变为





t1 = cr
11λ1 + cr+1

12 λ2 + cr+1
13 λ2 + · · ·+ cr+1

1k λk,

t2 = cr+1
22 λ2 + cr+1

23 λ2 + · · ·+ cr+1
2k λk,

t3 = cr+1
33 λ2 + · · ·+ cr+1

3k λk,

· · · · · ·
tn = cr+1

n3 λ2 + · · ·+ cr+1
nk λk.

其中 cr+1
22 > 0.

由引理 4.1, 同样可设 cr+1
33 > cr+1

43 > · · · > cr+1
n3 > 0, 将上述过程一直下去, 最终 π 可变为





t1 = cr
11λ1 + cr+k−1

12 λ2 + · · ·+ cr+k−1
1k λk,

t2 = cr+1
22 λ2 + · · ·+ cr+k−1

2k λk,

· · · · · ·
tk = cr+k−1

kk λk,

tk+1 = 0,

· · · · · ·
tn = 0,

其中 cr
11, c

r+1
22 , . . . , cr+k−1

kk 均大于零. 证毕.

定理 4.1 表明, 给定一个 k 维有理超平面, 则用有限次差分代换总能把该 k 维有理超平面变为新

变量所在坐标系的 k 维坐标面. 当 k = 1 时, 有理超平面退化为一个有理点, 即经过有限次差分代换,

可将该有理点变为某子单形的顶点, 此为杨路等 1)的主要结果. 定理 4.1 对于界定差分代换方法的处

理范围, 即什么样的多项式可以用差分代换方法证明其半正定性起着重要的作用.

下面来讨论型在逐次差分代换下不能终止的条件.

由于差分代换是有理代换, 自然有如下结论.

定理 4.2 经过有限次差分代换, 无理点不可能变成 Tn 重分的任一子单形的顶点.

引理 4.2 记 σj(j = 1, 2, . . . , n) 为 Tn 的 n− j 维真面, F = Zero(F )
⋂
Tn. 若型 F 在 Tn 上半正

定, 且其系数均非负, 则 F 为 σ1 的某些真面的并.

证明 设型 F 表示为

F (X) =
∑

i1+i2+···+in=m

ai1i2···in
xi1

1 xi2
2 · · ·xin

n ,

其中 ai1i2···in > 0. 不妨令

1) 杨路, 姚勇. 差分代换矩阵与多项式的非负性判定. 系统科学与数学, 已接受

1103



侯晓荣等: 差分代换的一些几何性质

Fj = F (X) |σj
=

∑

ij+1+···+in=m

a0···0ij+1···in
x

ij+1
j+1 x

ij+2
j+2 · · ·xin

n .

若 a0···0ij+1···in
全为 0, 则 F 在 σj 上恒为 0, 即 σj ⊆ Zero(F ). 否则, 至少有一个 a0···0ij+1···in

> 0. 于

是在 σj 的内部, 即 xk > 0, k = j + 1, . . . , n 时, 有

∂Fj

∂xk
=

∑

ij+1+···+in=m

ika0···0ij+1···in
x

ij+1
j+1 · · ·xik−1

k · xik+1
k+1 · · ·xin

n > 0. (7)

若 Fj 在 σj 的内部取到极值点 (零点), 记为 X0. 考虑 Lagrange 函数

L = Fj + λ

( n∑

k=j+1

xk − 1
)

.

则
∂L

∂xk

∣∣∣
X=X0

=
∂Fj

∂xk

∣∣∣
X=X0

+ λ = 0, k = j + 1, . . . , n.

于是
∂Fj

∂xk

∣∣∣
X=X0

= −λ, k = j + 1, . . . , n. (8)

由 (8) 式及 Euler 恒等式

nF =
n∑

k=1

xk
∂Fj

∂xk
,

可得

0 = nF |X=X0 =
n∑

k=j+1

xk
∂Fj

∂xk

∣∣∣
X=X0

=
n∑

i=j+1

xk(−λ) = −λ,

所以
∂Fj

∂xk

∣∣∣
X=X0

= 0, k = j + 1, . . . , n.

这与 (7) 式矛盾. 这说明, Fj 不可能在 σj 的内部取得零点, 除非它在 σj 上恒为 0. 若零点在 σj 的边

界上, 如在 σj+1 上, 将上述证明中的 σj 替换为 σj+1, 则 F 在 σj+1 上恒为 0, 即 σj+1 ⊆ Zero(F ). 否

则, 继续上述过程, 直至 j = n. 证毕.

引理 4.2 说明, 正平凡型不可能在 Tn 的任一真面的内部取得零点, 除非它在该真面上恒为 0.

下面我们给出半正定型在逐次差分代换下不能终止的一个充分条件.

定理 4.3 设型 F 在 Tn 上是半正定的. 若存在无理点 Y0 ∈ Tn 为型 F 的孤立零点, 则型 F 在

逐次差分代换下不能终止.

证明 假设型 F 在逐次差分代换下可正向终止,即存在正整数 k,使得 SDS(k)(F )的每个元都是

正平凡的, 且 Y0 为 SDS(k)(F ) 中某个正平凡型的孤立零点. 根据引理 4.2, Y0 必为 Tn 的某个子单形

的顶点, 这与定理 4.2 矛盾. 所以, 型 F 在逐次差分代换下不能终止. 证毕.

定理 4.3 给出了差分代换方法不能处理的一类多项式.
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