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　 　 摘　 要：根据区熔提纯稀土的理论模型，推导出了区熔提纯稀土金属棒的温度分布规律，分析了温度分布对熔

体结晶速度，杂质迁移率的影响，结果表明，熔区附近温度分布呈二次曲线，与电流强度的平方成正比，与稀土棒半

径成反比，并和激磁线圈与稀土棒半径之比密切相关，此结果可作为合理选取区熔提纯实验技术参数的依据。
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　 　 新材料制备技术中，由于电磁悬浮技术在制备

高纯稀土时，可防止坩埚污染，能有效除去那些蒸

汽压与稀土金属相同或相近的杂质元素，在高纯稀

土金属制备和提纯研究领域，世界各国科学家曾做

了许多工作［１～８］，文献［５］报道了将蒸馏级 Ｇｄ、Ｎｄ、

Ｔｂ经区域熔炼法提纯可获得纯度达 ９９􀆰 ９９％的高纯

Ｇｄ、Ｎｄ、Ｔｂ的实验结果，但迄今还未见到有关探讨

电磁悬浮区熔提纯稀土金属熔区温度分布规律的

理论文献。 区熔提纯中，由多种元素组成的固熔体

熔化后再结晶时，杂质（含量少的溶质）在晶体和熔

体中的浓度是不相同的，有较明显的分凝现象，将

熔区沿材料棒反复缓慢移动，就可以将杂质赶到材

料棒的两端，达到提纯的目的［１３～１５］。 熔区及其附近

的温度分布很难精确测量，但通过计算熔区附近温

度分布，可确定对熔炉线圈结构设计、计算杂质在

液固界面的迁移率、熔区移动速度、扩散边界层厚

度等参数［５］，合理选取区熔参数对提纯效果有直接

影响。

１　 电磁悬浮区熔产生焦耳热规律

根据文献［９］，若激磁线圈半径为 ａ，激磁电流

强度有效值 Ｉ，磁导率 μ，圆电流激磁线圈产生磁矢

势 Ａ，选柱坐标系 （ ｒ，φ，ｚ） 有：Ａｒ ＝ Ａｚ ＝ ０：

Ａφ ＝ μ
４π∫

２π

０

Ｉａｃｏｓφｄφ

ａ２ ＋ ｒ２ ＋ ｚ２ － ２ａｚｃｏｓφ
＝

－ μΙ
１６ ｒ

ａ２ ＋ ｒ２ ＋ ｚ２ ｌｎ［１ － ４ａ２ｒ２

（ａ２ ＋ ｒ２ ＋ ｚ２） ２
］

（１）

　 　 若激磁电流圆频率 ω，导体半径为 Ｒ，磁矢势 Ａ 

＝ Ａｅｉωｔ，磁感应强度 Ｂ ＝ Ｂｅｉωｔ， 电场强度 Ｅ ＝ Ｅｅｉωｔ，
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∇× Ｅ ＝ － ∂Ｂ
 

∂ｔ
＝ － ∂（∇× Ａ ）

∂ｔ
＝ －∇× ∂Ａ

 

∂ｔ
＝ － ｉω∇× Ａ 

设涡旋场 Ｅ产生感生电动势为 ε，

ε ＝ －
ｄψＢ

ｄｔ
＝ － ∬

ｓ
Ｂ·ｄＳ ＝ － ｄ

ｄｔ∬ｓ∇ × Ａ·ｄＳ ＝

－ ｄ
ｄｔ∮Ａ·ｄＬ ＝ － ２πωＲＡφ

而 ε ＝ ∮Ｅ·ｄＬ ＝ ２πＲＥ，即 Ｅ ＝－ ωＡφ

设导体电导率为 σ，在电磁场空间的感生电动

势，由欧姆定律得由于趋肤效应，在趋肤深度为 δ，

导体内 ｒ 点处 Ｅ ＝－ ωＡφｅ
－Ｒ－ｒδ ，因 δ 非常小，只能在极

薄的导体表面层产生感生电流。 在此薄层内，Ａφ 可

视为常数，所以导体表面层单位面积中实际流过的

电流密度 Ｊ 为：

Ｊ ＝ ∫Ｒ
０

－ σωＡφｅ
－Ｒ－ｒδ[ ] ｄｒ≈ σωδＡφ

　 　 导体表面层单位时间单位面积中电磁感应产

生焦耳热：

Ｗ ＝ σω２δ２Ａ２φ （２）

２　 电磁悬浮感应炉中导体温度分布

观察激磁线圈在 ｚ＝ ０平面，高度为 ｚ，厚度为 ｄｚ

的材料薄片的温度为 ｕ（ ｚ），如图 １ 所示，若材料棒

半径 Ｒ，扩散系数 Ｄ，比热 ｃ，密度 ρ，向周围环境散

热系数 η，环境温度 θ，有：

薄片因吸热升温，

ＷＱ ＝ ｃρπＲ２ｕｔｄｚ （３）

　 　 薄片上下两个界面导热，

ＷＤ ＝ ＤπＲ２ｕｚｚｄｚ （４）

　 　 薄片向周围环境散热，

Ｗη ＝ ２ηπＲ（ｕ － θ）ｄｚ （５）

　 　 薄片表面电磁感应产生焦耳热，

ＷＪ ＝ ２πＲσω２δ２Ａ２φ （６）

　 　 根据热平衡原理，在 ｄｚ薄层中，导热方程是：

ＷＱ ＝ ＷＪ － Ｗη － ＷＤ （７）

　 　 由于悬浮区熔提纯可近似为缓慢的准静态过

程 ｕｔ ＝ ０。 将式（１） ～ （６）代入式（７）并化简，得：

ｕｚｚ ＋
２η
ＲＤ

ｕ ＝ ２ηＱ
ＲＤ

＋ ２σδ
２ω２μ２Ｉ２

１６２ＤＲ３
（ａ２ ＋ Ｒ２ ＋ ｚ２）

ｌｎ２［１ － ４ａ２Ｒ２

（ａ２ ＋ Ｒ２ ＋ ｚ２） ２
］ （８）

图 １　 材料棒薄层示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｒｏｄ ｔｈｉｎ ｌａｙｅｒ

将 ｆ（ｚ）＝ （ａ２ ＋ Ｒ２ ＋ ｚ２） ｌｎ２［１ － ４ａ２Ｒ２

（ａ２ ＋ Ｒ２ ＋ ｚ２）２
］

用麦克劳林公式展开，其奇次项为 ０：

ｆ（ ｚ） ＝ （ａ２ ＋ Ｒ２）ｌｎ２［１ － ４ａ２Ｒ２

（ａ２ ＋ Ｒ２） ２
］

＋ ｛２ｌｎ２［１ － ４ａ２Ｒ２

（ａ２ ＋ Ｒ２） ２
］ － ３２ａ２Ｒ２

（ａ２ － Ｒ２） ２

ｌｎ［１ － ４ａ２Ｒ２

（ａ２ ＋ Ｒ２） ２
］｝ ｚ２ ＋ …

　 　 略去高于 ｚ４ 以上项后代入式（８），得：

ｕｚｚ ＋
２η
ＲＤ

ｕ ＝ ２ηＱ
ＲＤ

＋ ２σδ
２ω２μ２Ｉ２

１６２ＤＲ３
（ａ２ ＋ Ｒ２）

ｌｎ２［１ － ４ａ２Ｒ２

（ａ２ ＋ Ｒ２） ２
］ ＋ ２σδ

２ω２μ２Ｉ２

１６２ＤＲ３

｛２ｌｎ２［１ － ４ａ２Ｒ２

（ａ２ ＋ Ｒ２） ２
］ － ３２ａ２Ｒ２

（ａ２ － Ｒ２） ２

ｌｎ［１ － ４ａ２Ｒ２

（ａ２ ＋ Ｒ２） ２
］｝ ｚ２ （９）

　 　 引入简化符号 Ｈ、Ｆ、Ｅ、Ｍ 上式变为：

ｕｚｚ ＋ Ｈｕ ＝ Ｆ ＋ Ｅ ＋ Ｍｚ２ （１０）

　 　 用参数变易法解此方程，参见文献［１０］，齐次

方程 ｕｚｚ ＋ Ｈｕ ＝ ０的两个线性独立的特解是：

ｕ１ ＝ ｃｏｓ Ｈ ｚ，ｕ２ ＝ ｓｉｎ Ｈ ｚ，

其 Ｗｒｏｎｓｋｉｎ 函数
ｕ１ ｕ２
ｕ′１ ｕ′２

＝ Ｈ ≠ ０

１５
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　 　 方程（１０）的通解是：

ｕ ＝ ｃ１ｃｏｓ Ｈ ｚ ＋ ｃ２ｓｉｎ Ｈ ｚ ＋ １
Ｈ
∫
ｚ

０

（Ｆ ＋ Ｅ ＋

Ｍｚ２）ｓｉｎ Ｈ （ ｚ － ｔ）ｄｔ ＝ ｃ１ｃｏｓ Ｈ ｚ ＋ ｃ２ｓｉｎ Ｈ ｚ ＋

２（Ｆ
＋ Ｅ
Ｈ

－ ２ Ｍ
Ｈ２

＋ Ｍ
Ｈ
ｚ２） ｓｉｎ２ Ｈ ｚ

２
－ ２ Ｍ
Ｈ Ｈ

ｚｓｉｎ Ｈ ｚ

　 　 为简化此表达式，具体观察实验参数：充氩气

条件下，散热系数 η≈２×１０－２ Ｗ／ ｍ２·Ｋ，材料棒半

径 Ｒ≈４×１０－３ ｍ，扩散系数 Ｄ≈１×１０２ ｍ ／ ｓ，考虑 Ｈ ＝

２η
ＲＤ
≈ １０ －１，所以 Ｈ ｚ 很小，可以利用 ｓｉｎ Ｈ ｚ ≈

Ｈ ｚ， ｃｏｓ Ｈ ｚ≈ １化简，并略去含 ｚ３ 高次项：

ｕ ＝ ｃ１ ＋ ｃ２ Ｈ ｚ ＋ １
２

Ｆ ＋ Ｅ － ６ Ｍ
Ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｚ２ （１１）

　 　 因为熔区宽度比材料棒长度小得多，可以认为

对激磁线圈平面对称，材料棒的上下两部分之间没

有热传导，有边界条件 ｕ ｚ ｚ ＝ ０ ＝ ０。 一般稀土熔点

在 ９００ ℃ ～１６００ ℃之间，为简化计算，环境温度可

以近似认为 θ≈ ０。 由于实验中在材料棒两端一般

都要采取强制水冷，若材料棒冷却端距激磁线圈平

面为 Ｌ，则有边界条件 ｕ ｚ ＝ Ｌ ＝ ０，而 δ２ ＝ ２ ／ μδω，代入

式（１１）得：

ｃ１ ＝
１
２
（Ｆ ＋ Ｅ － Ｇ Ｍ

Ｈ
）Ｌ２，ｃ２ ＝ ０

ｕ ＝ ２ωμＩ
２

１６２ＤＲ３
｛（ａ２ ＋ Ｒ２）ｌｎ２［１ － ４ａ２Ｒ２

（ａ２ ＋ Ｒ２） ２
］ －

３ＲＤ
η
ｌｎ２［１ － ４ａ２Ｒ２

（ａ２ ＋ Ｒ２） ２
］

＋ １６ａ２Ｒ３Ｄ
（ａ２ － Ｒ２）２

ｌｎ［１ － ４ａ２Ｒ２

（ａ２ ＋ Ｒ２）２
］（Ｌ２ － ｚ２） （１２）

　 　 若在实验中区熔炉是真空环境，则薄片向周围

环境散热可忽略时，方程（９）变为：

ｕｚｚ ＝
２σδ２ω２μ２Ｉ２

１６２ＤＲ３
｛（ａ２ ＋ Ｒ２）ｌｎ２［１ － ４ａ２Ｒ２

（ａ２ ＋ Ｒ２） ２
］

＋ ２σδ
２ω２μ２Ｉ２

１６２ＤＲ３
｛２ｌｎ２［１ － ４ａ２Ｒ２

（ａ２ ＋ Ｒ２） ２
］ －

３２ａ２Ｒ２

（ａ２ － Ｒ２）
ｌｎ［１ － ４ａ２Ｒ２

（ａ２ ＋ Ｒ２） ２
］｝ ｚ２

　 　 是较简单的微分方程，进行类似处理可得：

ｕ ＝ ２ωμＩ２

１６２ＤＲ３
｛（ａ２ ＋ Ｒ２） ｌｎ２［１ － ４ａ２Ｒ２

（ａ２ ＋ Ｒ２）２
］（Ｌ２ － ｚ２）

（１３）

　 　 一般悬浮区熔钕参数［１１，１２｝：

σ≈ １０８ ／Ω·ｍ，ω≈ ２ × １０６ｄｅｇ，

μ ＝ ４π × １０－７ Ｈ／ ｍ， Ｉ≈３ × １０２Ａ，Ｒ ＝ ４ × １０－３ ｍ，

η≈ ２ × １０６ Ｗ／ ｍ２·Ｋ，Ｄ≈ １０２ ｍ ／ ｓ

　 　 若激磁线圈半径 ａ∈（０􀆰 ００４ ，０􀆰 １］； ｚ∈［０，

０􀆰 ２］代入上式可以得到熔区附近温度分布图，见图

２所示。

图 ２　 熔区附近温度分布曲线

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｎｅａｒ

ｔｈｅ ｍｏｌｔｅｎ ａｒｅａ

３　 分析与讨论

观察导热方程，是做了两个假设，一是认为在

同一 ｚ平面中温度相同，二是忽略了熔区内的电磁

搅拌作用。 因电磁搅拌作用仅存在于导体表面层，

而环形流动会使熔区不稳产生飞溅，一般都要加绕

抑制线圈减少电磁搅拌作用，所以导热方程的描写

模型基本上符合实验情况。

由熔区附近温度分布曲线图 ２ 可知，当样品棒

半径 Ｒ 一定，在激磁线圈半径 ａ 与 Ｒ 接近时，熔区

变窄，其温度最高，在熔区附近 ｕ（ ｚ）随 ｚ 的变化平

坦。 随着 ａ 的增大，ｕ（ ｚ）随 ｚ 的变化呈下降趋势，当

ａ ／ Ｒ 大于 １０时，在相同条件下，熔区温度降低很多，

且熔区明显变宽。 利用计算得到的温度分布 ｕ（ ｚ）

２５
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可以清楚求得温度梯度 ｕｚ（ ｚ），代入过冷判据［１０］

得：

Ｖ≤
ｕｚＤｋ

ｍｃＳ（１ － ｋ）
（１４）

式中， ＣＳ 是杂质浓度， ｋ 是有效分离系数， ｍ是材料

质量，区熔提纯是期望用较短时间，较低消耗，得到

较纯产品，熔区的移动速度对提纯效果影响很大，

由式（１４）可以求得最佳熔区移动速度 ｖ， 使其接近

于熔体结晶速度，从而取得最佳的提纯效果。

当样品棒初始浓度为 Ｃ０，长度为 Ｓ，熔区宽度为

ｌ，其平衡分离系数为 ｋ０，ｄ 为扩散厚度，则 一次区熔

提纯后，距始端 ｚ 处的浓度为 ＣＳ（ ｚ），据文献［１］得：

ＣＳ（ ｚ） ＝ Ｃ０［１ － （１ － ｋ）ｅｘｐ（ － ｋｚ ／ ｌ）］ （１５）

ｋ ＝ ｋ０ ／ ［ｋ０ ＋ （１ － ｋ０）ｅｘｐ（ － ｖｄ ／ Ｄ） （１６）

　 　 经过多次区熔提纯后，杂质达到极限分布浓度

Ｃ（ ｚ）：

Ｃ（ ｚ） ＝ ＡｅＢｚ （１７）

　 　 式中 Ａ、Ｂ均为常量，可由以下两式求得：

ｋ ＝ Ｂｌ ／ （ｅＢｌ － １） （１８）

Ａ ＝ Ｃ０ＢＳ ／ （ｅＢＳ － １） （１９）

　 　 通过式（１５） ～ （１９），可以推得熔区宽度，样品

棒长度，熔区移动速度及区熔次数等工艺参数对杂

质迁移率和最佳提纯效果的影响。

对于电磁悬浮提纯稀土需要根据稀土的种类、

纯度及所含杂质类型来选择激磁电流大小、激磁线

圈半径及熔区移动速度，才能获得满意的效果。 实

验证明，合理选取区熔提纯参数可以有效去除非稀

土类金属杂质，而对非金属类杂质如 Ｃ，Ｓｉ，Ｏ 等也

具有一定的效果。

４　 结论

１． 电磁悬浮区熔提纯稀土金属，熔区附近温度

分布呈二次曲线，与电流强度的平方成正比，与稀

土棒半径成反比，并和激磁线圈与稀土棒半径之比

密切相关。

２． 合理选取激磁电流大小、激磁线圈半径及熔

区移动速度等区熔提纯参数，可以有效去除非稀土

类金属杂质，此理论计算结果可作为合理选取区熔

提纯实验技术参数的依据。
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